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为 适应 我 国 对 高 等 学 校 自 动 化 专业 人 才 培 养 的 需要 ,配合 各 高 校 教 
学 改 阅 的 进程 ,创建 一 套 符 合 自动 化 专业 培养 目标 和 教学 改革 要 求 的 新 
瑟 上 自动 化 专业 系列 教材 ， 教 育 部 高 等 学 校 自 动 化 专业 教学 指导 分 委员 
会 《简称 " 教 指 委 ”) 联 合 了 “中 国 自动 化 学 会 教育 工作 委员 会 >“ 中 国电 
工 技 术 学 会 高 校 工 业 自动 化 教育 专业 委员 会 >*“ 中 国 系统 仿真 学 会 教育 
工作 委员 会 "和 ”中国 机 械 工 业 教育 协会 电气 工程 及 自动 化 学 科 委 员 会 ” 
四 个 委员 会 ,以 教学 创新 为 指导 思想 ,以 教材 带动 教学 改革 为 方针 ,设立 
专项 资助 基金 ,采用 全 国 公 开 招标 方 式 , 组 织 编 写 出 版 了 一 套 自 动 化 专 
业 系列 教材 一 一 《全 国 高 等 学 校 自 动 化 专业 系列 教材 》。 

本 系列 教材 主要 面向 本 科 生 ,同时 兼顾 研究 生 ; 覆盖 面包 括 专 业 基 
础 球 ,专业 核心 课 专业 选修 课 .实践 环节 课 和 专业 综合 训练 课 ; 重点 突 
出 目 动 化 专业 基础 理论 和 前 沿 技术 ; 以 文字 教材 为 主 , 适 当 包 括 多 媒体 
教材 ; 以 主教 材 为 主 , 适 当 包 括 习 题 集 、. 实 验 指导 书 、 教 师 参 考 书 、 多 媒 
体 球 件 、 网 络 课程 脚本 等 辅助 教材 ;力求 做 到 符合 自动 化 专业 培养 目 
标 、 反映 自 动 化 专业 教育 改革 方向 、 满 足 自动 化 专业 教学 需要 ; 努力 创 
造 使 之 成 为 具有 先进 性 、 创 新 性 .适用 性 和 系统 性 的 特色 品牌 教材 。 

本 系列 教材 在 “ 教 指 委 ” 的 领导 下 ,从 2004 年 起 ,通过 招标 机 制 , 计 
划 用 3 一 4 年 时 间 出 版 50 本 左右 教材 ,2006 年 开始 陆续 出 版 问世 。 为 
满足 多 层面 ,多 类 型 的 教学 需求 ,同类 教材 可 能 出 版 多 种 版 本 。 

本 系列 教材 的 主要 读者 群 是 自动 化 专业 及 相关 专业 的 大 学 生 和 研 
究 生 , 以 及 相关 领域 和 部 门 的 科学 工作 者 和 工程 技术 人 员 。 我 们 希望 本 
系列 教材 既 能 为 在 校 大 学 生 和 研究 生 的 学 习 提 供 内 容 先进 .论述 系 统 和 
志 于 教学 的 教材 或 参考 书 , 也 能 为 广大 科学 工作 者 和 工程 技术 人 员 的 知 
次 扣 新 与 继续 学 习 提 供 适 合 的 参考 资料 。 感 谢 使 用 本 系列 教材 的 广大 
教师 ,学生 和 科技 工作 者 的 热情 支持 ,并 欢迎 提出 批评 和 意见 
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自动 化 学 科 有 着 光荣 的 历史 和 重要 的 地 位 ,20 世纪 50 年 代 我 国政 
府 就 十 分 重视 自动 化 学 科 的 发 展 和 自动 化 专业 人 才 的 培养 。 五 十 多 年 
来 ,自动 化 科学 技术 在 众多 领域 发 挥 了 重大 作用 ,如 航空 .航天 等 “两 弹 
一 星 ” 的 伟大 工程 就 包含 了 许多 自动 化 科学 技术 的 成 果 。 自 动 化 科学 技 
术 也 改变 了 我 国 工 业 整 体 的 面貌 ,不 论 是 石油 化 工 . 电 力 、 钢 铁 , 还 是 轻 
工 \ 建 材 ` 医 药 等 领域 都 要 用 到 自动 化 手段 ,在 国防 工业 中 自动 化 的 作用 
喝 是 巨大 的 。 现 在 ,世界 上 有 很 多 非常 活跃 的 领域 都 离 不 开 自 动 化 技 
术 , 比 如 机 尼 人 月球 车 等 。 另 外 ,自动 化 学 科 对 一 些 交 叉 学 科 的 发 展 同 
样 起 到 了 积极 的 促进 作用 ,例如 网 络 控制 .量子 控制 . 流 媒 体 控 制 、 生 物 
信息 学 、 系 统 生 物 学 等 学 科 就 是 在 系统 论 .控制 论 、 信 息 论 的 影响 下 得 到 
不 断 的 发 展 。 在 整个 世界 已 经 进入 信息 时 代 的 背景 下 ,中 国 要 完成 工业 
化 的 任务 还 很 重 , 或 者 说 我 们 正 处 在 后 工业 化 的 阶段 。 因 此 ,国家 提出 
走 新 型 工业 化 的 道路 和 ”信息 化 带动 工业 化 ,工业 化 促进 信息 化 ”的 科学 
发 展 观 ,这 对 自动 化 科学 技术 的 发 展 是 一 个 前 所 未 有 的 战略 机 遇 。 

机 遇难 得 ,人 才 更 难得 。 要 发 展 自动 化 学 科 , 人 才 是 基础 .是 关键 。 
高 等 学 校 是 人 才 培 养 的 基地 ,或 者 说 人 才 培 养 是 高 等 学 校 的 根本 。 作 为 
高 等 学 校 的 领导 和 教师 始终 要 把 人 才 培 养 放 在 第 一 位 ,具体 对 自动 化 系 
或 自动 化 学 院 的 领导 和 教师 来 说 ,要 时 刻 想 着 为 国家 关键 行业 和 战线 培 
养 和 输送 优秀 的 自动 化 技术 人 才 。 

影响 人 才 培 养 的 因素 很 多 ,涉及 教学 改革 的 方方面面 ,包括 如 何 拓 
宽 专 业 口 径 、 优 化 教学 计划 增强 教 学 柔性 .强化 通 识 教育 、 提 高 知识 起 
点 、 降 低 专业 重心 .加 强 基 础 知识 .强调 专业 实践 等 ,其 中 构建 融会 贯通 、 
骏 密 配合 ,有 机 联系 的 课程 体系 ,编写 有 利于 促进 学 生 个 性 发 展 、 培 养 学 
生 创 新 能 力 的 教材 尤为 重要 。 清 华 大 学 吴 澄 院士 领导 的 人 《全国 高 等 学 校 
自动 化 专业 系列 教材 》 编 审 委员 会 ,根据 自动 化 学 科 对 自动 化 技术 人 才 
素质 与 能 力 的 需求 ,充分 吸取 国外 自动 化 教材 的 优势 与 特点 ,在 全 国 范 
围 内 ,以 招标 方式 ,组 织 编写 了 这 套 自 动 化 专业 系列 教材 ,这 对 推动 高 等 
学 校 自 动 化 专业 发 展 与 人 才 培 养 具 有 重要 的 意义 。 这 和 套 系 列 教材 的 建 
设 有 新 思路 、 新 机 制 , 适 应 了 高 等 学 校 教学 改革 与 发 展 的 新 形势 ,立足 创 
建 精 品 教 材 , 重 视 实践 性 环节 在 人 才 培 养 中 的 作用 ,采用 了 竞争 机 制 , 以 
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激励 和 推动 教材 建设 。 在 此 ,我 谨 向 参与 本 系列 教材 规划 .组 织 ` 编 写 的 老师 致 以 
城 鸡 的 感谢 ,并 布 望 望 该 系列 教材 在 全 国 高 等 学 校 自动 化 专业 人 才 培养 中 发 挥 应 有 
的 作用 。 


天 从 人 遇 教授 


2005 年 10 月 于 教育 部 
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《全 国 高 等 学 校 自 动 化 专业 系列 教材 》 编 审 委员 会 在 对 国内 外 部 分 
大 学 有 关 自 动 化 专业 的 教材 做 深入 调研 的 基础 上 ,广泛 听取 了 各 方面 的 
意见 ,以 招标 方式 ,组 织 编写 了 一 套 面 向 全 国 本 科 生 (兼顾 研究 生 ) 体现 
自动 化 专业 教材 整体 规划 和 课程 体系 、 强 调 专业 基础 和 理论 联系 实际 的 
系列 教材 , 自 2006 年 起 将 陆续 面世 。 全 套 系列 教材 共 50 多 本 ,涵盖 了 
自动 化 学 科 的 主要 知识 领域 ,大 部 分 教材 都 配置 了 包括 电子 教案 、 多 媒 
体 课件 .习题 辅导 .课程 实验 指导 书 等 立体 化 教材 配件 。 此 外 ,为 强调 落 
实 * 加 强 实践 教育 ,培养 创新 人 才 ” 的 教学 改革 思想 ,还 特别 规划 了 一 组 
专业 实验 教程 ,包括 《自动 控制 原理 实验 教程 》《 运 动 控 制 实验 教程 》、 
《过 程控 制 实验 教程 》《 检 测 技术 实验 教程 》 和 《计算 机 控制 系统 实验 教 
程 } 等 。 

自动 化 科学 技术 是 一 门 应 用 性 很 强 的 学 科 , 面 对 的 是 各 种 各 样 错 综 
复杂 的 系统 ,控制 对 象 可 能 是 确定 性 的 ,也 可 能 是 随机 性 的 ; 控制 方法 
可 能 是 常规 控制 ,也 可 能 需要 优化 控制 。 这 样 的 学 科 专业 人 才 应 该 具有 
什么 样 的 知识 结构 ,又 应 该 如 何 通过 专业 教材 来 体现 ,这 正 是 “系列 教材 
编审 委员 会 "规划 系列 教材 时 所 面临 的 问题 。 为 此 ,设立 了 《自动 化 专业 
课程 体系 结构 研究 ) 专 项 研究 课题 ,成 立 了 由 清华 大 学 萧 德 云 教授 负责 ， 
包括 清华 大 学 .上 海 交 通 大 学 西安 交通 大 学 和 东北 大 学 等 多 所 院 校 参 
与 的 联合 研究 小 组 ,对 自动 化 专业 课程 体系 结构 进行 深入 的 研究 ,提出 
了 按 “ 控 制 理论 与 工程 .控制 系统 与 技术 、 系 统 理论 与 工程 .信息 处 理 与 
分 析 、 计 算 机 与 网 络 .软件 基础 与 工程 .专业 课程 实验 ”等 知识 板块 构建 
的 课程 体系 结构 。 以 此 为 基础 ,组 织 规划 了 一 套 涵 盖 几 十 门 自 动 化 专业 
基础 课程 和 专业 课程 的 系列 教材 。 从 基础 理论 到 控制 技术 ,从 系统 理论 
到 工程 实践 ,从 计算 机 技术 到 信号 处 理 , 从 设计 分 析 到 课程 实验 ,涉及 的 
知识 单元 多 达 数 百 个 .知识 点 几 千 个 ,介入 的 学 校 50 多 所 ,参与 的 教授 
120 多 人 ,是 一 项 庞大 的 系统 工程 。 从 编制 招标 要 求 、. 公 布 招标 公告 ,到 
组 织 投 标 和 评审 ,最 后 商定 教材 大 纲 ,凝聚 着 全 国 百 余 名 教授 的 心血 ,为 
的 是 编写 出 版 一 套 具 有 一 定 规模 .富有 特色 的 、 既 考虑 研究 型 大 学 又 考 
虑 应 用 型 大 学 的 自动 化 专业 创新 型 系列 教材 。 

然而 ,如 何 进一步 构建 完善 的 自动 化 专业 教材 体系 结构 ?如 何 建设 


人 


基础 知识 与 最 新 知识 有 机 融合 的 教材 ? 如 何 充分 利用 现代 技术 ,适应 现代 大 学 生 
的 接受 习惯 ,改变 教材 单一 形态 ,建设 数字 化 .电子 化 .网 络 化 等 多 元 形态 .开放 性 
的 "广义 教材 ”? 等 等 ,这 些 都 还 有 竺 我 们 进行 更 深入 的 研究 。 

本 套 系 列 教材 的 出 版 ,对 更 新 自动 化 专业 的 知识 体系 .改善 教学 条 件 、 创 造 个 
性 化 的 教学 环境 ,一 定 会 起 到 积极 的 作用 。 但 是 由 于 有 党 各 方面 条 件 所 限 ,本 套 教 
材 从 整体 结构 到 每 本 书 的 知识 组 成 都 可 能 存在 许多 不 当 其 至 雇 误 之 处 ,还 望 使 用 
本 套 教 材 的 广大 教师 .学 生 及 各 界 人 士 不 音 批评 指正 


人气” 院士 


2005 年 10 月 于 清华 大 学 





控制 学 科 中 很 多 问题 实际 上 就 是 应 用 数学 问题 ， 而 控制 学 科 的 
发 展 又 催生 了 许多 新 的 数学 分 支 和 方法 ， 所 以 , 利用 一 种 强大 的 计算 
机 数学 语言 来 统一 处 理 控 制 中 的 数学 问题 ， 对 控制 科学 领域 的 学 生 
与 学 者 都 有 很 积极 的 意义 。 这 一 方面 可 以 从 一 个 不 同 于 以 往 的 角度 
全 面 地 认识 控制 理论 , 重新 思考 以 往 该 学 科 中 被 忽视 的 实现 问题 ， 也 
有 助 于 研究 者 借助 计算 机 提供 的 强大 功能 探索 新 的 知识 ， 拓 展 新 的 
研究 方向 。 另 一 个 方面 , 可 以 用 简单 的 语句 构造 文献 中 的 或 自己 提出 
的 新 方法 ， 避 免 繁杂 和 极 易 出 错 的 底层 编程 ,用 简洁 的 方式 研究 控 
制 学 科 中 的 问题 。 比 如 说 , 在 传统 的 控制 学 科 中 , 连续 系统 的 稳定 性 
通常 被 建议 采用 Routh 判 据 来 判定 ， 而 离散 系统 应 该 采用 更 复杂 的 
Jury 表 来 判定 ， 当 然 ,， 这样 的 方法 在 控制 理论 的 发 展 过 程 中 起 了 里 
程 碑 式 的 作用 , 但 随 着 计算 机 的 发 展 和 软件 的 进步 , 直接 求 取 系 统 极 
点 将 比 上 述 间 接 表格 直观 得 多 也 容易 得 多 ,所 以 应 该 从 观念 上 做 出 
与 时 俱 进 的 全 面 更 新 。 另 一 个 例子 ， 纵 观 控制 学 科 的 文章 会 发 现 , 诸 
多 论著 均 声 称 提 出 的 控制 器 效果 优 于 工业 上 最 常用 的 PID 控制 器 ， 
然而 比较 的 PID 控制 器 对 象 常用 的 是 20 世纪 40 年 代 提 出 的 传统 
Ziegler-Nichols 控制 器 ,这 样 的 比较 当然 有 从 公允 。 所 以 从 性 能 比较 
方面 应 该 和 效果 最 好 的 PID 控制 器 相 比 较 ， 才 能 得 出 有 说 服 力 的 结 
论 。 但 如 何 获 得 最 好 的 PID 控制 器 呢 ? 如 果 不 借助 于 强大 的 计算 机 
工具 是 难以 获得 最 好 的 PID 控制 器 的 , 所 以 应 该 考虑 与 应 用 数学 中 
的 最 优化 问题 求解 结合 起 来 ， 设 定 某 些 指标 ， 然 后 用 求解 最 优化 的 方 
法 将 最 优 控制 器 设计 出 来 。 要 做 到 这 一 点 ， 如 果 不 掌 握 强大 的 计算 机 
数学 语言 是 不 行 的 。 

十 年 前 ， 作 者 的 著作 《控制 系统 计算 机 辅助 设计 一 - MATLAB 
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博士 论文 引用 , 为 我 国 高 校 师 生 和 研究 人 员 认 识 和 掌握 MATLAB 语 
言 ， 并 用 其 解决 控制 领域 各 种 各 样 的 数学 问题 ， 受 到 各 个 层次 读者 的 
普遍 欢迎 。 
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第 了 章 一 一 一 一 
数学 语言 及 其 在 控制 中 的 应 用 概述 


在 控制 科学 学 科 中 , 控制 理论 的 形成 与 发 展 是 和 数学 的 各 个 分 文 
的 进展 是 妃 恩 相关 的 。 控 制 理论 的 发 展 也 催生 了 者 干 新 数学 分 文 的 出 
现 与 发 展 。 在 最 早 的 反馈 控制 系统 工程 应 用 -一 蒸汽 机 及 Watts 的 
飞鱼 控制 器 出 现 以 后 ,科学 家 束 开 始 研究 这 样 系统 的 标定 性 ， 从 而 将 
微分 方程 引入 该 系统 的 建 模 ， 并 研究 该 系统 的 稳定 性 。 在 稳定 性 研究 
中 出 现 了 者 干 数学 方法 , 如 Routh 判 据 及 Lvapunov 稳定 性 理论 等 。 

由 于 微分 方程 求解 比较 及 烦 ,， 所 以 可 以 引入 一 种 称 为 Laplace 变 
换 的 积分 变换 ,将 微分 方程 变换 成 代数 方程 , 由 此 引入 了 今天 仍 广 泛 
使 用 的 传递 函数 模型 来 描述 线性 微分 方程 模型 。 对 传递 函数 模型 还 可 
以 进行 频 域 啊 应 、 时 域 啊 应 与 复 域 啊 应 分 林 ， 得 出 系统 的 性 质 。 

传递 图 数 模 型 分 析 的 是 系统 的 外 部 性 质 , 所 以 为 了 分 析 系 统 的 内 
部 性 质 还 可 以 引入 系统 的 状态 方程 表示 ,而 该 表示 中 需要 大 量 的 线性 
代数 基础 知识 和 求解 方法 。 基 于 线性 代数 ,研究 者 们 提出 了 众多 系统 
的 设计 方法 ， 如 基于 Riccati 方程 求解 的 线性 二 次 型 最 优 控制 方法 、 
基于 范 数 测度 的 开 。 鲁 棒 控 制 器 设计 方法 等 。 

如 有 条 想得到 性 能 最 好 的 控制 器 ， 则 需要 引入 数学 中 的 最 优化 技 
术 , 出 现 了 最 优 控制 的 分 支 。 

由 前 面 的 简单 综述 可 以 看 出 ， 控 制 科 学 中 几乎 所 有 的 问题 均 
可 以 归 绪 成 数学 问题 的 求解 ， 求 解数 学 问题 时 手工 推导 当然 是 有 
用 的 ,但 并 不 是 所 有 的 问题 都 是 能 手工 推导 的 ， 故 需要 由 计算 机 来 
完成 相应 的 任务 。 用 计算 机 的 方式 也 有 两 种 ,其 一 是 用 成 型 的 数值 
分 析 算 法 、 数 值 软件 包 与 手工 编程 的 方法 相 结 合 的 求解 方法 ， 其 二 
是 来 用 国际 上 有 影响 的 专门 计算 机 语言 来 求解 问题 ， 这 类 语言 包括 
MATELAB 、Mathematica、NIaple 等 , 本 书 统一 称 之 为 计算 机 数学 语 
言 。 顾 名 思 义 ,用 数值 方法 只 能 求解 数值 计算 的 问题 ， 至 于 像 公 式 推 
导 等 数学 问题 , 例如 求解 z5 + az +c = 方程 的 解 , 在 ac,d 不 是 给 
定数 全 时 ， 数 值 分 析 的 方式 是 没有 用 的 ,必须 使 用 解析 解 的 方法 来 求 
解 。 本 书 将 数值 解 和 解析 解 的 求解 统称 为 数学 运算 。 


2 第 工 章 数学 语言 及 其 在 控制 中 的 应 用 概述 


晤 下 


1.1 数学 问题 计算 机 求解 概述 


1.1.1 为 什么 要 学 习 计算 机 数学 语言 


企 系统 介绍 本 书 的 内 容 之 前 ， 先 介绍 几 个 例子 ,读者 可 以 思考 其 中 提出 的 问 
圳 ,从 中 体会 学 担 一 个 优秀 的 计算 机 数学 语言 的 必要 性 。 


例 1-1 控制 系统 的 根 轨迹 是 控制 系统 分 析 与 设计 的 实用 工具 ， 假 设 某 系 统 的 开 环 伟 
递 表 数 模型 为 G(s) 一 本 人 用 传统 控制 课程 中 介绍 的 
方法 无 法 绘制 根 轨迹 ， 因 为 根 轨迹 的 起 始点 和 终止 点 均 未 直接 给 出 。 利 用 一 个 实用 的 
计 虐 机 数学 语言 ， 可 以 求 出 不 同 增益 下 的 闭环 特征 根 位 置 ， 从 而 绘制 出 系统 的 根 轨迹 。 
更 直接 的 ， 用 MATLAB 控制 系统 工具 箱 提 供 的 rlocus() 函数 可 以 直接 绘制 出 系统 
的 根 轨迹 ， 并 根据 根 轨迹 对 系统 进行 直接 分 析 。 当 然 ， 若 能 求 出 系统 的 零 极 点 ， 系 统 的 
稳定 性 分 析 就 不 在 话 下 了 。 

例 1-2 试 考虑 含有 非 线性 环节 的 控制 系统 模型 ， 不 借助 计算 机 工具 很 难 对 系统 进行 
仿真 研究 ,因为 这 涉及 到 非 线性 微分 方程 的 求解 。 利 用 MATLAB 语言 和 其 仿真 环境 
9imulink， 这 样 的 系统 仿真 研究 轻而易举 。 


例 1-3 过 程控 制 中 经 常 遇 到 PID 控制 器 的 最 优 设 计 问题 ， 给 定 控制 系统 模型 ， 定 义 
出 需要 最 小 化 的 目标 函数 ， 则 可 以 通过 寻 优 的 方法 得 出 最 优 控 制 器 的 参数 。 对 这 样 
的 问题 来 说 ， 掌 握 了 最 优化 问题 求解 方法 是 很 好 解决 的 。 此 外 ， 一 般 的 最 优化 方法 可 
能 导致 局 部 极 小 值 ， 所 以 可 以 采用 进化 类 方法 ， 如 遗传 算法 或 粒子 群 方法 ， 由 现成 的 
MATLAB 工具 可 以 直接 求解 ， 无 需 太 多 的 底层 算法 和 细节 。 
例 1-4 7?t。 得 棒 控制 计算 的 核心 是 Riccati 方程 的 求解 ， 这 需要 线性 代数 和 方程 求解 
方面 的 知识 有 了 MATLAB 语言 及 其 鲁 棒 控制 工具 箱 ， 求 解 这 样 的 问题 就 是 几 个 命 
令 直 接 调 用 的 问题 了 。 

从 上 面 的 例子 可 以 看 出 ,解决 数学 问题 用 手工 推导 的 方法 虽然 有 时 可 行 , 但 
对 很 多 复杂 问题 是 不 现实 或 不 可 靠 的 ,用 传统 数值 分 析 方 法 甚至 成 型 的 软件 包 
(如 在 国际 上 享有 盛誉 的 Nurnerical RecipesD) 得 出 的 结果 有 时 也 是 错误 的 ， 能 
够 求解 其 部 分 内 容 而 不 是 全 部 内 容 ,所 以 需要 学 习 计 算 机 数学 语言 ， 以 更 好 地 解 
次 以 后 学 习 和 研究 中 遇 到 的 问题 。 


1.1.2 数学 问题 的 解析 解 与 数值 解 


现代 科学 与 工程 的 进展 离 不 开 数 学 。 数 学 家 们 感 兴趣 的 问题 和 其 他 科学 家 、 
工程 技术 人 员 所 关注 的 问题 是 不 同 的 。 数 学 家 往往 对 数学 问题 的 解析 解 ， 或 称 闭 
式 解 (closed-form solution) 和 解 的 存在 性 严格 证 明 感 兴趣 ,而 工程 技术 人 员 一 般 
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对 如 何 求 出 数学 问题 的 解 更 关心 。 最 直观 的 例子 ,回顾 高 等 数学 类 课程 经 常 有 这 
样 的 定理 :“…… 两 点 之 间 必 定 存在 一 点 上 《……”， 而 工程 技术 人 员 更 侧重 于 如 何 
找到 上,， 并 技 出 满足 某 条 件 的 全 部 5， 而 不 能 只 满足 于 其 存在 性 。 而 获得 这 样 解 的 
最 直接 方法 束 是 通过 计算 机 数学 语言 。 

解析 解 不 存在 的 情况 在 数学 上 并 不 罕见 ， 甚 至 可 以 说 , 这 样 的 现象 是 常见 的 。 
例如 ， 定 积分 去 | e-mdz 在 上 限 为 有 穷 时 就 没有 解析 解 。 数 学 家 可 以 用 新 的 函 

日 

数 erf(a) 去 定义 这 样 的 解 , 但 解 的 值 到 底 多 大 却 不 是 一 目 了 然 的 。 所 以 , 在 这 样 
的 情况 下 ， 要 想 获 得 积分 的 值 ， 就 必须 采用 数值 解 技术 。 

再 例如 ， 圆周率 r 的 值 本 身 就 没有 解析 解 , 中 国 古 代 的 数学 家 、 天 文学 家 祖 
冲 之 早 在 公元 480 年 就 算 定 了 该 值 在 3.1415926 和 3.1415927 之 间 。 在 一 般 科学 
与 工程 应 用 中 , 取 这 样 的 值 就 能 保证 较 高 的 精度 ,而 对 于 粗略 估算 来 说 ,使 用 公元 
末 250 年 (?) 阿 基 米 德 的 3.1418 也 未 党 不 可 ,而 没有 必要 非 去 追求 不 存在 的 解 
析 解 不 可 。 所 以 在 这 样 的 问题 上 ， 数 值 解 法 的 优势 就 显示 出 来 了 。 

数学 问题 的 数值 解法 已 经 成 功 地 应 用 于 各 个 领域 。 例 如 , 在 力学 领域 ， 常 用 
有 限 元 法 求解 偏 微分 方程 ; 在 航空 、 航 天 与 自动 控制 领域 ， 经 常用 到 数值 线性 代 
数 与 常 微分 方程 的 数值 解法 等 解决 实际 问题 ; 在 工程 与 非 工程 系统 的 计算 机 仿真 
中 , 核心 问题 的 求解 也 需要 用 到 各 种 差分 方程 、 常 微分 方程 的 数值 解法 ; 在 高 科 
技 的 数字 信和 号 处 理 领 域 ， 离 散 的 快速 Fourier 变换 (FEFT) 已 经 成 为 其 不 可 或 缺 的 
工具 。 在 科学 工程 研究 中 能 掌握 一 个 或 多 个 实用 的 计算 工具 , 无 疑 会 为 研究 者 提 
供 解决 实际 问题 的 强 有 力 手段 。 


1.1.3 数学 运 算 问 题 软件 包 发 展 概述 


数字 计算 机 的 出 现 给 数值 计算 技术 的 研究 注入 了 新 的 活力 。 在 数值 计算 技 
术 的 早期 发 展 中 ,出 现 了 一 些 著名 的 数学 软件 包 ,， 如 美国 的 基于 特征 值 的 软件 
包 EISPACKL2 3 和 线性 代数 软件 包 LINPACK 中 ， 英国 牛津 数值 算法 研究 组 
(Numerical Algorithm Group,， NAG) 开发 的 NAG 软件 包 回 及 享有 盛装 的 著作 
Numerical Recipes 山 中 给 出 的 程序 集 等 , 这些 都 是 在 国际 上 广泛 流行 的 有 着 较 
高 声望 的 软件 包 。 

美国 的 EISPACK 和 LINPACK 都 是 基于 矩阵 特征 值 和 奇异 值 解决 线性 代 
数 问题 的 专用 软件 包 。 限 于 当时 的 计算 机 发 展 状 况 , 这 些 软件 包 大 都 是 由 Fortran 
语言 编号 的 源 程序 组 成 的 。 

例如 ,者 想 求 出 N 阶 实 和 矩阵 4 的 全 部 特征 值 (用 WR，V 数组 分 别 表 示 其 
实 虚 部 ) 和 对 应 的 特征 向 量 和 矩阵 Z, 则 EISPACK 软件 包 给 出 的 子 程序 建议 调用 
路 径 为 


CALL BALANCCNM,N ,A,IS1,TIS2 ,PV1L) 
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CALL ELMHESCNM ,N,IS1 ,IS2,A,IV1) 

CALL ELTRANCNM,N,IS1,IS2,A,IV1,Z) 
CALL HAR2CNM,N,IS1,IS2,A,WR,WI,Z ,IERR) 
IF 《IERR.EQR.0O) G0T0O 99999 

CALL BALBAKCNM,N,ISt,IS2,FV1T,N,Z) 


由 上 面 的 叙述 可 以 看 出 ， 要 求 取 和 拖 阵 的 特征 值 和 特征 向 量 ， 首 先 要 给 一 些 数 
组 和 变量 依据 EISPACK 的 格式 作出 定义 和 赋值 ， 并 编写 出 主 程序 ， 再 经 过 编译 
和 连接 过 程 , 形成 可 执行 文件 ,最 后 才能 得 出 所 需 的 结果 。 

类 国 的 NAG 软件 包 和 美国 学 者 的 Numerical Reeipes 工具 包 则 包括 了 各 种 
各 样 数学 问题 的 数值 解法 ,二 者 中 NAG 的 功能 尤其 强大 。NAGI 的 子 程序 都 是 以 
字母 加 数字 编导 的 形式 命名 的 ,， 非 专业 人 员 很 难 找到 适合 自己 问题 的 子 程序 ， 更 
个 用 说 能 保证 以 正确 的 格式 去 调用 这 些 子 程序 了 。 这 些 程 序 包 使 用 起 来 极其 复杂 ， 
谁 也 不 能 保证 不 发 生 错 误 ，NAG 数 百 页 的 使 用 手册 就 有 十 几 本 之 多 ! 

ANauyner7ical Reczpes 一 书 中 给 出 的 一 系列 算法 语言 源 程序 也 是 一 个 在 国际 上 
广泛 应 用 的 软件 包 。 该 书 中 的 子 程序 有 C. FORTRAN 和 Pascal 等 版 本 , 适合 于 
科学 研究 者 和 工程 技术 人 员 直 接应 用 。 该 书 的 程序 包 由 200 多 个 高 效 、 实 用 的 子 
程序 构成 ， 这 些 子 程序 一 般 有 较 好 的 数值 特性 ， 比 较 可 靠 ， 为 科学 研究 者 所 信赖 。 

共有 Fortran 和 C 等 高 级 计算 机 语言 知识 的 读者 可 能 已 经 注意 到 ， 如 果 用 它 
们 去 进行 程 太 设 计 , 尤其 当 涉 及 矩阵 运算 或 画图 时 ， 则 编程 会 很 麻烦 。 例 如 ， 若 想 
求解 一 个 线性 代数 方程 , 用 户 得 首先 去 编写 一 个 主 程序 ， 然 后 编写 一 个 子 程序 去 
读 入 各 个 算 阵 的 元 素 , 之 后 再 编写 一 个 子 程序 ,求解 相应 的 方程 (如 使 用 Gauss 
消去 法 )， 最 后 输出 计算 结果 。 如 果 选 择 的 计算 子 程序 不 是 很 可 靠 ， 则 所 得 的 计算 
结果 往往 可 能 会 出 现 问 题 。 如 果 没 有 标准 的 子 程序 可 以 调用 ， 则 用 户 往往 要 将 自 
己 编 好 的 子 程序 逐条 地 输入 计算 机 ,然后 进行 调试 ， 最 后 进行 计算 。 这 样 一 个 简 
单 的 问题 往往 需要 用 户 编写 100 条 左右 的 源 程 序 ， 输 入 与 调试 程序 也 是 很 费事 
的 ， 并 无 法 保证 所 输入 的 程序 完全 可 靠 。 求 解 线 性 方程 组 这 样 一 个 简单 的 功能 需 
要 100 条 源 程 序 ,其 他 复杂 的 功能 往往 要 求 有 更 多 条 语句 ,如 采用 双 步 OR 法 求 
取 乍 阵 特 征 值 的 子 程序 则 需要 500 多 条 源 程序 ， 其 中 任何 一 条 语句 有 毛病 ,甚至 
幸 用 不 当 (如 数组 维 数 不 匹配 ) 都 可 能 导致 错误 结果 的 出 现 。 

尽管 如 此 ,数学 软件 包 仍 在 继续 发 展 ， 其 发 展 方向 是 采用 国际 上 最 先进 的 数 
值 算 法 ,提供 更 高 效 、 更 稳定 、 更 快速 、 更 可 靠 的 数学 软件 包 。 例 如 , 在 线性 代数 
计算 领域 , 全 新 的 LaPACK 已 经 成 为 当前 最 有 影响 的 软件 包 , 但 它们 的 目的 似乎 
已 经 不 再 是 为 一 般 用 户 提 供 解 决 问题 的 方法 ， 而 是 为 数学 软件 提供 底层 的 支持 。 
新 厂 的 MATLAB 语言 以 及 自由 软件 Scilab 等 著名 的 计算 机 数学 语言 都 已 经 放 
弃 了 一 直 使 用 的 LINPACK 和 FEISPACK 软件 包 ， 而 采用 LaPACK 为 其 底层 支 
持 软 件 包 。 
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一 些 数学 的 专门 分 支 也 出 现 了 相关 的 数学 程序 库 ,， 文 持 Fortran，C 二 十 等 语 
言 直接 调用 与 编程 。 在 互联 网 上 同样 有 大 量 的 MATLAB 语言 和 其 他 计算 机 数学 
语言 的 数学 工具 箱 ， 所 以 遇 到 典型 问题 的 数学 求解 时 ,可 以 直接 利用 相关 的 工具 
箱 来 求解 , 因为 其 中 大 部 分 工具 箱 毕 竟 还 是 在 相应 领域 有 影 啊 的 专家 编写 的 ,得 
出 的 结果 比 外 行 自 己 查 阅 书 籍 、 论 文 编写 的 可 信和 度 要 高 得 多 。 


1.1.4 代表 性 计算 机 数学 语言 


目前 在 国际 上 有 3 种 计算 机 数学 语言 最 有 影响 : The MathWorks 公司 
的 MATLAB 语 育 、Wolfram Research 公司 的 Mathematica 语言 和 Waterloo 
Maple 公司 的 Maple 语言 。 这 3 种 语言 各 有 特色 , 其 中 MATLAB 长 于 数值 运算 ， 
其 程序 结构 类 似 于 甚 他 计算 机 语言 ， 因 而 编程 很 方便 。Mathematica 和 Maple 
有 强大 的 解析 运算 和 数学 公式 推导 、 定 理 证 明 的 功能 ， 相 应 的 数值 计算 能 力 比 
MATLAB 要 弱 ,， 这 两 个 语言 更 适合 于 纯 数 学 领域 的 计算 机 求解 。 

和 Mathematica 及 Maple 相 比 ， MATLAB 语言 的 数值 运算 功能 是 很 出 色 
的 。 除 此 之 外 , 更 有 一 个 其 他 两 种 语言 不 可 替代 的 优势 , 就 是 MATLAB 语言 对 
各 种 各 样 领 域 均 有 领域 专家 编写 的 工具 箱 ， 可 以 高 效 、 可 靠 地 解决 各 种 各 样 的 问 
题 。 MATLAB 的 符号 运算 工具 箱 利用 Maple 作为 其 符号 运算 引擎 ,能 直接 求解 
童 用 的 符号 运算 问题 。 另 外 ，MATLAB 提供 了 对 Maple 全 部 函数 的 接口 ,无需 
安装 Maple 就 可 以 调用 Maple 所 有 的 数学 函数 ,这 大 大 地 增强 了 MATLAB 的 
符号 运算 功能 , 在 这 方面 的 功能 也 不 逊色 于 Mathematica 和 Maple。MATLAB 
的 仿真 工具 Simulink 可 以 利用 框图 方法 对 各 种 工程 系统 进行 方便 的 仿真 研 
宛 ，MATLAB 语言 覆盖 的 学 科 之 广 、 功 能 之 全 是 其 他 两 种 语言 无 法 比拟 的 。 故 本 
书 采 用 MATLAB 语言 为 主要 计算 机 数学 语言 ,系统 介绍 其 在 数学 问题 求解 中 的 
应 用 。 擎 担 了 该 语言 将 提高 读者 求解 数学 问题 的 能 力 ， 提 高 数学 水 平 ， 拓 广 知 识 
面 ， 使 得 原来 看 起 来 无 从 下 手 的 高 深 应 用 数学 问题 的 实际 求解 变 得 轻而易举 。 


1.2 ”控制 领域 对 数学 问题 的 依赖 


1.2.1 控制 领域 计算 机 软件 包 发 展 概述 


国际 上 控制 系统 计算 机 辅助 设计 (computer aided control systemas 
design，CACSD) 软件 的 发 展 大 致 分 为 几 个 阶段 : 软件 包 阶 段 、 交 互 式 语言 阶 
段 及 当前 的 面向 对 象 的 程序 环境 阶段 9 。 

在 于 期 的 工作 中 ，CACSD 主要 集中 在 软件 包 的 编写 上 ，1973 年 美国 学 者 
Melsa 教授 和 Jones 博士 出 版 了 一 本 专著 刀 ， 书 中 给 出 了 许多 当时 流行 的 控制 系 
统计 算 机 辅助 分 析 与 设计 的 源 程 序 , 包括 求 取 系统 的 根 轨迹 、 频 域 响应 、 时 间 响 
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应 ， 以 及 各 种 控制 系统 设计 的 子 程序 如 Luenberger 观测 器 、Kalman 滤波 等 。 瑞 
典 Lund 工学 院 Karl Astr6m 教授 主持 开发 的 一 套 交互 式 控制 系统 计算 机 辅助 设 
计 软 件 INTRAC (IDPAC, MODPAC, SYNPAC, POLPAC 等 ， 以 及 仿真 语言 
SIMNON) 加, 其 中 的 SIMNON 仿真 语言 要 求 用 户 依照 它 所 提供 的 语句 编写 一 个 
描述 系统 的 程序 ， 然 后 才 可 以 对 控制 系统 进行 仿真 。 日 本 的 古田 胜 久 (Katsuhisa 
Furuta) 教授 主持 开发 的 DPACS-F 软件 司 , 在 处 理 多 变量 系统 的 分 析 和 设计 上 
还 是 很 有 特色 的 。 在 国际 上 流行 的 仿真 语言 ACSL, CSMP, TSIM, ESEL 等 也 同样 
要 求 用 户 编 号 模型 程序 ， 并 提供 了 大 量 的 模型 模块 。 在 这 一 阶段 还 出 现 了 很 多 的 
专用 程序 , 如 英国 剑桥 大 学 推出 的 线性 系统 分 析 与 设计 软件 CLADP (Cambridge 
linear analysis and design programs)jlt0, 世 与 美国 国家 宇航 局 (NASA) Lanpgley 
研究 中 心 的 Armstrong 开发 的 线性 二 次 型 最 优 控制 器 设计 的 ORACLS (optimal 
regulator algorithms for the control of linear systems) 3 等。 

在 早期 的 工作 中 , CACSD 主要 集中 在 软件 包 的 编写 上 , 如 前 面 提 及 的 Melsa 
和 ,Jones 的 着 作 。 从 数值 算法 的 角度 上 也 出 现 了 一 些 著 名 的 软件 包 ， 如 美国 的 基 
于 特征 值 的 软件 包 EISPACK 23 和 线性 代数 软件 包 LINPACK 和 内 ， 英 国 牛津 数 
值 算 法 研究 组 (Numerical Algorithm Group) 开发 的 NAG 软件 包 回 及 文献 站 
中 给 出 的 声誉 颇 高 的 数值 算法 程序 集 等 , 在 CACSD 领域 的 经 典 软件 包 作 品 有 
关 国 Kingston Polytechnic 控制 系统 研究 组 开发 的 SLICE (subroutine library 
in control engineering) 软件 包 43 ， 前 面 提 及 的 DPACS-FE.ORACLS 等 。 这 些 
灾 件 包 大 者 是 由 FORIRAN 语言 编写 的 源 程序 组 成 的 ,给 使 用 者 提供 了 较 好 的 
接口 , 但 和 MATLAB 相 比 ， 调 用 方法 和 使 用 明显 显得 麻烦 、 不 便 。 此 外 ， 以 前 
FORITRAN 语言 绘图 并 不 是 轻而易举 的 事情 , 这 就 需要 再 调用 相应 的 软件 包 来 做 
进一步 处 理 , 在 绘图 方面 比较 实用 和 流行 的 软件 包 是 GINO-F 4, 但 这 种 软件 包 
上 只 给 出 绘图 的 基本 子 程序 ,所 以 要 绘制 较 满意 的 图 形 需要 用 户 自己 去 用 这 些 低 级 
命令 去 编写 出 合适 的 绘图 子 程序 来 。 

20 世纪 70 年 代 末 期 和 80 年 代 初 期 出 现 了 很 多 实用 的 具有 良好 人 机 交互 功 
能 的 软件 ， MATLAB 就 是 其 中 的 一 个 成 功 的 范例 , 此 外 前 面 提 及 的 INTRAC 和 
CTRL-C 等 也 是 优秀 的 人 机 交互 式 软件 。 

正 因为 存在 多 种 多 样 的 CACSD 软件 ,而 它们 之 间 又 各 有 所 长 ， 所 以 在 
CACSD 技术 的 发 展 过 程 中 曾 有 过 几 次 将 若干 常用 软件 集成 在 一 起 的 尝试 ， 例 
如 1984 年 前 后 美国 学 者 Spang III 教授 曾 将 当时 流行 的 SIMNON，CLAPD， 
IDPAC 及 他 目 己 研制 的 SSDP (state space design programy) 集成 在 一 起 ， 形 成 
了 一 个 强大 的 软件 145 ,各 个 组 成 软件 之 间 是 靠 读 写 文件 的 方式 来 传递 数据 的 ， 
这 多 少 可 以 解决 前 面 提 及 的 程序 之 间 不 能 传递 数据 的 弊病 。1986 年 前 后 由 英国 
科学 与 工程 委员 会 (SERC) 资助 ，Harold Rosenbrock 教授 和 Neil Munro 教授 
主持 的 、 英 国 多 所 大 学 和 研究 机 构 参 与 的 ECSTASY (environment for control 
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system theory and synthesis) 软件 环境 的 开发 项 目 16, 在 该 软件 中 试图 将 流行 
的 新 一 代 软 件 如 MATLAB，ACSL, TSIM 甚至 当时 刚 出 现 的 Mathematica 7 
等 集成 到 一 个 框架 之 下 ， 该 软件 还 可 以 同时 自动 采用 玖 IFXa58 和 瑟 ameMaker 
等 来 输出 专业 的 排版 结果 ， 并 取得 了 一 些 成 效 。 各 个 软件 之 间 的 数据 传递 是 通 
过 数据 库 来 实现 的 ，ECSTASY 定义 了 方便 实用 的 CACSD 新 命令 ， 比 当时 的 
MATLAB 更 为 简洁 。ECSTASY 这 样 的 软件 是 一 个 有 益 的 党 试 ,但 该 软件 当时 
只 可 以 在 Sun 工作 站 上 运行 , 并 疫 有 考虑 PC 的 兼容 性 。 

依 作者 之 见 , 这 些 集成 出 来 的 软件 并 不 是 很 成 功 的 ， 因 为 它们 并 没有 达到 预 
期 的 效果 。 事 实 上 ,， 从 那 以 后 每 个 软件 的 功能 都 有 了 明显 的 改善 , MATLAB 语言 
有 了 上 自己 的 仿真 功能 ，Simujink 从 某 种 意义 上 来 讲 其 功能 和 接口 更 优 于 ACSEL， 
MATLAB 和 Mathematica 之 间 也 有 了 较 好 的 接口 , 它们 的 优势 可 以 得 到 充分 的 
互补 。 

我 国 较 有 影响 的 控制 系统 仿真 与 计算 机 辅助 设计 成 果 是 中 科 院 系统 科学 
研究 所 韩 束 清 研究 员 等 主持 的 国家 自然 科学 基金 重大 项 目 开发 的 CADCSC 软 
件 "9 和 清华 大 学 孙 增 折 、 圳 曾 任教 授 的 著作 和 程序 20， 以 及 北京 化 工学 院 吴 重 
光 、 沈 成 林 教 授 的 著作 和 程序 2 等 。 


1.2.2 MATLAB 和 其 他 语言 在 控制 领域 应 用 的 比较 


在 控制 工程 领域 ，Mathematica 有 自己 的 Control Systems Professional 程 
序 集 ， 可 以 较 好 地 解决 一 些 控制 中 的 问题 2 。 另 外 ， 一些 有 影响 的 学 者 也 开发 
了 一 个 目 由 软件 控制 工具 Slicot， 可 以 较 好 地 解决 一 般 控 制 问题 与 重 棒 控制 问 
题 23]. 

随 春 控制 理论 的 发 展 , 现在 控制 科学 与 工程 学 科 所 堵 盖 的 内 容 已 经 远 不 是 传 
统 意 义 下 的 控制 系统 仿真 与 设计 等 内 容 了 , 新 的 控制 研究 分 支 也 不 断 出 现 , 用 前 
面 提 及 的 Control Professional 和 Slicot 已 远 远 不 能 求解 这 些 控 制 的 问题 了 。 另 一 
方面 , The MathWorks 不 断 推 出 新 的 控制 类 工具 箱 ， 而 隶属 于 The MathWorks 
的 用 户 文件 交互 网 站 ”也 不 断 发 布 新 的 用 户 自 行 开 发 的 工具 箱 ， 其 中 不 乏 优 秀 、 
实用 的 程序 。MATLAB 在 控制 领域 发 挥 着 和 其 他 软件 相 比 越 来 越 重要 的 作用 。 


1.2.3 控制 中 的 数学 问题 


本 书 将 从 三 个 层面 上 介绍 控制 系统 数学 问题 的 求解 方法 。 


山 系统 介绍 各 个 数学 分 支 现 有 问题 的 计算 机 求解 : 本 书 将 按照 不 同 的 学 科 系 
统 介绍 微 积分 与 积分 变换 、 线 性 代数 、 微 分 方程 、 最 优化 等 数学 问题 的 求 
解 方法 ,并 演示 这 些 分 支 中 数学 问题 求解 的 实例 。 另 外 ,将 对 不 同 的 控制 


息 地 址 : http:/V/www.mathworks,com/matlabcentral/i 1I1eexchange/1loadCategory .do。 
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理论 研究 领域 ,如 差分 方程 与 自 适应 控制 、 智 能 控制 与 智能 计算 、 鲁 棒 控 
制 和 分 数 阶 控制 等 专门 领域 ， 系统 介绍 数学 问题 的 求解 方法 和 基于 工具 箱 
的 直接 求解 方法 ,为 读者 更 好 理解 这 些 领域 问题 和 研究 英 定 较 好 的 基础 。 


@C 用 较 底 层 的 编程 实现 典型 算法 : 本 书 除 了 介绍 很 多 数学 问题 的 求解 语句 
之 外 ,对 典型 的 问题 ， 如 yapunorv 方程 的 解析 求解 、 自 校正 控制 器 设 
计 、 刀 < 范 数 的 求解 等 ,底层 的 简洁 编程 语句 有 助 于 读者 更 好 地 理解 所 介 
绍 的 算法 。 

G) 利用 计算 机 开拓 新 的 领域 : 充分 利用 MATLAB 强大 的 数值 与 解析 运算 功 
能 ， 编 号 出 以 往 不 存在 的 新 的 函数 ， 如 矩阵 任意 函数 求 值 、 最 优 控制 器 设 
计 程 序 开发 、 分 数 阶 控制 系统 分 析 框 架 建 立 等 。 掌 握 了 这 些 方法 ， 读 者 可 
以 更 好 地 在 目 己 的 学 习 与 研究 中 使 用 MATLAB 语言 及 工具 , 解决 自己 的 
问题 ， 创 造 性 地 开拓 新 的 研究 。 


1.2.4 依赖 计算 机 数学 语言 的 控制 研究 新 观念 


传统 的 反馈 控制 理论 已 经 是 一 门 很 成 型 的 课程 了 , 但 从 目前 的 发 展 看 ， 已 经 
不 能 反映 现在 学 科 发 展 的 需要 。 例 如 , 在 控制 系统 分 析 领 域 ， 仍 然 有 传递 函数 与 
状态 方程 、 连 续 与 离散 、 单 变量 与 多 变量 等 明显 的 分 界 ， 缺 乏 一 个 统一 的 系统 分 
忻 框 区 。MATLAB 的 控制 系统 工具 箱 提 供 了 统一 的 控制 系统 分 析 框 架 ， 用 统一 
的 求解 语句 对 系统 进行 有 效 分 析 。 

传统 反馈 控制 理论 中 很 多 内 容 和 方法 已 经 是 不 合 时 宜 的 了 ， 比 如 有 一 个 系统 
异型 ， 寿 想 分 析 其 稳定 性 ,传统 教学 方法 会 让 研究 者 首先 想到 建立 系统 的 Routh 
表 。Routh 表 的 出 现 当然 是 控制 理论 发 展 的 -- 个 重要 的 里 程 碑 ,不 过 Routh 表 
的 出 现 是 受 当时 技术 和 工具 发 展现 状 制约 的 ,， 随 着 MATLAB 这 类 计算 机 工具 的 
出 现 ， 求 出 控制 系统 极点 远 比 构造 Routh 表 容 易 得 多 也 直观 得 多 ; 另外 ,在 离 
散 系统 和 多 变量 系统 的 稳定 性 分 析 中 ,极点 求解 方法 远 远 优 于 Routh 表 、Jury 
表 24 这 类 间接 判定 方法 。 

线性 系统 的 频 域 分 析 在 反馈 控制 系统 的 分 析 与 设计 中 无 疑 起 着 巨大 的 作用 ， 
然而 传统 的 Nyquist 曲线 有 一 个 很 致命 的 缺陷 , 在 Nyquist 图 上 缺失 增益 与 频率 
的 对 应 关系 ,所 以 会 对 控制 系统 的 设计 有 -- 定 的 制约 。 用 MATLAB 提供 的 频 域 
啊 应 曲线 可 以 弥补 这 方面 的 缺陷 ,更 好 地 设计 所 需 的 控制 系统 。 

传统 控制 理论 中 , 最 优 控制 器 设计 更 偏重 于 二 次 型 指标 的 控制 与 调节 ， 因 为 
这 样 的 设计 方法 可 能 导致 易于 求解 的 数学 问题 , 如 代数 Riccati 方程 的 求解 。 然 和 而 
这 样 的 最 优 模型 建立 方法 显然 严重 偏离 了 控制 的 要 求 ， 因 为 追求 控制 问题 的 可 解 
人 性， 牺牲 了 控制 问题 的 物理 意义 。 在 跟踪 控制 中 ， 跟 踪 的 偏差 是 最 重要 的 控制 指 
慰 之 一 ， 而 二 次 型 控制 很 难 将 这 样 的 要 求 纳入 定型 的 目标 函数 框架 ,所 以 得 出 的 
解 不 一 定 有 实际 意义 。 


是 


非 线性 系统 仿真 与 设计 是 传统 反馈 控制 理论 中 的 一 个 难点 ,对 日 蔓 需 要 广泛 
探讨 的 非 线性 系统 来 说 ,传统 的 方法 只 提供 了 相 空间 方法 与 描述 函数 方法 这 类 近 
似 的 分 析 方 法 号 。MATLAB/Simulink 的 出 现 为 非 线 性 系统 的 仿真 研究 提供 了 
可 靠 的 手段 ,理论 上 可 以 对 任意 复杂 度 的 系统 进行 分 析 。 


1.3 MATLAB 语言 预备 知识 


13.1 MATLAB 语言 简介 


1984 年 正式 推出 的 MATLAB 语言 为 数学 问题 的 计算 机 求解 ， 特 别 是 控 
制 系统 的 仿真 和 CAD 发 展 起 到 了 巨大 的 推动 作用 。1980 年 前 后 ， 时 任 美国 
New Mexico 大 学 计算 机 科学 系 主 任 的 Cleve Mojler 教授 认为 用 当时 最 先进 的 
PEISPACK 和 LINPACK 软件 包 求 解 线 性 代数 问题 过 程 过 于 人 烦琐， 所 以 构思 一 个 
名 为 MATLAB (MATYix LABoratory， 即 气 阵 实验 室 ) 的 交互 式 计 算 机 语言 26|。 
该 语言 1980 年 出 现 了 免费 版 本 ，1984 年 [he MathWorks 公司 成 立 ， 并 推出 了 
1.0 版 。 该 语言 的 出 现 正 赶 上 控制 界 基于 状态 空间 的 控制 理论 造 勃 发 展 的 阶段 ,所 
以 很 快 就 引起 了 控制 界 学 者 的 关注 , 出 现 了 用 MATLAB 语言 编写 的 控制 系统 工 
具 箱 ,在 控制 界 产生 了 巨大 的 影响 ,成 为 控制 界 的 标准 计算 机 语言 。 后 来 由 于 控 
制 界 及 相关 领域 提出 的 各 种 各 样 要 求 , MATLAB 语言 得 到 了 持续 发 展 ， 使 得 其 
功能 越 来 越 强 大 。 可 以 说 ,， MATLAB 语言 是 由 计算 数学 专家 首创 的 , 但 却 是 由 控 
制 界 学 者 “ 氛 红 ”的 新 型 计算 机 语言 。 目 前 大 部 分 工具 箱 都 是 面向 控制 和 相关 学 
科 的 ,但 随 着 MATLAB 语言 的 不 断 发 展 ， 目 前 在 其 他 领域 已 经 开始 了 越 来 越 广 
泛 的 应 用 , 逐渐 成 为 好 多 领域 的 首选 计算 机 数学 语言 。 


1.3.2 基本 数据 类 型 与 基本 语句 结构 


1. 基本 数据 类 型 

强大 方便 的 数值 运算 功能 是 MATLAB 语言 的 最 显著 特色 。 为 保证 较 高 的 计 
算 精度 , MATLAB 语言 中 最 常用 的 数值 量 为 双 精 度 浮 点 数 , 占 8 个 字 节 (64 位 )， 
遵从 IEEE 记 数 法 , 有 11 个 指数 位 、53 位 尾数 及 - -个 符号 位 , 值 域 的 近似 范围 为 
-1.7x10 ”至 1.7x103 ,其 MATLAB 表示 为 aouble() 。 考 虑 到 一 些 特 殊 的 
应 用 ， 比 如 图 像 处 理 ，MATLAB 语言 还 引入 了 无 符号 的 8 位 整 型 数据 类 型 ， 其 
MATLAB 表示 为 uint8()， 其 值 域 为 0 ~ 255， 这 样 可 以 大 大 地 节省 MATLAB 
的 存储 空间 ， 提 高 处 理 速度 。 此 外 , 在 MATLAB 中 还 可 以 使 用 其 他 的 数据 类 型 ， 
如 int8()，int16()，int32()，uint16()，uint32() 等 ,每 一 个 类 型 后 面 的 数 
字 表 示 其 位 数 ， 其 含义 不 难 理解 。 

MATILAB 提供 的 符号 运算 工具 箱 还 支持 符号 变量 的 使 用 ,符号 型 数据 类 型 
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本 


在 公式 推导 与 数学 问题 解析 解 中 有 非常 重要 的 意义 。 可 以 由 syms a bc 来 申明 
符号 变量 a, bc。 

除了 常用 的 数值 型 数据 外 ， MATLAB 还 支持 字符 串 、 多 维 数组 、 结 构图 、 类 
与 对 象 等 各 种 数据 类 型 。 这 些 数 据 类 型 在 后 面 的 叙述 中 将 详细 介绍 。 

2. 变量 与 常量 

MATLAB 语言 变量 名 应 该 由 一 个 字母 引导 ， 后 面 可 以 跟 字 母 、 数 字 、 下 划 
线 等 。 例 如 ，MYvar12, MY_Varl2 和 MyVar12_ 均 为 有 效 的 变量 名 ， 而 12MYVar 
和 _MyVar12 为 无 效 的 变量 名 。 在 MATLAB 中 变量 名 是 区 分 大 小 写 的 ， 也 就 是 
说 ,Abc 和 ABc 两 个 变量 名 表达 的 是 不 同 的 变量 , 在 使 用 MATLAB 语言 编程 时 
一 定 要 注意 。 

MATILAB 允许 各 种 稍 数 ， 如 eps 为 机 器 的 浮 点 运算 误差 限 。.PC 上 eps 的 
鸡 认 值 为 2.2204x10-16。Inf 为 无 穷 大 量 +co 的 MATLAB 表示 。Na 为 不 定 
式 (not a number) 表示 。Ppi 为 圆周 率 r 的 双 精 度 浮 点 表示 。 在 实际 编程 时 ,这 些 
常量 可 以 直接 使 用 。 

3. 抢 阵 输入 语句 

矩阵 的 输入 在 MATLAB 下 是 非常 简单 、 直 观 的。 下 面 通 过 例子 演示 实数 、 
复数 矩阵 的 输入 方法 。 


例 1-5 试 输入 下 面 两 个 答 阵 


1] 2 3 4+2 2 上 +d4 2 二 9 
4=|456|, 画 =|1+3j 4+3j 44 
7 8 0 


3+3j 3 4+dj 


求解 由 下 面 的 MATLAB 语句 可 以 容易 地 输入 这 两 个 矩阵 

>> A=[1,2,3; 4,5,6; 7,8 ,0] ; 

B=[4+21i ,2+41,2+21; 1+3i,4+3i 41 3+31,3,4+4i] ， 

其 中 的 >> 为 MATLAB 的 提示 符 ， 由 机 器 自动 给 出 ,在 提示 符 下 可 以 输入 各 种 各 样 的 
MAILAB 命令 。 撼 阵 的 内 容 由 方 括号 括 起 来 的 部 分 表示 ， 在 方 括号 中 的 分 号 表示 给 
阵 的 换行 ， 喜 吕 或 空格 表示 同一 行 矩 阵 元 素 间 的 分 隔 。 给 出 了 上 面 的 命令 ， 就 可 以 在 
MATLAB 的 工作 空间 中 建立 4 和 互 两 个 变量 了 。 如 果 不 想 显示 中 间 结 果 , 则 应 该 在 
语句 末尾 加 一 个 分 号 。 

注意 ， 有 虽然 MATLAB 定义 了 1 和 7 均 表 示 V-1T, 但 在 程序 设计 中 这 两 个 变量 可 
能 被 改写 ， 所 以 最 好 不 采用 3*#i 这 样 的 语句 ， 而 ;本 身 可 以 写成 1i。 

一 个 数值 矩阵 用 sym() 函数 进行 处 理 ， 则 可 以 将 其 变换 成 符号 型 扎 阵 。 对 进 
一 步 的 矩阵 运算 来 说 , 符号 型 矩阵 将 采用 解析 方法 ,而 数值 型 矩阵 采用 数值 方法 。 

4. 函数 调用 语句 


和 


MATLAB 函数 形式 是 MATLAB 程序 设计 的 主流 形式 ， 其 基本 格式 为 
[返回 变量 列表 ] =func_name (输入 变量 列表 ) 
其 中 ， 语 句 左 侧 为 函数 返回 的 变量 ， 若 同时 返回 多 个 变量 ， 则 应 该 用 方 括号 括 起 
来 。 输 入 变量 在 右 侧 给 出 。 例 如 ， 函 数 bode() 可 以 由 [rm ,p]=bode(G,w) 语 
名 格式 调用 , 该 语句 表示 由 系统 模型 C 和 给 定 频率 向 量 w 可 以 计算 出 系统 的 频率 
啊 应 幅 值 rz 和 相位 p。MATLAB 还 允许 -- 个 函数 有 多 种 调用 格式 , 例如 bode O) 
图 数 可 以 由 几 种 格式 调用 bode(G,w) ，bode(G) ，bode(G ,G。 Ga) 。 

国 数 可 以 按照 不 同 的 数据 类 型 进行 调用 , 例如 diff() 函数 本 身 有 多 种 定义 ， 
可 以 在 很 多 目录 查找 到 diff.m 文 件 , 其 中 , 在 esym 目录 的 文件 将 对 符号 变量 进 
行 运 算 ， 可 以 对 给 定 的 函数 进行 微分 运算 , 而 MATLAB 本 身 的 diff() 函数 对 
已 知 数值 问 量 进行 差分 运算 。 

正 是 因为 支持 了 函数 的 不 同调 用 格式 . 也 支持 了 不 同 对 象 模型 的 重 载 函数 定 
义 , 才 使 得 MATLAB 语言 以 适合 于 控制 系统 分 析 的 统一 框架 建立 。 例 如 ， 可 以 
用 一 个 变量 G 来 表示 不 同 的 对 象 类 型 ,例如 可 以 用 传递 函数 、 状 态 方程 等 ， 可 以 
描述 连续 、 离 散 模 型 ， 可 以 是 单 变 量 或 多 变量 的 ， 可 以 是 带 有 时 间 延 迟 或 不 带 有 
时 间 延 迟 的 , 总 之 可 以 由 某 种 方式 描述 出 G, 这 时 ， 系 统 的 Bode 图 可 以 由 统一 的 
命令 bode(G) 来 绘制 。 


1.3.3 流程 控制 结构 简介 

MATLAB 文 持 的 主要 流程 控制 语 名 是 循环 结构 、 转 移 结构 、 开 关 结 构 和 试 
探 结构 等 。 这 些 流程 的 基本 结构 简 述 如 下 : 

J 循环 结构 1 for 1=w， 循 环 体 语 句 段 ，end 

@) 循环 结构 2 _ while (表达 式 ) ， 循 环 体 语句 段 ，end 


if 〈 表 达 式 1) ， 语 句 段 1 ， 


加 转移 结 格 9 (表达 式 2) ， 语 句 段 2， 


else， 语 人 句 段 ，end 


swjitch 开关 表达 式 
case 表达 式 1， 语句 段 1 
由 开关 结构 case { 表 达 式 2, 表 达 式 3,….: ， 表 达 式 ?0 上， 语句 段 2 


otherwise， 语句 段 九 ，end 
@) 试探 结构 try， 语句 段 1，catch， 语句 段 2，end 
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者 和 和 二 


1.3.4 MATLAB 语言 和 C 语言 的 对 比 实例 


下 面 将 给 出 两 个 实际 编程 例子 澳 示 ,对 C 这 类 编程 语言 来 说 ,解决 同样 的 数 
学 运算 问题 与 控制 问题 需要 大 量 的 谨 层 编程 ,而 这 些 底 层 编 程 存 在 各 种 隐患 。 如 
果 有 个 别 细 节 考 虑 不 周 ， 则 得 出 的 结果 可 能 是 错误 的 。 所 以 应 该 采用 更 可 靠 、 更 
简 洗 的 专门 计算 机 数学 语言 来 进行 科学 研究 ， 因 为 这 样 可 以 将 研究 者 从 烦琐 的 底 
层 编 程 中 解放 出 来 , 更 好 地 把 握 要 求解 的 问题 ， 避 免 “ 只 见 树木 、 不 见 森 林 ” 的 现 
象 , 这 无 疑 是 受到 更 多 研究 者 认可 的 方式 。 
例 1-6 己 知 Fibonacci 数列 的 前 两 个 元 素 为 al = az = 1， 随 后 的 元 素 可 以 由 
ak 一 GkK-1 十 Qk-2 开 一 3 4 递 推 地 计算 出 来 。 斌 用 计算 机 列 出 该 数列 的 前 100 项 。 
求解 C 语言 在 编写 程序 之 前 需要 首先 给 变量 选择 数据 类 型 ， 如 此 问题 需要 的 是 整数 ， 
所 以 很 自然 地 选择 int 或 1ong 来 表示 数列 的 元 素 ， 著 选择 数据 类 型 为 int， 则 可 以 编 
写 出 如 下 C 程序 


main( ) 
{ int al，a2，a3，ji， 

al=1; a2=1; PIintf("pd phd "al,a2); 

for (《(i=3; ic<=100， ++) 

{ a3=al+a2; printf("Yyd ",a3); al=a2; a2=a3: 
小 


只 用 了 上 面 凡 条 语句 ， 问 题 就 看 似 轻 易 地 被 解决 了 。 然 而 该 程序 是 错误 的 ! 运行 
该 程序 会 发 现 ,， 该 数列 打印 到 第 24 项 突然 会 出 现 负 数 ， 而 再 显示 下 几 项 会 发 现时 正 
时 负 。 显 然 ， 上 面 的 程序 出 了 问题 。 问 题 出 在 int 整 型 变量 的 选择 上 ， 因 为 该 数据 类 
型 即使 采用 Iong 整 型 数据 定义 ， 也 只 能 保留 31 位 二 进 制 数值 ， 即 保留 9 位 十 进 制 有 
效 数字 ,超过 这 个 数 仍 然 返回 负 值 。 可 见 ， 采 用 @ 语言 ， 如 果 某 些 细 节 考 虑 不 到 ， 则 
可 能 得 出 完全 错误 的 结论 。 故 可 以 说 C 这 类 语言 得 出 的 结果 有 时 不 大 令 人 信服 。 用 
MATLAB 语言 则 不 必 考 虑 这 些 烦 琐 的 问题 。 

>> a=[l1 1]; for i=3:100，a(i)=a(i-1)+a(i-2)，end，a 

矿 外 ,， 由 于 long 整 型 数据 只 能 保持 9 位 有 效 数 字 ， 而 double 型 只 能 保留 15 位 
有 效 数 字 , 如 果 得 出 的 结果 超出 此 范围 ， 则 精度 将 存在 局 限 性 。 采 用 MATLAB 的 符号 
运 工 则 可 以 避免 这 类 问题 ， 只 需 将 第 一 个 语句 修改 成 a=sym([1,1]) 就 可 以 得 出 cion 
的 值 为 354224848179261915075， 这 个 结果 是 采用 任何 数值 运算 无 法 得 出 的 。 
例 1-7 试 编写 出 两 个 矩阵 4 和 吾 相 科 的 C 语言 通用 程序 。 
求解 如 果 A 人 4 为 x 了 和 手 阵 , 吕 为 px 人 7 天 阵 , 则 由 线性 代数 理论 ， 可 以 得 出 C 和 天 阵 ， 
其 元 素 为 cj = 》 aippkh 1 一 1 7 了 一 1 ,me 分 析 上 面 的 算法 ， 容 易 编写 出 


天 一 | 


L 语言 程序 ， 其 核心 部 分 由 三 重 循环 结构 计算 出 


和 二 证 


for (i=0: ic<n;i i++){t for 〔(j=0; j<m; j++) 攻 

clLij ljj=os; 

for (k=0; KX<P; k++) cfij [jj+=aLi]j [kJz*bkkj [ji 
] 


看 起 来 这 样 一 个 通用 程序 通过 这 几 条 语句 就 解决 了 。 事 实 不 然 ， 这 个 程序 有 个 致 
命 的 漏洞 ， 就 是 没 考虑 两 个 给 阵 是 不 是 可 乘 。 通 常 我 们 知道 ,两 个 矩阵 可 乘 ， 则 A 托 
阵 的 列 数 应 该 等 于 如 的 行 数 ， 所 以 应 该 加 一 个 判定 语句 

if 4 的 列 数 不 等 于 吾 的 行 数 ， 给 出 错误 信息 

其 实 这 样 的 判定 也 有 漏洞 ,因为 车 4 或 妃 为 标量 , 则 4 和 咏 无 条 件 可 乘 ， 而 增 
加 上 面 的 if 语 名 反 而 会 给 出 错误 人 信息。 这样 在 原来 的 基础 上 还 应 该 增加 判定 内 或 吾 
是 否 为 标量 的 语句 。 

其 实 即使 考虑 了 上 面 所 有 的 内 容 ， 程 序 还 不 是 通用 的 程序 ， 因 为 并 未 考虑 和 矩阵 为 
复数 矩阵 的 情况 。 这 也 需要 特殊 的 语句 处 理 。 

从 这 个 例子 可 见 ， 用 避 这 类 语言 处 理 某 类 标准 问题 时 需要 特别 细心 ， 和 否则 难免 会 
有 漏洞 ， 和 致使 程序 出 现 错误 ， 或 其 通用 性 受到 限制 。 在 MATLAB 语言 中 则 没有 必要 
考虑 这 样 的 琐碎 问题 , 因为 4 和 召 和 珑 阵 的 积 由 4* 召 直接 求 取 , 若 可 条 则 得 出 正确 结 
果 ， 如 不 可 乘 则 给 出 出 现 问题 的 原因 。 

当然 ， 在 实时 性 与 实时 控制 等 领域 ，C 语言 也 有 它 的 优势 。 当 然 MATLAB 
的 代码 也 可 以 目 动 翻译 成 C 语言 程序 ,这 不 是 本 书 叙 述 的 范围 。 


1.3.5 图 形 绘制 


假设 用 万 已 经 获得 了 一 些 实验 数据 。 例如 , 已 知 各 个 时 刻 上 = 二 , 刀 … , 刀 和 
在 这 些 时 刻 的 函数 值 y = 凡 , 轨 ,加 则 可 以 将 这 些 数 据 输入 到 MATLAB 环 
卉 中 , 构成 癌 量 二 = 和) 庆 二 和 28 = [加 加]， 如果 用 户 想 用 图 形 的 
方式 表示 二 者 之 闻 的 关系 , 则 给 出 plot (t,2) 命令 即 可 绘制 二 维 图 形 。plot () 
图 数 的 最 一 般 调用 格式 为 
plot (ti,21, 选 项 1 妇 ,y ,选项 2 丰 , 人 选 项 和 六) 


二 维 图 形 还 可 以 有 其 他 表示 形式 ， 如 stairs() 函数 可 以 绘制 出 阶梯 折 
线 ， semilogx() 可 以 绘制 出 横 坐 标 为 对 数 坐 标的 曲线 ， 这 齿 曲线 在 控制 系统 分 析 
中 有 一 定 的 实际 意义 。 

MATLAB 语言 还 可 以 容易 地 绘制 三 维 图 形 , 例如 surf () 函数 可 以 绘制 出 
三 维 表 面 图 , mesh() 可 以 绘制 三 维 网 格 图 。 


1.3.6 ”联机 帮助 信息 
联机 帮助 信息 可 以 由 MATLAB 命令 窗口 的 Help 菜单 获得 ,该 菜单 将 打开 
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如 图 1-1 (a) 所 示 的 全 单项 。 选 择 其 中 的 Using the Desktop 菜单 项 将 打开 联机 帮 
助 信息 窗 口 , 如 图 1-1 (b) 所 示 。 帮 助 信 息 可 以 由 该 窗口 得 出 。 


了 ile 





Helr Re 二 
ely | _Jndax  ， Search_ 
Pul Product 了 FamlilLy Help Contents 
一 鱼 Begin Here | | Desktop Tools and Development 
.于 Release Notes Environment 
Using the Command Window 3- 侈 Installation 
是 eb Resources 》 T 寺 四 
届 候 Cetting Started 
Cheack for Updates ES 


必 全 Examples 有 ep ee 
Demos 3 办 Desktop Tools ai f you are yiewing this document in the Help browser， 
书 -Startup and Shut | | you can watch the command wind 
一 ER | for an overview of the major functionality. 
上 atents 这 天 风 和 _j | The easiest way to learn to use the desktop is just by 学 | 


只 bout 册 太 TILAB 


TIerms of Use 





(a) Help 菜单 (b) 联机 帮助 信息 窗口 
1-1 联机 帮助 信息 查询 
还 可 以 在 MATLAB 命令 窗口 下 键入 help 命令 或 doc 直接 显示 帮助 信 
县 。 还 可 以 使 用 Jookfor 命令 查询 某 关 键 词 ， 获 得 帮助 信息 。 


1.4 本 书 框 架设 计 及 内 容 安 排 


本 书 首 先 给 出 数学 问题 计算 机 求解 及 控制 数学 问题 求解 的 概述 ,着 重 介绍 
MATLAB 语言 的 发 展 简况 和 编程 必 备 基础 知识 , 关于 MATLAB 编程 的 进一步 
知识 可 以 在 后 续 章 节 中 介绍 ,也 可 以 参考 其 他 文献 , 如 [27, 28]。 学 好 MATLAB 
语言 ， 可 以 将 30 字 的 学 习 准 则 作为 座右铭 ， 即 “ 带 着 问题 学 ， 活 学 活用 ,学 用 结 
合 ， 急 用 先 学 ,立竿见影 ,在 用 字 上 狠 下 功夫 ”。 

第 2 章 首先 给 出 微 积分 问题 的 计算 机 求解 方法 ， 并 介绍 给 定数 学 函数 的 
Taylor 级 数 和 Fourier 级 数 拟 合 及 拟 合 效果 研究 , 然后 介绍 Laplace 变换 、Fourier 
变换 及 其 反 变 换 ， 引 入 控制 系统 模型 的 表示 方法 , 还 将 介绍 控制 系统 模型 的 互联 
与 化 简 方 法 。 

第 3 章 首 先 介绍 特殊 矩阵 的 简洁 输入 方法 ,然后 介绍 矩阵 的 性 质 分 析 、 和 矩阵 
分 解 、 和 矩阵 方 程 求 解 和 矩阵 函数 求解 方法 。 并 将 介绍 矩阵 分 析 与 变换 在 控制 系统 
中 的 应 用 , 各 种 矩阵 方程 如 Lyapunov 方程 和 Riccati 方程 的 求解 方法 。 该 章 还 给 
出 了 和 窍 阵 函 数 求 解 的 一 般 算 法 及 函数 ,可 以 求解 任意 复杂 的 矩阵 函数 。 

第 4 章 介 绍 微分 方程 的 计算 机 求解 方法 。 首 先 给 出 线性 微分 方程 的 解析 解 算 
法 ,然后 介绍 微分 方程 的 数值 求解 算法 、MATLAB 实现 、 方 程 变换 方法 与 解 检验 
的 方法 ,还 介绍 了 各 种 特殊 微分 方程 的 求解 方法 ， 如 刚性 方程 求解 、 隐 式微 分 方 
和 枉 求 解 、 微 分 代数 方程 求解 等 内 容 , 介绍 微分 方程 边 值 问题 的 求解 方法 ， 并 介绍 


1.5 习题 与 思考 题 


量 下 


基于 Simulink 的 各 种 控制 系统 微分 方程 求解 方法 。 

第 5 章 介 绍 代 数 方 程 求解 与 最 优化 问题 求解 方法 ,在 代数 方程 求解 中 将 介绍 
多 项 式 方 程 的 准 解析 解 算 法 和 一 般 代 数 方程 的 数值 解 方法 。 在 最 优化 问题 求解 方 
面 首 先 介绍 无 约束 最 优化 问题 的 求解 方法 ,然后 介绍 线性 规划 问题 的 求解 方法 ， 
二 次 型 规划 的 求解 方法 和 一 般 非 线性 规划 问题 的 求解 方法 。 本 章 还 探讨 了 整数 规 
划 与 混合 整数 规划 问题 的 求解 方法 ,研究 各 种 与 最 优化 问题 相关 的 控制 问题 ， 如 
系统 线性 化 问题 、 模 型 最 优 降 阶 问题 等 ,并 给 出 了 一 个 通用 的 最 优 控制 器 设计 程 
序 , 还 探讨 了 Minimax 方法 在 控制 器 设计 中 的 应 用 。 

第 6 章 侧重 介绍 离散 系统 的 分 析 与 设计 方法 ,首先 给 出 离散 系统 的 定义 与 分 
头 方法 ,介绍 非 线性 系统 的 仿真 方法 以 及 离散 系统 的 辨识 方法 。 还 将 介绍 自 校 正 
控制 人 右 的 设计 与 仿真 、 预 测控 制 、 广 义 预 测控 制 等 的 设计 与 仿真 方法 。 

第 了 章 介 绍 智 能 计算 和 智能 控制 系统 的 方面 与 仿真 问题 ， 首 先 介绍 模糊 集 
合 、 模 糊 决 策 的 基本 概念 , 给 出 模糊 逻辑 控制 器 的 设计 方法 与 仿真 方法 ， 然 后 介 
绍 神经 网 络 原 理 及 其 在 数据 拟 合 中 的 应 用 ,并 给 出 基于 神经 网 络 的 预测 控制 和 横 
型 参考 控制 的 仿真 。 本 章 还 介绍 遗传 算法 和 粒子 群 算法 在 最 优化 求解 问题 以 及 在 
最 优 控制 器 设计 中 的 应 用 。 最 后 介绍 和 欠 代 学 习 控 制 的 仿真 方法 。 

第 8 章 介 绍 鲁 棒 控 制 问题 的 数学 基础 与 求解 方法 ,首先 介绍 不 确定 系统 的 描 
述 方法 ,然后 介绍 人 和 7 控制 的 设计 方法 以 及 线性 矩阵 不 等 式 的 设计 方法 。 
该 章 还 介绍 定量 反馈 理论 在 鲁 棒 控 制 器 设计 中 的 应 用 ， 并 给 出 基于 状态 反馈 的 多 
变量 系统 解 耦 设计 方法 。 

第 9 章 介 绍 分 数 阶 微 积 分 及 分 数 阶 系统 的 研究 方法 ， 首 先 给 出 各 种 分 数 阶 
人 微 积 分 的 定义 与 计算 方法 ， 然 后 引入 分 数 阶 传递 函数 类 的 构造 ， 并 以 重 载 的 方式 
介绍 了 分 数 阶 系统 的 互联 、 时 域 与 频 域 分 析 方 法 。 本 章 还 将 介绍 Oustaloup 滤波 
器 及 其 改进 形 却 的 分 数 阶 微分 算 子 的 拟 合 方法 以 及 基于 框图 的 分 数 阶 非 线性 微分 
万 棕 求解 方法 。 最 后 研究 分 数 阶 系统 的 次 最 优 降 阶 方法 与 控制 器 设计 领域 的 研究 
方法 。 


1.5 “习题 与 思考 题 


1] he MathYWorks 网 站 (http:/VV/www.mathworks.com) 上 提供 了 MATLAB 及 所 有 
工具 箱 手 册 的 电子 版 ， 如 果 需 要 ， 可 以 将 感 兴趣 的 工具 箱 手册 下 载 阅读 。 由 于 工具 
箱 规模 过 于 庞大 ， 不 可 能 在 一 本 书 中 全 盘 介 绍 ， 所 以 本 书 的 作用 只 是 作为 读者 学 
习 和 使 用 MATLAB 语言 的 入 门 材料 。 

2 MATLAB Central 网 站 
httP:/Vwww.mathworks .com/matlabcentral/fileexchange/LoadCategory.do 


包含 大 量 由 MATLAB/Simulink 用 户 编写 的 实用 程序 和 模型 ， 其 中 不 乏 高 水 平 的 
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作品 。 许 多 MATLAB 本 身 没有 直接 提供 的 功能 均 可 以 从 这 里 找到 解决 方法 ， 试 浏 
览 该 网 站 提供 的 各 类 程序 。 


MATLAB 语言 是 控制 系统 研究 的 首选 语言 ， 本 书 以 该 语言 为 主线 介绍 课程 的 内 
容 。 请 在 机 央 上 安 逆 MATLAB 程序 ,在 提示 符 下 输入 demo, 运行 演示 程序 ,领略 
MATLAB 语言 的 基本 功能 。 


学 会 利用 MATLAB 语言 提供 的 联机 帮助 功能 ， 更 好 地 学 习 和 运用 MATLAB 语 
言 ， 热 练 掌握 查找 需要 了 解 内 容 的 方法 和 技巧 。 联 机 帮助 可 以 由 help 命令 或 Help 
菜单 来 实现 。 试 查找 和 Lyapunov 关键 词 相 关 的 函数 名 及 调用 方法 ,并 求解 下 面 给 


出 的 方程 
8 1 6 I16 4 1 1 2 3 
3 5 7|+X|9 3 1|=|4 5 6 
4 9 2 4 2 1 7 8 0 
如 有 果 下 载 某 MATLAB 工具 箱 ， 则 可 以 将 其 复制 到 某 个 文件 夹 ， 然 后 需要 选择 File 


一 >et Path 将 该 文件 夹 添 加 到 MATLAB 路 径 下 。 试 下 载 某 工 具 箱 ,如 本 书 所 附 的 
OCD 程序 或 MATLAB Central 中 下 载 的 工具 箱 ， 将 其 添加 到 MATLAB 路 径 下 。 


MATLAB 的 tic 和 toc 是 一 对 计时 的 命令 ， 前 者 启动 秒表 ， 后 者 可 以 读 秒表 。 读 
执行 命令 4=rand(500); tic， 瑟 =inv(4); toc,， 并 从 函数 名 称 理 解 该 代码 所 做 
的 工作 ， 由 此 体会 MATLAB 和 挺 阵 运 算 的 速度 。 


用 MATLAB 语句 输入 第 阵 4 和 呈 


人 已 


小 > 


CA 


CD) 


| 


1 2 3 4 1+4 2+3j 3 二 23j 4 十 革 
4_|4321I| pp_l4+ij 3+ 人 2+3j 1 十 4 
2 3 4 1|， 2+3j 3 上 +2j 4+H 1 
324 1 3+2j 2 二 3j 4 二 1 1 工 十 肖 


前 面 给 出 的 是 4x4 玫 阵 ,如果 给 出 4(5,6) = 5 命令 将 得 出 什么 结果 ? 


传统 线性 代数 和 数值 分 析 教 科 书 中 介绍 的 矩阵 特征 值 求 解 都 是 针对 实数 矩阵 的 ， 
假 着 想 求 出 上 面 的 复数 托 阵 吾 的 特征 值 ， 而 不 采用 计算 机 数学 语言 ， 试 搜索 能 求 
解 这 类 问题 的 其 他 语言 ,如 C, FORTRAN 的 子 程序 代码 。 


选择 合适 的 步 距 绘制 出 图 形 sin(1/ 旭 ,其 中 tE(-1 1)。 


OO 


心 


63 
10 用 数值 方法 可 以 求 出 3 = >》2 =1+2+4+8 十 ,… 十 262 十 263， 试 不 采用 循环 


的 形式 求 出 和 式 的 数值 解 。 由 于 数值 方法 是 采用 double 形式 进行 计算 的 ， 难 以 保 
证 有 效 位 数字 ,所 以 结果 不 一 定 精确 。 试 采用 符号 运算 的 方法 求 该 和 武 的 精确 什 。 


和 
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第 人 音 和 
微 积分 与 积分 变换 的 于 复 机 求解 





积分 变换 技术 可 以 将 茶 些 难以 分 析 的 问题 通过 映射 的 方式 肌 射 
到 其 他 域内 的 表达 式 后 再 进行 分 析 。 例 如 ，Laplace 变换 可 以 将 时 域 
图 数 映 射 成 复 域 函数 ， 从 而 可 以 将 茶 时 域 函 数 的 微分 方程 映射 成 复 域 
的 多 项 式 代 数 方程 ,使 得 原 微 分 方程 在 诸多 方面 , 如 稳定 性 、 解 析 解 
等 方面 更 便于 分 析 ， 这样 的 变换 方法 构成 了 经 典 目 动 控制 理论 的 基 
础 ， 引 入 了 广泛 来 用 的 传递 国 数 模型 。 

由 于 积分 变换 是 定义 在 函数 微 积分 的 基础 上 的 , 所 以 本 章 2.1 节 
移 系 统 地 介绍 微 积 分 问题 的 MATLAB 求解 ,各 种 极限 问题 的 求解 方 
法 ， 一 般 函 数 的 微分 计算 ,， 隐 范 数 ,参数 方程 以 及 多 变量 函数 的 微 积 
分 计算 等 ,引入 积分 、 广 义 积分 、 多 重 积 分 等 问题 的 求解 方法 以 及 拖 
阵 微 积分 问题 及 求解 方法 。 本 章 2.2 节 首 先 介 绍 Laplace 变换 及 其 反 
变换 的 定义 及 性 质 , 给 出 基于 MATLAB 的 直接 求解 方法 ,并 以 一 个 
简单 例子 介绍 控制 系统 的 微分 方程 建 模 方法 ,介绍 基于 Laplace 变换 
的 控制 系统 传递 图 数 模 型 及 其 MATLAEB 表示 ， 以 及 它 在 控制 系统 
中 的 应 用 。2.3 节 首 先 介 绍 Fourier 级 数 的 展开 方法 ，Fourier 变换 及 
其 反 变 换 的 定义 及 性 质 , 给 出 MATLAB 语言 下 的 Fourier 变换 问题 
求解 方法 ,并 将 给 出 正 余弦 Fourier 变换 和 离散 Fourier 正 余弦 变换 
问题 的 求解 方法 。2.4 节 介 绍 2 变换 及 其 反 变 换 的 定义 与 性 质 ， 基 于 
MATLAB 语言 的 求解 方法 ,还 将 介绍 基于 Z 变换 的 离散 系统 建 模 方 
法 和 连续 、 离 散 模 型 相互 转换 的 方法 。Laplace 变换 和 Z 变换 是 整个 
控制 理论 中 的 重要 基础 ， 由 这 些 变换 构造 出 的 连续 和 离散 系统 传递 函 
数 模 型 , 所 以 可 以 围绕 传递 请 数 模 型 进行 系统 的 分 析 与 设计 任务 。2.5 
他人 介绍 有 理 函 数 的 部 分 分 式 展开 方法 ,引入 留 数 计算 的 概念 与 求解 
方法 ,还 将 介绍 部 分 分 式 展开 在 控制 理论 研究 中 的 应 用 。 综 合 这 些 知 
识 ， 还 将 在 2.6 节 中 详细 介绍 控制 系统 模型 的 互联 运算 ， 控 制 系 统 结 
构图 化 简 的 方法 及 MATLAEB 实现 方法 。 
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中 


2.1 微 积 分 与 矩阵 微 积 分 运算 


在 高 等 数学 或 数学 分 析 课 程 中 , 介绍 了 各 类 函 数 的 求 导 和 积分 运算 ， 对 各 类 
个 同类 型 函数 的 微 积分 运算 读者 需要 记忆 与 识别 ， 从 而 采用 不 同 的 策略 来 求解 问 
题 。 本 玉 将 先 给 出 求 导 运算 的 MATLAB 求解 ,再 针对 多 元 函数 伍 导 数 、 隐 范 数 候 
导数 和 和 矩阵 求 导 几 个 特殊 问题 的 计算 机 求解 进行 探讨 。 最 后 给 出 基于 MATLAB 
符号 运算 的 积分 运算 的 统一 方法 。 


2.1.1 极限 问题 的 解析 解 


1. 单 变 量 函 数 的 极限 
假设 已 知 函 数 Fz)， 则 极限 问题 的 一 般 描 述 为 


了 一 lim 三 (7) (2-1-1 ) 
其 中 ， 履 0 可 以 是 一 个 确 乍 的 值 ， 也 可 以 是 无 和 大 ， 例如 必 - 人 人 OOo 对 某 些 困 数 来 说 ， 
还 可 以 如 下 定义 单 辽 极限 (或 称 左右 极限 ) 问题 。 


7 三 lim Az) 或 了 = lim 太 2) (2-1-2) 
前 者 表示 z 从 左 侧 趋 近 于 zo 点 ， 所 以 又 称 为 左 极限 ， 后 者 相应 地 称 为 右 极限 。 极 
限 问题 在 MATLAB 符号 运算 工具 箱 中 可 以 使 用 limit() 函数 直接 求 出 ， 该 函数 
的 调用 格式 为 


7 了 =limit(fun，z，Zz0) % 求 极 限 
7=limit(fun，7，zo，)'1eft: 或 right') % 求 单 边 极 限 


在 求解 之 前 应 该 先 申 明 自 变量 zx， 再 定义 极限 表达 式 fun, 若 zo 为 co， 则 可 
以 用 inf 直接 表示 。 如 果 需 要 求解 左右 极限 问题 ,还 需要 给 出 左右 选项 。 调 用 此 
函数 直接 求解 问题 的 好 处 在 于 , 用 户 无 需 再 像 学 习 高 等 数学 那样 去 记忆 和 掌握 各 
种 特殊 极限 问题 的 标准 型 ， 再 套用 公式 求解 问题 了 ， 有 这 个 函数 可 以 直接 得 出 所 
需 的 极限 值 。 下 面 将 通过 例子 演示 MATLAB 求解 极限 的 方法 。 

例 2-1 弃 求 解 极 限 问题 lim 一 (vs 十 22 一 VY2 一 z).。 
求解 利用 MATILAB 语言 ， 应 该 首先 申明 Z 为 符号 变量 ,然后 定义 极限 式 子 ， 最 后 调 
用 jimit() 函数 求 出 给 定 函 数 的 极限 ， 结 果 为 e-5。 
>> SyYmS Xi; 革 =(x+2)”(x+2)*#(X+3) (x+3)V/(CX+5)、(2*X+5) .，.， 
本 (人 SqTrt(X+X ”2)-Sqrt(x>"2-xX)); L=limit(t,x,int) 


2.1 微 积 分 与 甜 阵 微 积 分 运 间 


和 时 辐 呈 汪 条 上 昌 学 学 昌 和 是 学 中 昌 有 和 和 





ce” 一 1 
1 加 生 四 事 ] 1 -一 避 
例 2-2 斌 求解 单 边 极限 问题 lim 1 -cos VZ 二 Sm 


求解 利用 MATLAB 语言 的 limit() 函数 ， 可 以 容易 地 求 取 单 边 极 限 。 

>> Syms X; 

1imit((exp(xX 3)-1)/(1-cos(sqrt(x-sSin(Xx)))) ,xx 0，2Tighty7) 

用 单 边 极限 的 方法 可 求 出 该 函数 的 极限 值 为 12。 

回顾 原始 问题 ， 其 中 采用 zZ 一 07” 是 因为 它 可 以 保证 根 号 内 的 值 为 非 负 数 。 事 实 
上 ， 即 使 是 负数 ，cos(joaj = (es +e-?)/2 也 是 有 定义 的 ， 故 对 这 个 问题 没有 影响 。 但 
对 分 段 通 数 来 说 ， 单 边 极限 是 有 意义 的 。 

2. 多 变量 函数 的 极限 

多 元 函数 的 极限 也 可 以 同样 用 MATLAB 中 的 limit() 函数 直接 求解 。 假 设 
有 二 元 函数 六 z,y)， 若 想 求 出 二 元 函数 的 极限 





了 = ln zy (2-1-3) 
y 一 go 


则 可 以 般 套 使 用 limit() 图 数 。 例 如 ， 


LI1=1imit(Limnit(z,zo),y,yo) 或 
志 1=1imit(1imit( 六 ,70) ,了 TO) 


如 有 果 zo 或 % 不 是 确定 的 值 ， 而 是 男 一 个 变量 的 函数 , 例如 z 一 g()， 则 上 述 的 
极限 求 取 顺序 不 能 交换 。 
2 ， 2 Sin2 并 za 
例 2-3 试 求 出 二 元 函数 极限 值 lim  e-LG +z 一 -一 ( 十 启 ) o 
7 一 1 之 V 
攻 一 > DOD 
求解 本 例 中 的 问题 可 以 用 下 面 的 语句 直接 解 出 ， 结 果 为 ea 。 
>> SYmS X yY a; 
f=exPp(-1/ (7 ”24+X 2))#*Sin(X) 2/X”2*(1+1/y ”2)~(x+a>2*xYy>2) 
L=Jlimit(liimitktft,x,1/sqrt(y)) ,yinf) 


2.1.2 微分 运算 的 MATLAB 求解 


MATLAB 语言 直接 提供 了 函数 的 高 阶 导数 求 导 函 数 diff(), 但 对 于 一 些 特 
殊 的 求 导 问题 ,如 参数 方程 的 求 导 问 题 和 隐 范 数 求 导 问题 等 ， 则 需要 根据 其 数学 
定义 由 MATLAB 现 有 的 语句 组 合 或 编写 相应 的 函数 来 求 得 ,这 里 将 分 各 种 情况 
介绍 各 种 微分 运算 求解 的 问题 。 

1. 函数 的 导数 和 高 阶 导数 
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如 果 函 数 和 目 变 量 都 已 知 ， 且 均 为 符号 变量 ， 则 可 以 用 aiff() 函数 解 出 给 
定 函 数 的 各 阶 导 数 。diff() 函数 的 调用 格式 为 


y=diff(fun，,7z) y 求 导 数 
y=diff(fun,z,m) 求 灵 阶 导数 


其 中 , fun 为 给 定 函数 ,，z 为 自 变 量 ,， 这 两 个 变量 均 应 该 为 符号 型 的 , m” 为 导数 的 
阶 次 ,者 省 略 ? 则 将 自动 求 取 一 阶 导 数 。 
esin2r 、 、，， dz 
例 2-4 给 定 函数 /(z) = 号 -2 ， 该 求 出 上 
求解 函数 的 高 阶 导 数 问题 可 以 很 容易 地 用 MATLAB 符号 运算 工具 箱 语 多 求解 。 可 
以 首先 申明 工 为 特 号 变量 ， 然 后 调用 diff() 函数 就 能 直接 得 出 函数 的 三 阶 导 数 。 
>> SymS X; T=exp(-5*X)*Sin(2+*X)/(Xx "2+3kX+5)，f1=diff(f,x,3) 
这 时 可 以 得 出 函数 的 三 阶 导 数 为 
e zsin 2z e "zcos2x ez (27z 十 3)sin 27x e-5z (2z 十 3) cos 27 
-05 一 RE 二 142 一 一 一 一 一 6 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 二 一 
Z“ 十 3JZ 十 9 Z“ 十 4 十 5 (Z2 十 37 十 5) (z2 十 3r 十 5) 
ez (27 十 3) cos 27 e-5x (27 十 3) sin 27 e zsin27 
(zz2+3rz+52 (zz2+3z 十 5 (z2 十 3z 十 5 
e srcos2 es (27+3) sin2z 12867 (2z 十 3) sin 27 
(z2 十 3z 十 5” (z2 十 3z7 十 避 (z2 十 3z 十 5)3 
由 原 函 数 和 得 出 的 三 阶 导 数 函 数 可 以 对 给 定 自 变 量 向 量 zz 求 出 各 点 处 的 函数 值 ， 
并 由 下 面 的 MATLAB 命令 绘制 出 来 ， 如 图 2-1 所 示 。 从 图 中 可 以 看 出 原 函 数 和 其 三 
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2-1 冰 数 及 其 三 阶 导 数 图 示 


阶 导 数 之 间 的 关系 。 注 意 由 于 采用 了 plotyy()， 故 得 出 的 是 双 纵 坐标 的 图 形 ， 因 为 两 
个 图 幅 值 相差 较 悬 殊 。 
>> Xl=0:.01:2; y=Subs(f ,xX,xl); yl=subs(fl,x,X1)， 
Plotyy(xl,y,xl,yl) 原 函 数 及 其 三 阶 导数 
MATILAB 现成 的 diff() 函数 还 适合 于 求解 给 定 函数 更 高 阶 的 导数 。 例 如 ， 下面 


音 


给 出 的 命令 可 以 在 8.5 秒 内 获得 函数 的 100 阶 导 函数 。 
>> tic，dift(t,x,100) ; 七 OC 
2. 多 元 函数 的 偏 导 数 
MATLAB 的 符号 运算 工具 箱 中 并 未 提供 求 取 偏 导 数 的 专门 函数 ， 这 些 侦 
导数 仍然 可 以 通过 aiff() 函数 直接 实现 。 假 设 已 知 二 元 国 数 F(z,z)， 在 想 求 
7 十 刀 
写 5 则 可 以 用 下 面 的 函数 求 出 。 
万 =diff(diff(F zz,m),y,m) 或 
态 =aifft(qiff( 人 ) 7 7) 


例 2-5 试 求 出 二 元 函数 z= Frz， 幼 一 人 一 2 -7 -1 23 的 偏 导 数 ， 并 用 图 形 表示 。 
求解 用 下 面 的 语句 可 直接 求 出 02 与 92 。 
OZ 5 


>> SYymS X 了; Z=(X7"2-2*X) 本 exXP(-X7~2-y ~2-Xy) ; 
ZX=Simple(diff(z,x))，Zy=difftf(z,y) 


其 数学 形式 分 别 为 
2 后 则 -orao( 2r7 二 2 十 2z3 二 xz28 4z2 -2zg] 
1) zz 2)(27 em- 


在 TEL(-3;3)yE(-2,2) 区 域内 生成 网 格 ， 则 可 以 分 别 得 出 原 函 数 及 其 偏 导数 
的 数值 解 。 这 样 ， 可 以 直接 用 下 面 语句 绘制 出 原 函 数 的 三 维 曲 面 ， 如 图 2-2 (a) 所 示 。 
>> [xl,y1j=mneshgridq(-3:.2:3,-2:.2:2); zl=subs(zy,{X,y,{xl,yl+) ; 
surf (xl,yl,zl)，axis([-3 3 -2 2 -0.7 1.5]) % 直接 绘制 三 维 曲面 
既然 计 并 出 了 对 两 个 自 变 量 的 一 阶 偏 导 数 ， 则 可 以 调用 quiver() 函数 绘制 出 引 
力 线 ， 该 引力 线 可 以 登 印 在 用 contour() 函数 绘制 出 的 等 值 线 上 ， 如 图 2-2 (b) 所 示 。 
其 中 ， 引 力 线 为 对 应 点 处 的 梯度 向 量 ， 其 绘制 函数 的 详细 信息 可 以 由 help quiver 命 
令 进 一 步 列 出 。 
>> Contour (xl,yli,z1,30)，hold on 4% 绘制 等 值 线 
ZXxl=Subs(zZx{tx,yj,{xt,ylj); zyl=subs(zy,{x,yly,{fx1,ytl+) ; 
quiver(x1,yt,zxi,zyli) X 绘制 引力 线 
9 /zy 2 


例 2-6 已 知 三 元 阴 数 Flz,y z) = sin(z2yje-z gz ， 试 求 出 偏 导 数 097z2DyDz 
求解 由 下 面 的 语句 申明 自 变 量 及 函数 ， 则 可 以 用 MATLAB 语句 立即 得 出 所 需 的 偏 


导 函 数 。 
>> Syms X y Zi f=Ssin(X “2+y)eXxpP(-X ~2yky-Z 2) ; 





(a) 原 函 数 的 三 维 图 形 (b) 偏 导数 的 等 值 线 
图 2-2 二 元 函数 及 其 偏 导 数 的 图 形 表示 


df-diff(diff(diff(f,x,2),y) ,z); df=simple(df);， latex(df)， 
可 以 得 出 
一 4zerz 3 一 2 |eos (zy) 一 10 cos (zy) yz2+4z4sin (zy) y2 寺 4cos (zy) z4y2 一 sin (zzg) 
3. 隐 函 数 的 偏 导数 
己 知 隐 函 数 的 数学 表达 式 为 1 Ziyzo…… ,Zn) 一 0， 则 可 以 通过 隐 范 数 对 它 
们 的 偏 导数 求 出 自 变量 之 间 的 偏 导数 。 具 体 可 以 用 下 面 的 公 趟 求 出 2 。 


J 了 7 





一 (9 和 5 
2 5 (2-1-4) 
9 
1 57 | 


由 于 了 对 zi， zi 的 偏 导数 可 以 分 别 由 diff () 函数 求 出 ， 故 整 个 偏 导 数 可 以 
由 它们 的 除法 获得 , 所 以 这 样 的 问题 可 以 用 MATLAB 语句 容易 地 得 出 。 


尺 三 一 diff(Ficy)/ditECF z) 
本 p ， 了 
例 2-7 考虑 二 元 函数 Flz,y) 一 z 十 sin 一 V 一 6 王 0， 试 求 32。 


求解 根据 式 (2-.1-4) 可 以 立即 得 出 所 需 偏 导 数 2 为 
>> SymS X y; 1T=X 3+y`2*+Sin(x)-y-6; Slimple(-diff(f,x)/Vdiff(f,y)) 


汉 2 
这 样 可 以 得 出 结果 为 -全 29 。 
4. 参数 方程 的 导数 辐 
若 已 知 参数 方程 y = /tb,z = g(， 则 人 可 以 由 下 面 的 MATLAB 语句 


2.1 微 积 分 与 短 阵 微 积 分 运算 


站 











dy _ 二 二 

QZ 9 人 1 

dy _ dfAoNyL dfdgy_ 

dz2 dt [CO gb 天 9 人 (2-1-5) 





dy dd (于 全) 1 
下) 7 
应 用 递归 调用 方式 ， 可 以 编写 出 如 下 的 MATLAB 函数 求解 侦 导 数 


function result=Paradjiff(y,X, 七 , 卫 ) 
if mod(n,1)-=0，error(:Error: 了 Shouldq positiVve integer，) ; 
elLSse 
if nn==1，resSult=diff(y,t)/diftf(x, 七 ) ; 
else，Tresult=diff(paradiff(y,X,t,n-1l) ,tt)Vdift(x,t) ; 
end，end 


、 3at 3at qd ds3y da 
例 2-8 已 知 参数 方程 = 二 ,2 = [证 ， 试 求 攻 , 丁当 , 了 。 
求解 由 前 面 给 出 的 函数 调用 格式 ， 可 以 立即 得 出 所 需 的 高 阶 导 数 。 
>> SYymsS 寸 3) 
X=3a#t/ 1T+t 3) y=3yayt 2/(1+t”3) ; yl1=PparadQitf(y,X,t，,) 
y3=sSimple(paradqiffkty,x,t,3))，y5=Simple(paradifft(y, 和 ,七 ,5) ) 
可 以 自动 得 出 如 下 的 结果 。 
dy tt(-2 十 大) 


Ce 


dz 一 1 十 2 

dayg 4(-5 十 要 ) (二 ( 引 一 上 十 1) 如 

drz3 3 a2 (一 1 十 2437 

d5y 40 (14415 - 98b2 十 350 旭 - 1138(6 143 -Tt+D7( 一 it 十 划 
dz75 27 ad4( -1 十 213) 


2.1.3 积分 运算 
不 定 积分 、 定 积分 以 及 多 重 积 分 的 数学 表达 式 可 以 分 别 写成 


b 
| radar | jzZ)dz， | ..: | es 2njdzn QZzdqZi (2-1-6) 
给 定 航 积 函 数 六 )， 则 按照 传统 高 等 数学 求解 方法 ， 需 要 人 工 识别 其 函数 类 型 并 
选择 适当 的 积分 方法 , 如 分 部 积分 法 、 换 元 积分 法 等 合适 方法 求解 原 问题 , 这 在 很 


果 则 过 电 
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大 程度 上 取决 于 经 验 。MATLAB 符号 运算 工具 箱 中 提供 了 一 个 int() 函数 ,可 
以 直接 用 来 求 取 符号 函数 的 不 定 积分 。 该 函数 无 须 人 工 识别 所 需 积分 算法 ， 可 以 
理解 成 一 种 统一 的 积分 问题 求解 方法 。 该 函数 的 调用 格式 为 
=int(fun,z) % 不 定 积分 运算 
=int(fun,z,a,D) YY 定 积 分 运算 ， 其 中 a. 可 以 不 是 常数 


如 宁 馈 积 疼 数 fun 中 只 有 一 个 变量 ,， 则 调用 语句 中 的 z 可 以 省 略 。 另 外 ， 该 函数 
得 出 的 结果 下 是 积分 原 函 数 ， 实 际 的 不 定 积 分 应 该 是 严 十 C 构成 的 函数 族 。 其 
中 , C 是 任意 常数 。int() 函数 还 可 以 用 于 无 穷 积 分 限 的 广义 积分 计算 , 如 用 infi 
和 一 :inf 分 别 表 示 co 和 一 oo。 

对 于 可 积 的 函数 ， MATLAB 符号 运算 工具 箱 提供 的 int() 函数 可 以 用 计算 
机 代替 繁重 的 手工 推导 ,立即 得 出 原始 问题 的 解 。 而 对 于 不 可 积 的 函数 来 说 ， 当 
然 MATLAB 也 是 无 能 为 力 的 。 

多 重 积分 可 以 由 int() 函数 嵌 套 求 出 。 

下 面 将 通过 例子 介绍 int() 使 用 方法 及 其 在 积分 问题 求解 中 的 应 用 。 


例 2-9 考虑 例 2-4 中 给 出 的 问题 ,用 diff() 函数 可 以 直接 求 Flz) 函数 的 一 阶 导数 。 
现在 对 得 出 的 导数 再 进行 积分 ， 试 检验 是 否 可 以 得 出 一 致 的 结果 。 
求解 先 定义 原 函 数 并 对 其 求 导 ， 然 后 再 对 导数 进行 积分 ， 则 
>> SymSs X; y=Ssin(Xx)/(x "2+4xx+3); yl=diff(y); 人 对 函数 求 导 
y0=int(yl); Latex(y0) A 对 导数 积分 应 该 得 出 原 函 数 


得 出 的 结果 为 1/2222 - 1H/25 现在 对 原画 数 求 三 阶 导 数 ， 再 对 结果 进行 3 次 


积分 ， 则 可 以 用 下 而 语句 居 定 正确 | 让 
>> y3=diff(y,3); yO=int(int(Cint(y3))) ; 1atex(Simple(y0O) ) 





Sn 和 


， 其 结果 和 原 函 数 一 样 。 


例 2-10 试 研究 解析 不 可 积 函 数 Flz) = ez /2 的 积分 问题 。 
求解 直接 采用 MATLAB 的 int() 画 数 计 征 | 太 zjdz 
3 
>> SymS Xi F=int(Cexp(-Xx”2/2) ,x,3,5) 


则 可 以 得 出 五 = Verert (3 一 Ver (5 其 中 MAILAB 语言 使 用 了 数 


学 上 定义 的 函数 erf(z) 一 | sd 故 可 以 得 出 原 问题 的 解析 解 。 然 而 这 样 的 解 毕 


竞 无 法 用 于 工程 实际 ， 所 以 应 该 采用 vpa() 函数 求 取 其 高 精度 的 数值 解 ， 由 vpa( 天 ) 
命令 可 以 得 出 0. 0033829740450176877779095235876 


2.2 Laplace 变换 及 反 变 换 


量 才 了 站 和 


例 2-11 考虑 下 面 的 三 元 函数 开 (Z,Vyz) = -4ze-z 一 2 |eos (z29) -10cos (zy) 877 
十 4z2 sin (z9) 1 十 4cos (z29) Zr492 一 sin (2g) ， 斌 来 出 | . . | ze /， z)dz“dydz。 


求解 事 实 上 ， 此 函数 是 例 2-6 中 给 出 flz.y,z) 经 偏 导 运 算得 出 ， 故 需要 对 求 导 过 程 
进行 逆向 运算 ， 还 原 回 原 函 数 的 结果 。 
对 该 函数 进行 积分 。 先 对 z 积分 一 次 ， 对 y 积分 一 次 ， 再 连续 对 2 积分 两 次 ， 经 
过 化 简 ， 则 得 出 如 下 结果 。 
>> SYS XY Zj 
f0O= 一 4#kZeXPp(-X ”~2*#ky-Z 2) 本 (COS(CX ”2*y)~10*CoSs (X7>2yy) 半 y 冰 X、2+..、. 
4*#+Sin(X~2#yy)#X “4+y “2+4*+CoS(X~2+y) 本 X~4#+y 2-Sin(X>2*y) ) ; 
fl=int(tf0O,z); fl=int(tl,y); tl=inttt,x); ft=simple(int(t1,x)) 
则 可 以 得 出 户 = sin(z2y)je-* y-* 。 可 见 ， 经 化 简 按 照 上 述 给 出 的 积分 顺序 可 以 得 出 
原 通 数 ， 和 例 2-6 中 给 出 的 原 邓 数 完全 一 致 。 现 在 考虑 改变 积分 求解 顺序 ， 例 如 ， 将 积 
分 顺序 变 成 z 一 Z 一 2 一 yy， 则 可 以 得 出 如 下 结果 。 
>> f2=intf0,z); f2=int(f2,X)i f2=int(f2,X) ， f2=SimplekCint(Cf2,y) ) 
2e-z7 22 tan (xy7/2) 


HI 一 


这 时 得 出 的 积分 结果 为 户 = 1 5 
十 tan (Z27712) 
可 见 ， 得 出 的 化 简 结 果 显 然 不 同 于 原 也 数 。 由 simple(f1-f2) 语句 将 其 和 原 通 数 
理论 值 相 减 ， 则 可 以 得 出 误差 为 0， 表明 二 者 实际 上 是 完全 一 致 的 , 但 由 于 积分 顺序 选 
择 不 同 ， 得 不 出 实际 的 最 简 形 式 。 





2.2 Laplace 变换 及 反 变 换 


法 国 数学 家 Pierre-$imon Laplace (1749-1827) 引入 的 积分 变换 可 以 巧妙 地 
将 一 般 第 系数 微分 方程 映射 成 代数 方程 ， 芮 定 了 很 多 领域 , 如 电路 分 析 、 自 动 控 
制 原 理 等 的 数学 模型 基础 。 本 节 将 首先 介绍 Laplace 变换 及 反 变 换 的 定义 与 性 质 ， 
然后 介绍 利用 MATLAB 求解 Laplace 变换 及 反 变 换 的 方法 与 应 用 。 


2.2.1 Laplace 变换 及 反 变 换 定 义 与 性 质 
一 个 时 域 函数 太 轨 的 Laplace 变换 可 以 定义 为 
ZU = | foe “at = FGs) (2-2-1) 


去 中 ， 竹 [/] 为 Laplace 变换 的 简单 记号 。 
下 面 将 不 加 证 明 地 列 出 一 些 Laplace 变换 的 性 质 。 
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站 和 和 和 和 


人 线性 性 质 若 a 与 总 均 为 标量 , 则 猎 [aj 提 士 的 ] = a22[7] 士 22[9 人 bj] 。 
@) 时 域 平移 性 质 .2[Ft -ao)] =e?"(s)。 

转 s 域 平移 性 质 .2[e-otj 昌 |] = 下 (s 十 ao)。 

团 微分 性 质 .2[dr /dtn] = sF(s) ~- F(0t)， 一 般 地 ， 对 mm 阶 微分 有 


Q 也 了 一】 7 一 全 dj 六 0O-) d" 0 


震 假设 函数 六 扩 及 其 各 阶 寻 数 的 初 值 均 为 0,， 则 式 (2-2-2) 可 以 简化 成 





dj 大 | ， 
2| 了 一 3" 天 (s) (2-2-3) 
此 性 质 事实 上 是 微分 方程 映射 成 代数 方程 的 关键 式 子 。 
@@ 积分 性 质 若 假 设 零 初始 条 件 ， 儿 | /dr _ 9 一 般 地 ,函数 /fb) 
旭 
的 内 重 积分 的 Laplace 变换 可 以 由 下 式 求 出 - 
2 roao =- 富 (2.2.4 


初 值 性 质 im 请 丰 三 Jim SF 天 (5)。 
G@) 终 值 性 质 如 果 已 (s) 没有 s >0 的 极点 ， 则 im F( 介 ) 王 lim SF 天 (s)。 
卷 积 性 质 .[/ 的 *g 的 ] = -2202[g(], 式 中 , 卷 积 算 子 * 的 定义 为 


让 


ADx*g0b = | jrjglt -rdr= | ft- rjg(r)dar (2-2.5) 


日 





Zr CD | 人 | =| | Pa Ga 
如 采 已 知 函 数 的 Laplace 变换 式 瑟 (s),， 则 可 以 通过 下 面 的 反 变 换 公 式 求 出 其 

Laplace 反 变 换 

5 十 ]ce 


ff = 2-1TF(s= 5 | 严 (s)estds (2-2-7) 


GT 一 ]ocec 


其 中 大 于 刁 (s) 奇 点 的 实 部 , 奇 点 的 概念 将 在 后 面 给 出 。 
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部 


2.2.2 Laplace 变换 的 计算 机 求解 


求解 已 知 函 数 的 Laplace 变换 用 数值 编程 的 方式 是 无 法 实现 的 , 如果 和 需要 
来 用 计算 机 来 求解 这 样 的 问题 ， 必 须 借 助 于 计算 机 数学 语言 ， 如 本 书 介绍 的 
MATLAB 语言 。MATLAB 语言 的 符号 运算 工具 箱 可 以 轻松 地 求解 Laplace 变 
换 问 题 。 具 体 的 变换 及 反 变 换 问 题 的 求解 步骤 如 下 : 
定义 符号 变量 上， 这样 就 能 摘 述 时 晟 表达 式 Fun 了 。 和 前 面 介 绍 的 内 容 一 
样 ， 申 明 符 号 变量 可 以 用 syms 命令 实现 。 
@) 直接 调 用 laplace() 函数 ,就 可 以 求解 出 所 需 的 时 域 函 数 Laplace 变换 式 
子 。 该 国 数 的 调用 格式 为 
F=1aplace(Fun) / 采用 默认 的 为 时 域 变 量 
F=laplace(Fun,v,u) 4% 用 户 指定 时 域 变量 v 和 复 域 变量 名 4 


还 可 以 考虑 采用 simple() 等 图 数 对 其 进行 化 简 。 
@) 对 复杂 的 问题 来 说 ,得 出 的 结果 形式 通常 难以 阅读 , 所 以 需要 调用 符号 运 
算 工 具 箱 的 pretty() 函数 或 latex() 函数 对 结果 进行 进一步 处 理 。 可 以 
在 屏幕 上 或 利用 区 IEX 的 强大 功能 将 结果 用 可 读 性 更 强 的 形式 显示 出 来 。 
如 有 果 已 知 Laplace 变换 式 ， 则 应 该 首先 给 出 Laplace 变换 式 子 Fun， 然 后 采 
用 符号 运算 工具 箱 中 的 ilaplace() 函数 对 其 进行 反 变 换 。 该 函数 的 调用 格式 为 
f=ilaplace(Fun) 有 乐 用 默认 的 s 为 时 域 变量 
f=ilaplace(Fun,x,v) % 用 户 指 定时 域 变 量 v 和 复 域 变量 名 v 
获得 变换 式 子 之 后 也 可 以 对 之 进一步 化 简 和 改变 显示 格式 。 
例 2-12 已 知 函 数 11) = tesin2t， 试 求 取 该 数 的 Laplace 变换 。 
求解 分 析 原 题 ， 可 以 先 申明 为 符号 变量 ， 再 用 MATLAB 语句 表 示 给 定 的 Fi) 函 
数 ， 然 后 就 可 以 用 下 面 的 语 匈 立即 得 出 该 函数 的 Laplace 变换 为 
>> Syms 七 ; = 廿 keXP(-3*+t)#kSsin(2*t); 1aplace(f) 
S 十 电 
4 (La 人 十 3)” 十 中 
TU s 十 7s 十 24s 十 24 则 
例 | 2- 2 试 求 出 】 ( 5) 一 5(s4 十 1055 二 3582 十 505 十 2 区 9 aplace 反 变 换 。 
用 5 十 7s 十 24s 十 24 
求解 不 难看 出 ， 该 反 公 换 实 际 二 就 是 系统 Cs) TREEWTIRE 
跃 响 应 解析 解 。 下 面 的 语句 可 以 直接 求解 该 问题 。 
>> SymSs S; Y=(S “3+7*S ~“2+24+S+24)7/S/(sS 4+10*S ”3+35*S~2+50*+S+24) : 


由 前 面 的 语句 可 以 直接 得 出 变换 结果 .2[y(b] = 


的 阶 


ilaplace(Y) 
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这 样 可 以 得 出 反 变 换 的 结果 为 gt 一-22-IY(s 中 =1 一 er 一 e 一 e 革 十 2e- 半 。 
例 2-14 试 求 出 下 面 函数 的 Laplace 反 变 换 。 


-17z5 一 77Z4 十 273 二 2 一 zz 二 1 


ctz) = Z6 十 1]1z5 十 487z4 十 106xz3 十 125z2 十 757 十 17 


求解 从 原来 给 出 的 问题 ， 似乎 用 下 面 的 语 印 就 能 直接 求解 出 所 需 结 果 。 
>> SymS X 七 ; G=(-17*#X ~“5-7 了 #+X~4+2*X ”3+X>~2-X+1) .. ， 
/(X ~6+11*rXx>“5+48*Xx”4+106*X”3+125*X>2+75#X+17) ， 
f=ilaplace(G,xX, 七 ) 
得 出 的 结果 为 
-1/31709*xsum((39275165+45806941*+_alpha"4+156459285*+_alpha+ 
5086418*_alpha 5+149142273*_alpha “~3+221566216*_alpha"`2)*exp(_alphayt) ， 
_alpha = Root0f(_Z~6+11*_Z~5+48*_Z~4+106+_Z~3+125*_Z~24+75+ _Z+17)] 
而 事实 上 ， 该 方法 并 不 能 求 出 有 意义 的 结果 。 这 是 因为 分 母 多 项 式 对 应 的 方程 
的 解 不 存在 解析 解 ， 所 以 导致 原 问 题 不 存在 解析 解 。 若 利用 MATLAB 的 变 精 度 算 法 
Simple(vpa(j ,16)) ， 则 可 以 得 出 高 精度 的 数值 解 。 因 篇 幅 所 限 ， 这 里 只 能 给 出 其 近 
似 结 果 ， 即 
一 556.256e…” “十 537.286e -25308t cos (0.399761) -- 698.247e-2.5309t sin (0.39976b) 
十 1.75893e- “cos (0.60211) 十 10.9942e-107776t sin (0.60216) 十 0.2126e 一 0.52: 
注意 ， 由 于 这 里 涉及 高 阶 多 项 式 方 程 的 求解 ， 而 该 方程 本 身 并 没有 解析 解 ， 所 以 
这 个 问题 也 只 能 来 出 高 精度 的 数值 解 ， 但 无 法 求 出 解析 解 ， 因 为 解析 解 根本 不 存在 。 
例 2-15 对 例 2-12 给 出 的 原 函 数 Fi)， 斌 研究 22[d5F( 昌 /dt5] 和 s5.22[ 的 ] 的 关系 。 
求解 如 果 想 求解 这 样 的 问题 ， 可 以 利用 符号 运算 工具 箱 中 的 diff() 函数 对 函 教 让 
求 五 阶 导 数 ， 再 进行 Laplace 变换 ， 则 
>> Syms 七 ; 节 =tykeXxp(-3x* 二 )*Sin(2*+ 七 ) ; F=simple(Laplace(dqiff(f,t,5)7)) 
1617s“* 十 5655s 十 7774 十 150s3 
(+6s+13 
对 j/ 所 进行 Laplace 变换 ， 并 将 变换 结果 乘 以 sS5， 将 得 出 的 结果 与 前 面 直接 得 出 
的 结果 相 减 ， 则 
>> SymSs 3Sj F0O=1Iaplace(f); simple(F-s>~5*FO) 
这 样 得 出 二 者 之 盖 为 -48 十 36s 一 184。 由 于 二 者 之 差 不 为 0,， 所 以 看 起 来 和 式 (2-2-3) 
六 不 同 的 。 这 是 因为 Ji) 函数 有 F(0) = 0,， 但 其 各 阶 导 数 在 守 = 0 处 的 值 不 为 0， 故 不 
满足 式 (2-2-3)， 而 满足 式 (2-2-2)。 


名 
例 2-16 试 推 导出 红 局 的 微分 公式 。 


可 以 得 出 Laplace 变换 为 -4 





aplace 交换 及 反 变 换 31 
求解 MATLAB 的 符号 运算 工具 箱 还 可 以 进行 一 些 简单 的 Laplace 变换 公式 推导 。 假 
设想 导出 矿 坟 的 8 阶 导 数 的 Laplace 变换 ， 首 先 应 该 先 定 义 一 下 jj 自 通 数 ， 这 可 以 通 
过 如 下 语 自 实 现 ， 并 推导 出 8 阶 导 数 的 Laplace 变换 公式 
>> SyYmS 七 ; y=SyIm(Ift):); 1aplacekdiff(y,t,8)) 
这 样 将 得 出 如 下 的 结果 ， 这 和 和 式 (2-2-2) 中 的 结论 是 完全 一 致 的 。 
5(s(s(s(s(5(s(5FF (5) 一 FO)) 一 O)) 一 疙 0)) 一 六 (0)) 一 FA (0)) 一 F5 (0)) 一 A5(0)) 一 六 (0) 


2.2.3 ”控制 系统 的 传递 浮 数 模型 


利用 Laplace 变换 的 微分 性 质 就 可 以 将 难以 处 理 的 微分 方程 变换 成 代数 方 
程 ,从 而 可 以 建立 起 系统 的 传递 汪 数 模型 。 本 节 首 先 通过 一 个 简单 的 串联 RELC 电 
路 来 滨 示 实际 系统 的 微分 方程 建 模 ， 引 入 连续 系统 的 传递 函数 与 零 极 点 模型 表示 ， 
介绍 这 些 模型 直接 的 相互 转换 方法 ,然后 通过 Laplace 反 恋 换 的 方法 得 出 典型 二 
阶 系统 阶 牙 啊 应 解析 解 的 简洁 表示 方式 。 
1. 控制 系统 的 数学 模型 
这 里 以 一 个 实际 系统 为 例 来 介绍 系统 模 


AN 型 的 推导 。 考虑 图 2-3 中 给 出 电阻 玉 ， 电感 元 
四 和 5 本 * 的 和 电容 C 以 串联 形式 连接 起 来 的 电路 图 。 电 
| 7/ 流 写 二 满足 方程 


也 








图 2-3 BRLC 串联 电路 i0 = CS 人 (2.2.8) 
同时 ， 可 以 写 出 电容 元 件 两 端的 电压 we 人 t 的 方程 表示 为 
ut 二 Ri 人 tb 十 FS ) + 人 (2-2-9) 
从 这 两 个 方程 可 以 写 出 
PCS Le 昌 ) 加 十 RCSes 8 十 &e 人 (人 一 飞人 ( 昌 (2-2-10) 
这 时 却 (2-2-10) 为 一 个 二 阶 常 微分 方程 ， 这 个 方程 称 为 该 电路 的 数学 模型 ， 


其 中 居 ( 匠 类 系 闹 的 输入 全 号 写 ，tuct 折 为 输出 信号 。 连 续 动态 系统 的 数学 模型 一 般 都 
可 以 表示 成 常 微 分 方程 的 形式 。 更 一 般 地 ,假设 系统 的 输入 信和 号 为 (四 ， 且 输出 
信号 为 y( 臣 ， 则 线性 系统 的 微分 方程 可 以 写成 
dn"?/ qq? 一 1 q 
C1 十 Q2 人 十 … 十 2 十 Qh HU 
dm (人 du (bb 
二 二 








(2-2-11) 











十 Pt) 


3 .第 二 章 , 微 积分 与 积分 变换 的 计算 机 求解 
其 中 史 驻 称 为 系统 的 阶 次 。 
2. 控制 系统 的 传递 函数 模型 
由 于 很 久 以 前 并 没有 微分 方程 的 实用 求解 工具 , 所 以 可 以 利用 Laplace 变换 ， 
对 傲 分 方程 进行 变换 ,将 其 映射 成 代数 方程 来 求解 。 假设 y() 信和 号 的 Laplace 变 
换 式 为 了 (s)， 并 假设 该 信号 及 其 各 阶 导 数 的 初始 值 均 为 0, 将 Laplace 变换 的 重 
要 性 质 .经 [dy 人 (人 /dtt] = ssY(s) 代入 式 (2-2-11) 中 给 出 的 微分 方程 , 则 可 以 巧妙 
地 将 微分 方程 映射 成 多 项 式 方程 。 输 出 信号 和 输入 信和 号 Laplace 变换 的 比值 定义 
为 增益 ， 该 比值 又 称 为 系统 的 传递 函数 ， 从 变换 后 得 出 的 多 项 式 方 程 可 以 立即 得 
出 单 变量 连续 线性 系统 的 传递 汪 数 为 
(5) 是 5 十 bs 十 十 p5 十 六 1 


加 _ 一 2 (2212) 
LSs) al1sn 十 Qas" 1 十 Qssn 2 十 .十 ans 十 Qt 





C(s) 


其 中 六 (=1 十 1 与 al= 1 …), 见 十 1 为 常数 。 这 样 的 系统 又 称 为 线 
性 时 不 变 (linear time invariant，LII， 又 称 为 线性 定常 ) 系统 。 系 统 的 分 母 多 项 
去 义 称 为 系统 的 特征 多 项 式 。 对 物理 可 实现 系统 来 说 ,一定 要 满足 和 m 乏 允 ,这 种 
情况 下 又 称 系统 为 正则 (proper) 系统 。 若 人 nu < 寻 ， 则 称 系 统 为 严格 正则 。 史 一 和 
叉 称 为 系统 的 相对 阶 次 。 

从 式 (2-2-12) 中 可 以 看 出 ， 传 递 函 数 可 以 表示 成 两 个 多 项 式 的 比值 ， 在 
MATLAB 语言 中 , 多 项 式 可 以 用 疝 量 表示 。 依照 MATLAB 惯例 , 将 多 项 式 的 系 
数 技 s 的 降 帮 次 序 表 示 就 可 以 得 到 一 个 数值 向 量 , 用 这 个 向 量 就 可 以 表示 多 项 式 。 
分 别 表示 分 子 和 分 母 多 项 式 后 ， 再 利用 控制 系统 工具 箱 的 tf () 函数 就 可 以 用 一 
个 变量 表示 传递 函数 变量 CG: 


nun= [Loi yboz，……bomypmn+l]i den=[al,az，… ,anyan+1]; 
C=tf (num ,den) ， 


MAILAB 还 文 持 咏 一 种 特殊 的 传递 函数 的 输入 格式 , 在 这 样 的 输入 方式 下 ， 
应 该 用 s=tf('s?) 先 定 义 传递 函数 的 算 子 ， 然 后 用 类 似 数学 表达 式 的 形式 直接 
答 入 系统 的 传递 函数 模型 ， 下 面 将 通过 例子 演示 这 两 种 输入 方式 。 
s34 十 78s2 十 24s- 二 24 


人 ~ 记 天 j 一 -一 _ vv f > 
例 2-17 考虑 传道 画 数 模型 G(s) = 二 -二 2 二 2 ， 用 下 面 的 语 旬 就 可 


以 轻轨 地 将 该 数学 模型 输入 到 MATLAB 的 工作 空间 。 


>> num=[1 7 24 24]; den=[1 10 35 50 24]; % 分 子 多 项 式 和 分 母 多 项 趟 
6c=tf (num,qen)  % 这 样 就 能 获得 系统 的 数学 模型 G 


如 果 采 用 后 一 种 输入 方法 ， 同 样 可 以 输入 系统 的 传递 函数 模型 ， 二 者 完全 一 致 。 


>> S=tfk's'); 4 先 定 义 Laplace 算 子 5， 然 后 输入 传递 也 数 
G=(s “3+7*+s “2+24*B+24)/(s "4+10*xS~3+35*S“2+50+kS+24) ， 


2.2 Laplace 变换 及 反 变 换 


时 和 号 


上 面 模 型 很 容易 输入 ,方法 很 直观 ,但 如 果 分 子 或 分 母 多 项 式 给 出 的 不 是 完 
全 展开 的 形式 , 而 是 者 干 个 因 式 的 乘积 , 甚至 包括 其 他 运算 ,， 则 采用 前 一 种 输入 方 
式 很 烦琐 ， 直 接 采 用 后 一 种 方式 显得 更 直观 。 下 面 通 过 两 个 例子 可 以 演示 这 样 的 
和 输入 方法 。 
、 7(Ss“< 十 5 
例 2-18 试 将 Gf(s) = ET 
求解 由 于 这 里 给 出 的 是 因 式 型 的 分 子 、 分 母 ， 所 以 需要 首先 定义 5 算 子 ， 然 后 可 以 由 
下 面 语 名 直接 输入 该 传递 函数 。 
>> S=tf(2s2); G=7r(sS ”2+5)/(s+1)-3/(s”2+2*r8+3)VA(S>~2+7) 
Ah 或 G=7*(S ”2+5)/((s+1) ”3+r(S~2+2kS+3)#(S~2+71)) 
可 以 得 出 系统 的 传递 也 数 为 
Cl(s) 一 


模型 输入 到 MATLAB 工作 空间 。 


7s“ 十 35 
5 十 5s6 十 19s5 十 51s4 -上 95s3 十 11552 十 77s 十 21 


3 六 2 
例 2-19 试 将 传递 函数 CU(s) -9 十 05 十 9) 十 4 栓 入 到 MATLAB 工作 空间 。 


s3(s 二 1j[(s-2)2 十 引 

求解 可 以 看 出 ， 这 里 给 出 的 传递 函 数 分 母 念 有 多 项 式 混 合 运算 ， 因 为 多 项 式 内 部 含 
有 (s 二 5) 十 5 项 ,用 第 一 种 输入 方式 会 很 烦琐 ， 所 以 可 以 用 第 二 种 方式 直接 利用 算 子 
法 输入 系统 的 传递 函数 模型 

>> S=tf(' 82); G=(s 3+5*(S+5) ”2+4)/(s"3+k(s+1)*((s+2)~24+2) ) 
5 十 55s“ 十 50s 十 129 
Se 十 5s5 十 105s4 -十 6s3 

这 里 ,传递 函数 对 象 C 除了 分 子 和 分 母 多 项 式 外 , 还 有 其 他 各 种 各 样 的 属性 ， 
如 Ts 为 采样 周期 属性 ，ioDelay 属性 则 表示 其 延迟 时 间 常 数 。MATLAB 的 tt 
对 象 还 允许 携带 其 他 信息 (或 属性 )， 其 全 部 属性 可 以 由 set(tf) 命令 列 出 。 
例 2-20 若 系统 的 时 间 延 迟 常数 为 二 2， 即 系统 模型 为 G(sje-2s， 则 可 以 用 下 面 的 
命令 输入 G.iopelay=2 。 

由 前 面 的 例子 可 以 看 出 ， 在 MATLAB 语言 环境 中 表示 一 个 传递 函 数 模型 是 很 容 
多 的 。 如 果 有 了 传递 函数 模型 G,， 还 可 以 由 tfdata() 也 数 来 提取 系统 的 分 子 和 分 母 多 
项 斥 ， 即 

>> [tnum,denj=tfdata(G,:vV:) % 其 中 :v， 表 示 想 获得 数值 
孩 语 名 可 以 提取 出 分 子 和 分 母 多 项 式 系 数 向 量 

7 三 |0,0,0.1,5,50,129], gd = 11,5;.10,6.0,0.0 

更 简单 地 ， 还 可 以 通过 下 面 语句 提取 传递 通 数 的 分 子 和 分 母 多 项 式 。 

>> Dum=G.nunt1j+; daen=G.dqenf1}y; % 可 以 直接 提取 分 子 和 分 母 多 项 式 
这 里 {1} 实际 上 为 {1,1}， 表 示 第 1 输入 和 第 1 输出 之 间 的 传递 函数 ， 该 方法 直接 适 
合 于 多 变量 系统 的 描述 。 








可 以 得 出 系统 的 传递 函 数 为 G(s) = 


总 


昌 昌 昌 让 


和, 微 各 分 与 积分 变换 的 计算 机 求解 
3. 系统 的 零 极点 模型 及 MATLAB 表示 
零 极点 模型 实际 上 是 传递 函数 模型 的 另 一 种 表现 形式 ， 对 原 系统 传递 函数 的 
分 子 和 分 母 分 别 进行 分 解 因 式 处 理 , 则 可 以 得 出 系统 的 零 极点 模型 为 


TEST 二 


其 中 五 称 为 系统 的 增益 ，2 (= 1 ,mm) 和 Pi (= 1 ,mm) 分 别称 为 系统 的 
零 所 和 极 点 。 很 显然 , 对 实 系数 的 传递 函数 模型 来 说 ， 系 统 的 零 极 点 或 者 为 实数 ， 
或 者 以 共 斩 复 数 的 形式 出 现 。 

在 MATLAB 下 表示 零 极点 模型 的 方法 很 简单 ， 先 用 向 量 的 形式 输入 系统 的 
地 点 和 极 点 ， 然 后 调用 zpk() 函数 就 可 以 输入 这 个 零 极 点 模型 了 。 


z=[z21; 22; 22] D=[pii po;i ;pn]; 
Cr=ZPKCZ，7D， 开 ); 


其 中 表面 两 个 语句 分 别 输入 系统 的 零点 列 向 量 z 和 极点 列 向 量 p， 后 面 的 语 名 可 
以 由 这 些 信息 和 系统 增益 构造 出 系统 的 零 极点 模型 对 象 G。 截 极点 模型 也 有 自己 
的 应 多 属性 , 包括 采样 周期 属性 Ts 和 延迟 时 间 常 数 ioDelay。 

遇 6(s 十 5)(s 十 2 十 j2)(s 十 2 一 j2 
例 2-21 斌 输入 夫 李 楼 型 Ge) 一 “直人 全 光 ) 
求解 可 以 通过 下 面 的 MATLAB 语句 输入 这 个 系统 模型 

>> P=[-1;-2;-3;-4]; % 注意 应 使 用 列 向 量 ， 另 外 注意 符号 
Z=[-5; -2+21; -2-2i] ; G=zpk(Z,P,6) 


(2-2-13) 


人 
可 以 输入 系统 的 霍 极 点 模型 ， 并 显示 为 C(s) = 站 1 


注意 在 MAILAB 的 零 极 点 模型 显示 中 ,如果 有 复数 零 极 点 存在 ， 则 用 二 阶 多 项 
式 来 表示 两 个 因 式 ， 而 不 直接 展 成 一 阶 复数 因 式 。 
用 S=zpk(:s') 定义 堆 极 点 形式 的 Laplace 算 子 ， 同 样 能 输入 零 极 点 模型 。 
>> S=ZPKC72S72); 
G=6*(S+5)#k(S+2+21)*#*(S+2-21)/((s+1)*(S+2)#(sS+3)#(S+4)) 
4. 多 变量 系统 的 传递 函数 矩阵 模型 
多 变量 系统 的 传递 函数 矩阵 可 以 写成 


911(5) 912(5) …: 9ip(5j 


921(S) ga2(5) …， 92p(5) 


Cr(5) 二 (2-2-14) 


is) go) 


2.2 Laplace 变换 及 反 变 换 


其 中 gij(s) 可 以 定义 为 第 :路 输出 信和 号 对 第 7 路 输入 信号 的 放大 倍数 ， 称 为 (1 了) 
子 传递 国 数 。 多 变量 系统 的 传递 函数 定 阵 的 输入 方法 也 很 简单 、 直 观 ， 可 以 先 输 
入 各 个 子 传递 函数 ,然后 用 和 矩阵 输入 的 命令 就 可 以 构造 出 系统 的 传递 函数 矩阵 。 


例 2-22 试 将 下 面 带 有 时 间 延 迟 的 多 变量 传递 函 数 答 阵 上 由 输入 到 MATLAB 环境 。 


0.1134e 一 0 0.924 
G( 1.78s< 十 4.48s 十 1 2.U758s 十 工 
5S) 一 | 
0.3378e 一 0.35 一 0.318e 一 29s 


0.361s2 十 1.09s 十 工 2.93s 十 1 


求解 对 这 样 的 多 变量 系统 ， 只 需 先 输入 各 个 子 传递 函数 甜 阵 ， 再 按照 常规 矩阵 的 方 
式 输 入 整个 传递 也 数 甜 阵 。 具 体 的 MATLAB 命令 如 下 : 
>> gll=tf(0.1134, [1.78 4.48 1] ,ioDpelay，,0.72) | 
gl12=tf(0.924, [2.07 1]); 
g21=tfi(0.3378, [0.361 1.09 1] ,ioDelay:,0.3); 
gE22=tf(-0.318,[2.93 1] ,ioDelay',1.29) ; 
G=Lg11，g12; g21，g22] ; % 和 和 矩 阵 定义 一 样 ， 可 以 输入 传递 函数 憩 阵 
这 样 的 传递 函数 给 阵 还 可 以 由 下 面 的 方法 输入 ， 即 输入 各 个 不 带 延 迟 的 子 传 递 函 
数 ， 构 造 传递 函数 答 阵 ， 再 重新 赋值 其 ioDelay 属性 ， 亦 即 
>> gll=tf(0.1134, [1.78 4.48 1]); gl2=tf(0.924, [2.07 11); 
g21=tf(0.3378, [0.361 1.09 1); g22=tf(-0.318,[2.93 1]); 
G= [gl!1，gt2; g21，g22] ; 
G.ioDpelay=[0.72 0; 0.3，1.29]; 再 设置 时 间 延 迟 矩 阵 
其 中 的 (2,1) 子 传 递 函 数 可 以 用 G(2,1) 语句 直接 提取 出 来 。 
5. 传递 函数 和 和 零 极点 模型 的 相互 转换 
显 而 多 见 ， 式 (2-2-12) 中 定义 的 传递 函数 模型 和 式 (2-2-13) 中 表示 的 零 极 
氮 模型 是 描述 同样 微分 方程 模型 的 不 同 表 示 形 式 。 对 零 极 点 模型 进行 展开 处 
理 则 得 出 传递 函数 模型 ， 而 对 传递 函数 进行 因 式 化 则 可 以 得 出 系统 的 零 极 点 模 
型 。MATLAB 中 提供 了 更 简洁 的 方法 。 假 设 G 和 Gi 分 别 表示 传递 函数 和 有 零 极 
点 模型 ， 则 它们 之 间 的 相互 转换 可 以 由 Gi=zpk(G) 和 G=tf(G) 直接 求 出 。 
6. 二 阶 典 型 系统 的 阶 跃 响应 解析 解 推导 


在 控制 理论 教材 中 经 常 将 一 阶 典 型 系统 CUs) 二 二 作为 研究 


对 象 , 研究 其 阶 跃 响应 曲线 。 根 据 不 同 的 5 取 值 , 将 系统 分 为 无 阻尼 、 欠 阻尼 、 等 
阻 后 和 过 阻尼 四 种 情况 考虑 ,每 种 情况 有 自己 的 阶 跃 响应 解析 表达 式 。 
利用 Laplace 变换 与 反 变换 技术 , 给 出 下 面 的 语 各 


>> SymS Z Si Syms Wn Positive;i G=wn"2/(s ~2+2y+zkWwn#S+Wwn、2) 


R=JapJace(Sym(1)); y=ilaplace(G*R) 
则 可 以 直接 推导 出 二 阶 系统 阶 跃 响应 的 统一 表达 式 为 


cosh (cat) CSsinh 站 


上 一 工 一 wne 一 ont 
V( 芭 ) wne 和 E 


(2-2-15) 
式 中 wd = V62 -1 wn。 注意 , 该 通 解 不 能 处 理 C = 1 时 的 系统 响应 ， 但 在 数值 上 
用 = 工 -e 即 可 以 求解 , 或 采用 式 y 人 归 =1 上 +(-owst 一 1)e-“+ 直接 求解 。 

例 2-23 试 绘制 在 wn = 1 时 ,不 同 〔 值 下 的 对 象 二 阶 系统 阶 跃 响应 表示 。 

求解 可 以 令 wn = 1 这 时 用 循环 结构 就 可 以 得 出 响应 数据 ， 并 绘制 出 阶 跃 响应 曲线 ， 
如 图 2-4 (a) 所 示 。 另 外 , 利用 MATLAB 语言 的 三 维 表面 图 绘制 技术 还 可 以 得 出 阶 跃 
啊 应 是 三 维 曲面 表示 ， 如 图 2-4 (b) 所 示 。 





(a) 阶 跃 响应 曲线 (b) 阶 跃 响应 三 维 曲 面 
图 2-4 典型 二 阶 系统 的 阶 跃 响应 曲线 


>> Wn=lL;i zeta=[L0:.1:0.9 1-eps，1.1:0.1:1.5]， t=0:0.05:10; y=[; 
for Z=Zeta，Wwd=sqrt(Zz>*2-1)*vwn : 
y= [y; LT-wn#eXxP(-Z#Wnyt) . 半 [Cosh(wd#t)Vwn+z#ksinh(wd#kt)/wd]] ， 
end 


plot(\t,7)，figure，surf(t,zeta,y) ， Shading flat 
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头 似 于 前 面 介 绍 的 Laplace 变换 ， 可 以 将 时 域 信 号 通过 积分 变换 的 方法 变换 
成 复 变 量 s 的 函数 ，Fourier 变换 引入 频 域 变 量 ,，， 将 时 域 函 数 映射 成 频 域 变量 w 
的 函数 。Fourier 变换 的 性 质 类 似 于 Laplace 变换 ,基于 MATT AR 的 求解 方法 也 
关 似 于 Laplace 变换 。 本 节 将 介绍 Fourier 变换 的 定义 、 性 质 及 求解 方法 ， 并 将 介 
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电 二 时 重 了 时 有 量 有 和 中 才 有 中 


绍 MATLAB 不 直接 支持 的 ， 而 在 实际 中 有 用 的 各 种 其 他 形式 的 Fourier 变换 与 
求解 方法 。 
2.3.1 给 定 函 数 的 Fourier 级 数 展开 

给 定 周期 性 数学 函数 Fz),， 其 中 , rz E [一 二 刀 ， 且 周期 为 下 = 2 可 以 人 为 


地 对 该 函数 在 其 他 区 间 上 进行 周期 延 拓 , 使 得 Flz) = /UKT + z, 大 为 任意 整数 ， 
这 样 可 以 根据 需要 将 其 写成 下 面 的 级 数 形式 。 


C0 人 ， 7 
帮 2Z) 一 了 十 2 (ww co5 玉民 十 bsin 7 (2-3-1) 
其 中 ， 
1 六 7 
(mn 一 一 三 (z) COS 一 一 -Q 和、 妨 一 0U、 ] . 2， 。，。 
) 7 节 
L (2-3-2) 
oo 王 | Flzjsin- dz 二 12;3 
的 四 下 


该 级 数 称 为 Fourier 级 数 ， 而 an 又 称 为 Founier 系数 。 若 ze (a, 昌 ,， 则 可 以 计 
算出 二 = 敢 一 a)/2, 引入 新 变量 人 ,使 得 r = 人 十 到 +a， 则 可 以 将 方 全 ) 映射 成 
(一 天 站 区 间 上 的 函数 ,可 以 对 之 进行 Fourier 级 数 展开 , 再 将 全 = 一世 一 a 转 
换 成 民 的 图 数 即 可 。 
MATLAB 和 Maple 语言 均 未 直接 提供 求解 Fourier 系数 与 级 数 的 现成 函 
数 。 其 实 由 上 述 公 式 不 难 编写 出 解析 或 数值 的 Fourier 级 数 求 解 函数 。 其 中 解析 
吨 数 如 下 : 
function [A,B,F]j=fseries(f,x,p,a,b) 
LIf nargln==3，a=-pi;i b=pi;i endq 
L=(b-a)/2; if a+b，f=sSubs(t,x,x+L+a):， end 
A=intkt,x,-L,L)/L; B=[] ;FE=A7/2， 
for Dn=I:P 
an=int(fkcos (nkpikykXx/L) ,X,-L, 工 )/L， 
bn=:intkf*ysin(nkpirx/AL) ,x,-L,L)AL;i A=[A，an];i B=[B,bn]; 
F=F+ank#kCos(n*Pi#kX/L)+bnrysin(nkrpiyXxAL) ; 

ed 

if a+b，F=subs(GF,x,X-L-al) ，end 


蒋 男 数 的 调用 格式 为 
[4, 玉 ,FF=fseries(Cz,p,a,Db) 
其 中 , 了 为 给 定 函 数 ，z 为 自 变量 ，2 为 展开 项 数 ，a.D 为 工 的 区 间 ， 可 以 省 略 
取 其 软 认 值 |-r zj， 得 出 的 4, 万 为 Fourier 系数 ,， 灭 为 展开 式 。 仿 照 解 析 解 
fseries() 函数 其 实 不 难 写 出 其 数值 版 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 自己 试 一 试 。 
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例 2-24 试 求 给 定 函 数 1y1 三 Z(Zz 一 rr)(z 一 2r),zeE(0,2r) 的 Fourier 级 数 展 开 。 
求解 上 述 给 定 函 教 的 Fourier 级 数 展开 可 以 很 自然 地 用 下 面 的 语句 得 出 。 
>> SVyYmS Xj 荆 =X 冰 (X-Pi) 半 (X-2*PpI) ; 
[A,B,F]=fseries(f,x,12,0,2*pi); latex(F) 
这 样 ， 可 以 得 出 前 12 项 的 Fourier 级 数 展 开 为 


4 了 12 虽 ， 2 
帮 z) =12sinz 十 5 sin 2 十 sn37r 十 一 Sin4zr 十 一 -Sn57 十 一 Sinb6z 十 一 -Sin77 


9 16 人 18 d343 
4 3 及 ， 1 
+ Sin 8Z 十 745 sin 92 十 550 sin 10z 十 133] Sin 1T1lz 十 二 Sin 12 
本 9 负 
其 实 ， 该 展开 的 解析 表达 式 为 f(z) = 》， -5 sinmz。 
一 


例 2-25 考虑 (一 r,r) 区 间 的 方 波 信号 , 假设 Z>0 时 wy = 1 否则 y = -1， 试 对 该 方 
波 信号 进行 Fourier 级 数 拟 合 ， 并 观察 用 多 少 项 能 有 较 好 的 拟 合 效果 。 
求解 给 定 的 函数 可 以 由 jz) = |zl/z 表示 ， 故 由 下 面 语句 可 以 容易 地 生成 汇 轴 数据 
点 ， 求 出 理论 的 方 波 数 值 ， 并 通过 不 同 阶 次 的 Fourier 级 数 展 开 去 拟 合 原 来 的 方 波 函 
数 。 得 出 的 曲线 如 图 2-.5 (a) 所 示 。 
>> SyYmS Xi f=abs(xX)/X;i 定义 方 波 信号 

XX=[-Ppi:pi/200:Pi] ; xx=xx(Xxx-=0) ; xx=sort([xx,-eps,eps]) ; 

yy=Subs (f,Xx,Xxx); Plot(xx,yYV) ，hold on 

for D=1:20 

[a,b,f1]j=fseries(f,x,Dn); yl=subs(fl,x,xx) ; plLot (xx,y1) 


end 





0 3 5 


一 2 一 1 ] 2 
(a) 方 波 信和 号 的 Fourier 级 数 逼 近 


4 6 


一 2 0 2 
(b) 大 范围 的 逼近 效果 
图 2-5 方 波 信号 的 Fourier 级 数 台 近 


从 得 出 的 结果 看 ， 当 阶 次 等 于 10 左右 就 能 得 出 较 好 的 拟 合 ， 再 增加 阶 次 也 不 会 
有 显著 的 改善 效果 。 取 即 = 14， 则 Taylor 级 数 展开 可 以 由 下 面 的 语句 具体 得 出 。 
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是 


>> [la,b,flLj=fseries(E,X,14) ;EL! 
Taylor 笑 级 数 展 开 可 以 具体 表示 成 
FUD) sd4 


sn 4sndir 4sn5z 4smnrz 4sngozr 4Smlir 4Smn137 
工 工 5 区 7 工 9T 1 王 3 工 























从 该 结果 可 以 总 结 出 一 般 的 展开 公式 为 flz) = 上》、Sineew 1 。 另 外 ， 应 该 注意 
T 全 2 一 1 
这 里 采用 的 Fourier 级 数 的 拟 合 范围 。 因 为 Fourier 级 教 是 假定 让 ft 是 周期 函数 ， 而 原 
函数 本 身 则 不 是 ， 故 在 指定 的 (-Tr,r) 范围 内 拟 合 效果 比较 满意 , 但 此 范围 之 外 则 完全 
不 同 ， 见 图 2-5 (bb)。 
>> XX=[-2*xpiz:pi/200:2*pi] ; XX=XX(XX~=0) ; Xx=Sort([xx,~eps,eps]); 


yy=Subs( ET ,x,XXx) ; yl=sSubs(f1,X,XX); Plot(xx,y1l1,xx,yYy) 


2.3.2 Fourier 变换 及 反 变 换 定 义 与 性 质 
Fourier 杰 换 的 一 般 定 义 为 


fw 


多 [ffzj] = | Flzje-iczdz 一 三 (w) (2-3-3) 


一 总 ) 


如 条 已 知 Fourier 变换 式 子 P(w)， 则 可 以 由 Fourier 反 变换 公式 反 演 出 广 昌 
国 数 为 


人 


1 = 去 | 下 Cerrdo (2.3-4) 
这 里 仍 将 不 加 证 明 地 列 出 一 些 Fourier 变换 的 性 质 ; 
由 线性 性 质 奋 a 与 均 为 标量 , 则 多 [jb) 土 好 的 ] = a 多 [的 ] 士 多 [gb)]。 
@ 平移 性 质 .多 [tt 十 oj] = etiavF(w)。 
G@) 复 域 平 移 性 质 .多 [esictj] 三 已 (w 干 a)。 
由 微分 性 质 .多 [djF/dj = jcF(w， -一 般 地 ,mm 阶 微分 可 以 由 下 式 求 出 。 


| 二 /的 | = Genztrd (2-3.5 
回 积分 性 质 : 多 | ftrdr| - 二 一 般 地 ,函数 ft) 的 m 重 积分 的 


Fourier 变换 可 以 由 下 式 求 出 。 


多 | 须 | fn - 有 这 (2-3-6) 
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和 和 


@@ 尺度 变换 多 [Fat] 二 -位 )。 
( 卷 积 性 质 .多 [Fi *g9(Ob)] = 多 [| 请] 多 [9 人 (的 ]， 卷 积 定义 仍 为 式 (2-2-5)。 


2.3.3 ”Fourier 变换 的 计算 机 求解 
和 Laplace 变换 一 样 , 应 该 先 申明 符 号 变量 , 并 定义 出 原 函 数 为 Fun, 这 样 就 
可 以 按 如 下 的 格式 调用 Fourier 变换 求解 函数 fourier(),， 得 出 该 函数 的 Fourier 
变换 式 。 
站 =EourierCFun) y 按 上 默认 变量 进行 Fourier 变换 
有 =fourier(Fun，7，z) YY 将 vv 的 函数 变换 成 的 函数 
给 出 了 Fourier 变换 表达 式 ， 则 可 以 通过 ifourier() 函数 求解 该 函数 的 
Fourier 反 变 换 问 题 。 该 函数 的 具体 调用 格式 为 
j =ifourier (Fun) % 按 默认 变量 进行 Fourier 反 变 换 
f=ifourier(Fun，2，2) % 将 Y 的 函数 变换 成 vv 的 函数 
从 上 面 的 语句 可 以 看 出 ,如果 定义 了 已 知 函 数 ,， 则 可 以 用 一 个 语句 求解 出 其 
Eourier 变换 或 反 变 换 式 子 , 变换 函数 的 调用 和 Laplace 变换 一 样 简单 。 
例 2-26 考虑 jb=1/(2 +a2j,a > 0， 试 写 出 该 孙 数 的 Fourier 变换 走 。 
求解 可 以 用 下 面 的 语句 得 出 原 函 数 的 Fourier 变换 。 
>> Syms 七 Wj SymSs a Positiveij f=1/(t”2+a”2) ; F=fourier(Ct ,tw) 


这 样 得 出 的 结果 为 [eeHeavisidew 十 ec:Heaviside -o]| ， 其 中 Heaviside(w) 函 
数 为 上 的 阶 跃 函数 ， 又 称 为 Heaviside 郴 数 ， 其 数学 定义 为 


] 之 日 
ieavisidelw) 三 | 中 有 取 什 (2-3-7) 
[他 ww 


假设 必 > 0, 则 已 可 以 简化 成 Te/a, 若 w<0, 则 瓦 可 以 简化 成 Te /aaG， 故 可 以 
一 鼠 | 中 | 
将 上 述 结果 写成 多 [f(] 一 盖 
然而 ， 这 样 的 最 简 表 达 式 是 通过 MATLAB 语言 的 自动 化 简 功能 无 法 得 出 的 。 对 
得 出 的 结果 进行 Fourier 反 变 换 ， 则 将 还 原 出 原 了 数 。 
>> SymsS 七 Wij SymS a Positiveij f=pi*rexp(-a*abs(w))/a， ifourier(it) 
例 2-27 假设 时 域 函 数 为 0) = sin2fabtj/t，a > 0， 试 求 出 其 Fourier 变换 。 
求解 由 给 定 的 式 子 ， 可 以 用 下 面 的 语句 获得 原 函 数 的 Fourier 变换 。 


>> Symgs tt Wi SymS a Positive;i f=sin(ax*t) ”2/t: fourier(ti,t,WwW) 
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和 时 和 


这 样 ， 得 出 的 结果 为 Heaviside(e - 2a) 十 Heaviside(w 十 2a) 一 2Heaviside(w)| 。 可 
见 ， 该 结果 仍然 依赖 于 Heaviside() 也 数 ， 所 以 理解 Hieaviside() 函数 将 使 得 用 户 能 得 
到 更 简单 的 形式 。 所 以 由 上 面 的 结果 可 知 : 当 ww> 2a, 则 3 个 Heaviside() 函数 的 值 均 
为 ]， 故 站 (wj =0。 若 w 世 一 2 则 3 个 通 数 的 值 均 为 0 故 志 (wj 三 0。 若 0<w<2a， 
则 第 2 和 第 3 个 Heaviside() 的 值 为 1， 故 下 (ww) = 一 /2。 当 0 > w > 一 20， 则 
下 (ww)] = j/2。 综 上 所 述 ， 原 了 数 的 Fourier 变换 可 以 化 简 成 


0U. > 2 
一 jssgnl)/2， ll < 2a 
-tsin2t ty> 
网 2-28 六 六 出 代 画 改 X 人 0 四 的 Fourier 变 摘 。 
:< 


求解 该 已 知 函 数 可 以 由 单一 的 符号 函数 Ab = ertsin2tHeaviside( 旭 表示 ， 故 其 
FEourier 变换 可 以 由 下 面 的 语句 直接 求 出 
>> SYyYms 七 ; f=exp(-t)*sin(2#+t)*heaviside(t); Simple(fourier(fy) ) 
一 
赤 换 结果 为 一 一 一 一 一 。 
基 信 鬼 结 果 为 一 5 十 一 2jw 


恒 .29 斌 未 册 有 限 区 间 画 才 XO = | | 
0， 站 >> 
求解 由 给 出 的 表达 式 可 见 ， 很 难 用 单一 的 MAILAB 符号 函数 描述 整个 jb 函数 ， 
从 而 幸 用 fourier() 通 数 求解 原 问 题 ， 所 以 应 该 对 原始 思路 做 一 个 调整 ， 不 采用 该 盟 
数 ， 而 直接 由 定义 求解 原 问题 ， 这 样 可 以 给 出 下 面 的 语句 

>> Syms 七 Wi 了 =Simple(int((1-abs( 蕊 ) )exp(-Sqrt(-1)*wWz#t) ,七 , -1 1)) 
可 以 得 出 下 (ww) = 三 :多 [6 =2(1 -cosw)/w” 


的 Fourier 变换 。 


2.3.4 Fourier 正 和 和 余弦 变换 
Fourier 正 强 变 换 的 一 般 定 义 为 


Zn]= | TDsinGbdt = 局 (2-3-8) 
Fourier 余弦 变换 的 一 般 乍 义 为 
多 cf = | Aceoswbdt = 局 (2-3.9) 


相应 地 ,还 可 以 如 下 定义 Fourier 正 区 和 余弦 反 变 换 为 


加 2 三 
多 IIRRO“ | 尺 (wJ sin(wbdw (2-3-10) 
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过 二 


多 -IF = | 严 (w) cos(wbydu (2-3-11) 
类 似 于 Fourier 变换 , 还 可 以 定义 出 对 称 的 Fourier 正弦 和 余弦 变换 ， 即 在 正 
变换 中 乘 以 V2/xr， 反 变换 除 以 V2/r,， 所 以 车 能 得 到 前 面 定义 的 变换 ， 就 可 以 转 
换 成 对 称 定义 的 变换 。 
MATLAB 语言 的 符号 运算 工具 箱 中 并 未 直接 提供 余弦 Fourier 变换 的 函数 ， 
所 以 可 以 考虑 采用 符号 积分 的 方法 直接 求 取 余 弦 Fourier 变换 。 下 面 将 提供 具体 
例子 演示 正弦 和 余 笠 EFourier 变换 的 推导 方法 。 
例 2-30 试 求 出 夏目 三 terota>072 一 1.2 ,8 的 余 芒 Fourier 变换 。 
求解 解决 这 样 的 问题 可 以 采用 循环 结构 ， 对 不 同 的 1 值 ， 可 以 用 直接 积分 的 算法 求 取 
Fourier 余 统 变换 ， 并 将 得 出 的 结果 进行 化 简 ,， 如 表 2-1 所 示 。 
>> SyYmS 七 W; SymSs aa Positive 
for 1=1 :8 
f=t “IIykexPp(-ayt) ; F=jint(Efrcos(wyt) ,tt,0,inf); 1Latex(simple(F)) 
enad 
在 前 面 给 出 的 命令 中 使 用 了 积分 解析 求解 的 int() 函数 ， 该 函数 的 调用 格式 将 
在 第 4 章 中 详细 介绍 。 其 实 ， 按 照 数 学 手册 呈 中 给 出 的 公式 ， 对 整数 )， 可 以 得 出 


秘 十 荆 [7 3] 
mv 人 7 rp [7 277? 十 1 
Zoo [re 人] 一品 ( 证 并 (DC2e (2 (2-3.12) 


0 十 ? 
?7 一心 


表 2-1 史 取 不 同 值 时 Fourier 余弦 变换 结果 





必 值 多 cos[F 刘 ] 
1 4 Q 一 ww 2(-o 二 3w2)a 6(-e 十 2aw 十 wo2)(-a2 一 2aw 十 wo2) 24a(a4 一 10a2w2 十 5w4) 
a2 十 ww212， a2 了 ww2y3 a2 十 24 ) (a2 十 w2)5 
56 | _ 120(--a 二 wj)(ae 十 w)(ao 一 4oa 十 wo2)j(fa2+4ca+w2) 720(-a6 十 21a4w2 一 35w4a2 十 7w5)a 
， a2 十 216 (a2 十 ww2)7 
- 5040 (ae + 4ajyw 一 6a 2 -4aw3 + wo4) (e4 -4a3w - 6a2w2 十 4aw3 十 4) 
Q2 十 中 2 六 
40320a (-o 十 3w”) (-ae + 33a4w2 -- 27a2w4 十 3w6) 


Q2 十 必 2 2 


MATILAB 语言 并 未 直接 提供 Fourier 正弦 、 余 弦 变 换 的 现成 函数 , 而 Maple 
语言 提供 了 Fourier 正弦 、 余 藤 变 换 的 函数 ， 故 可 以 用 MATLAB 的 符号 运算 工 


2.3 Eourier 变换 及 反 变 换 


具 箱 直接 调用 Maple 中 的 现成 函数 。 具 体格 式 为 


了 =maple('fouriersiny: ,tw) % 求解 Fourier 正弦 变换 
L=maplet:fouriercos : , 厂 t,w) % 求解 Fourier 余 终 变换 
j=maple('invfouriersin,R,w,t) 《求解 Fourier 反正 蓄 变 换 
j =maple('invfouriercos:, 忆 ,oo,i YY 求解 Fourier 反 余 弦 变 换 


其 中 , maple() 函数 是 MATLAB 符号 运算 工具 箱 中 的 函数 ， 允许 用 户 直接 调 
用 Maple 中 的 有 关 函 数 ，:fouriersin' 等 是 Maple 中 的 函数 名 ， 其 余 参 数 是 
Maple 中 参数 的 格式 。 


例 2-31 重新 考虑 例 2-30 中 给 出 的 分 段 函 数 ， 令 收 = 6， 采用 Maple 中 提供 的 现成 胆 
数 求解 Fourier 余弦 变换 问题 ， 并 试 着 对 结果 进行 Fourier 余 纺 反 变 换 。 
求解 利用 Maple 中 的 Fourier 余 苞 变换 函数 和 反 变 换 函 数 可 以 得 出 如 下 的 结果 : 

>> SymS 七 Wj SYyms a positive 


T=t “6*eXxp(-a#kt) ; F=maple()fouriercos' ,f,t,w):， latex(F) 





该 结果 可 以 直接 表示 为 多 cos[(b] = 720/ 212 35 和 7 纪 
可 让 口号 本 本 (a2 十 w2) 7 02 04 06 品 


和 表 2-1 的 结果 相 比 可 见 ， 由 这 种 方法 得 出 的 不 是 式 (2-3-9) 中 给 出 的 变换 ， 而 是 
对 称 处 理 的 变换 结果 ， 亦 即将 该 式 得 出 的 结果 乘 以 V37F 后 得 出 的 结果 。 
cos( 有 0<z<a 
0， 其 他 
求解 用 Maple 中 变换 方法 的 难点 在 于 表达 分 段 函 数 ， 所 以 仍 可 以 考虑 直接 通过 定义 
进行 变换 的 方法 。 研 究 定 义 式 子 可 以 立即 发 现 ， 式 (2-3-9) 的 被 积 函 数 在 ie (aco) 区 
间 的 值 为 0, 这样， 其 积分 亦 为 0， 故 整个 积分 问题 就 变 成 tc (0,a) 区 间 的 积分 问题 
了 ， 故 可 以 用 下 面 的 语 甸 求 出 该 函数 的 Fourier 余弦 变换 为 


>> Symg 七 Wi SyYmS a Positive 


例 2-32 试 求 取 分 段 函 数 Fb = | 的 Fourier 余弦 变换 。 


ft=cos(tt); F=simple(int(f*cos(wyt) ,tt,0,a))，1atex(F) 
得 出 的 结果 为 Zeos[ 昌 ] 一 人 该 式 还 可 
sina( 一 2 十 aw) sinfa 十 ac) 


以 进一步 手工 化 简 为 .多 os[F] = 2 二 ED 


2.3.5 离散 Fourier 正弦 、 祭 弦 变 换 


离散 Fourier 正弦 、 余 弦 变 换 又 称 为 有 限 Fourier 正弦、 余弦 变换 ， 和 前 面 介 
绍 的 Fourier 正弦 、 余 弦 变 换 相 比 , 其 积分 区 间 从 t e (0, co) 变 成 了 te (0,a),， 故 
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和 和 


其 定义 为 
Tt “ KTrt 
Fs(8) 三 | F 矿 刘 sin 一 一 qt， 开 (6) = | 厂 划 cos 一 一 dt (2-3-13) 
0 & 0 CQ 
相应 地 ， 可 以 定义 出 有 限 Fourier 正弦 、 余 驴 反 变换 为 
2 一 Tt 
太一 - 2 到 (大 ) sin 一 (2-3-14) 
] 2 一 ATt 
1 的 一 二 R(O) 十 2 有 (py cos 一 (2-3-15) 


和 前 面 定义 的 不 同 ,， 反 变换 不 再 是 积分 式 子 ,而 是 无 穷 级 数 的 求 和 。 下 面 通 
过 例子 介绍 如 何 用 MATLAB 及 其 符号 运算 工具 箱 求 取 给 定 函数 的 有 限 变 换 。 


例 2-33 考虑 分 段 函 数 1) 三 | 次 ， 其 中 ，a > 0， 试 求 其 离散 Fourier 
Q 一 t 二 >Q/2 
正 强 变 摘 。 
求解 函数 的 离散 Fourier 正弦 变换 可 以 由 下 面 的 语句 直接 求 出 。 
>> Syms 七 KK; SYyYmS a Positive;i fl=t;i 2=a-t; 
Fs=int(fi1ksin(X*Ppi*#rt/a) ,t,0,a/2)+int(E2*x8sijin(kypikt/a) ,ta/2 ,al) ; 
simple(Fs) 
因为 符号 运 站 工具 箱 不 直接 支持 整数 变量 ， 所 以 该 方程 只 能 最 终 化 简 成 


“(2Ssin(172Kr) -sin(K 
多 sin|j | = CD 


2a“ 1 大 区 
一 一 一 
大 2 区 2 2 


考虑 到 天 为 整数 ， 故 有 sin(kr) 三 0， 该 式 可 以 手工 化 简 为 .多 sin[F( 


2.4 2Z 变换 及 反 变 换 


严格 说 来 ，Z 变换 并 不 属于 积分 变换 , 但 由 于 其 定义 、 性 质 和 求解 方法 也 类 
似 于 Laplace 方法 , 并 且 该 方法 可 以 在 描述 离散 系统 数学 模型 中 起 着 重要 的 作用 ， 
所 以 本 节 将 介绍 2 变换 ， 并 引入 离散 传递 函数 表示 方法 ,离散 、 连 续 传 递 函 数 的 
双 线 性 变换 方法 。 

2.4.1 2 变换 及 反 变 换 定 义 与 性 质 
离散 序列 信和 号 /kb) 的 Z 变换 可 以 定义 为 


2[f(= 》 ADz = (2-4.1 


2. 和 2 变换 及 反 变 换 4 


自 学 ” 昌 昌 和 


类 似 于 前 面 介 绍 的 Laplace 变换 和 kourier 变换 ,Z 变换 也 有 很 多 性 质 ， 仍 不 
加 证 明 地 列 出 一 些 性 质 如 下 : 
山 线性 性 质 者 a 与 为 标量 , 则 从 ja 后 士 bo(p)| = aa 全 [FJ] 士 p&o(5)]。 


@C 时 域 平 移 性 质 用 [FE 一 7) = >" 开 (z)。 

国 s 域 比例 性 质 余下 FE)] = 天 (rz)。 

由 频 域 微分 性 质 科 [KF(p)] = -2zdA(z)/dz。 

吧 频 域 可 分 性 质 双 | 帮 /| -| 忆 (w)/wdw。 

@@ 初 值 性 质 lim jb) = lim 天 (2)。 

人 终 值 性 质 如 果 已 (z) 无 单位 圆 外 的 极点 , 则 dim AR) = jiam(z 一 JJ)F(z)。 
卷 积 性 质 笠 [7R)*g(N] 三 他 [F)] 生 [9 ) 离散 卷 积 算 子 * 定义 为 


CR 


= >》_ 7F(E)g( 开 一 全 (2-4 2) 


[=0 
给 定 Z 变换 式 子 下 (z)， 则 其 Z 反 变换 的 数学 表示 为 


[ 


/=2TT= 汉中 Fazrdz (2-4-3) 


2.42 2 变换 的 计算 机 求解 


利用 MATLAB 的 符号 运算 工具 箱 , 则 Laplace 变换 、Z 变换 及 反 变换 可 以 很 
容易 地 求 取 出 来 , 掌握 这 样 的 工具 可 以 免除 复杂 问题 的 手工 推导 ， 既 节省 时 间 又 
能 避免 展 层 的 低级 错误 。 利 用 符号 运算 工具 箱 中 提供 的 ztrzans() 和 iztrangs() 
盟 数 可 用 得 出 给 定 函 数 的 2 变换 及 反 变 换 。 这 两 个 函数 的 调用 格式 为 

=Zztrangs (Fun， 天 ，Z) % 按 默 认 变量 进行 2 变换 

有 =iztrans(Fun，2z，AK) 2Z 反 变换 ， 将 >z 的 函数 变换 成 上 的 函数 
耕 怕 函 数 只 有 一 个 变量 ， 则 调用 时 无 需 给 出 友和 >。 
例 2-34 求解 F(KT) = akT 一 2+(akT 二 2)e-ak7 通 数 的 Z 变换 问题 。 
求解 原 函 数 的 Z 变换 可 以 用 下 面 的 语句 来 完成 。 

>> Syms aTK 声明 符号 变量 
下 =3#X#T-2+( 人 aykKzkT+2)#eXxp(-arKk*kT) ; F=ztrans(f) % 定义 并 求解 
QZ 六 


该 结果 为 lf(KTi 一 -一 2 9 人 ( 2 


QT ze 一 co 
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性 和 和 


例 2-35 假设 零 阶 保持 器 的 Laplace 变换 表示 加 为 Ch(s) = 1 二 一， 并 已 知 传递 函 
数 G(s) 二 | 试 导出 受 控 对 象 的 Z 变换 表达 式 多 [Gh(s)G(s)]。 
求解 由 定义 知 z 一 e7s， 故 要 求 的 Z 变换 可 以 改写 成 (1 - z 一 四 欠 [G(s)1s 
>> Syms T SS Z a Xi; G=K/s/(s+a) ij E=ilaplace(G/s) ; 
GZ=Simple((C1L-zZ” -17) )*ZztranSs(gE) ) 
上 面 的 语 名 可 以 直接 导出 所 需 的 民 变换 为 


(az 一 zz 十 2e 2 十 1 一 ae 一 e 2) 下 
0 (2 一 26-2 一 十 e-2) 





竺 [Cnhkts)GC(s) = 


例 2-36 考虑 下 (z) = 9q/(z 开 一 D)7 了 数 的 民 反 变换 问题 ， 这 里 可 以 对 不 同 的 mm 值 进 
行 反 变 换 ， 并 总 结 出 一 般 规 律 。 
求解 根据 要 求 ， 可 以 用 符号 运算 工具 箱 求 出 a = 12,…… ,8 的 Z 反 变换 。 
>> Syms P qz 
for i=1:8，disp(simple(iztrans(q/(1/z-p)、i)))，enqa 
虽 可 以 得 出 下 面 一 系列 的 结果 
一 9/P(L/P) 
Q/P (1 +mn)GLVD) 
一 1/2g(1/P)” (1 十 m)(2 十 了 2)/P 
1769(1VBD)(3 十 人 2 十 7) 人 十 mA 
一 1/249(17/p) (4 二 mi(3 十 2)(2 十 7 人 (1 十 即 )7 
17/120qd(1/p)(5 十 mm)(4 十 m (3 十 m)(2 十 了 2)(1L 十 m)/p6 
-17/720q(LDp)"(6 十 了 (5 十 m)(4 十 2)(3 十 m)(2 十 mm) 人 (1 十 mAD7 
1/5040g(U7/D) ”7 十 m)(6 十 ?2)(5 十 P)(4+m)(3 -+m)(2 十 m)(L 十 交 )/p8 
总 结 上 述 结 果 的 规律 ， 可 以 写 出 一 般 的 书 反 变换 结果 为 


空 【ea 一 二 It (2-4-4) 


(z 一 DD) 7 一] DT 


2.4.3 ”离散 时 间 系 统 的 建 模 


关 似 于 连续 系统 ,者 对 描述 离散 系统 的 差分 方程 进行 Z 变换 ， 则 可 以 推导 出 
离散 系统 的 传递 图 数 模型 ， 这 里 将 演示 差分 方程 到 离散 系统 传递 函数 的 转换 ， 引 
入 离散 传递 函数 的 概念 及 MATLAB 表示 方法 ,并 介绍 连续 、 离 散 系统 的 双 线 性 
变换 方法 。 

1. 线性 离散 系统 的 差分 方程 模型 
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量 办 本 


单 变 量 线性 离散 系统 可 以 由 差分 方程 表示 
oz(KT) 十 Gay[( 开 一 1 人 十 十 aa 一 于 一 巧 到 十 an 一 中) 了 三 


式 中 了 为 离散 系统 的 采样 周期 。 
2. 离散 系统 的 传递 函数 模型 及 MATLAB 表示 
类 似 于 微分 方程 ,差分 方程 的 直接 求解 也 是 很 困难 的 , 所 以 可 以 借助 于 2Z 变 
换 的 功能 , 将 离散 系统 的 差分 方程 转换 成 2 变换 形式 。 离 散 系统 的 离散 传递 洒 数 
模型 可 以 定义 为 
杂 ( 本 bz 十 Di 十 十 bz 十 机 (2.4.6) 


Q127m 十 Q22zn 一 十 :十 Qnz 十 Qn+l 
在 MATLAB 语言 中 ,输入 离散 系统 的 传递 函数 模型 和 连续 系统 传递 函数 模 
型 一 样 简 单 ， 只 需 分 别 按 要 求 输 入 系统 的 分 子 和 分 母 多 项 式 ， 就 可 以 利用 tf() 函 
数 将 其 输入 到 MATLAB 环境 。 和 连续 传递 函数 不 同 的 是 ,同时 还 需要 输入 系统 
的 采样 周期 了 ， 县 体 语 人 铅 如 下 : 


Diam= [po ,D1 ，. 四 ,1 ,了 9 den= [al 人 2 ” ,Qn ，Qnmn 二 1] 9 
瓦 =tf (num ,dqen, Ts ,全 ) ，; 


其 中 了 应 该 输入 为 实际 的 采样 周期 数值 , 五 为 离散 系统 传递 函数 模型 。 此 外 , 仿 
照 连续 系统 传递 函数 的 算 子 输入 方法 ,定义 算 子 z=tf(;z) ,六 ) ， 则 可 以 用 数学 
表达 陈 形 式 输 入 系统 的 离散 传递 郧 数 模 型 . 
例 2-37 试 输入 离散 系统 的 传递 函数 模型 五 (z) = 
其 中 采样 周期 为 工 三 0.1 秒 。 
求解 由 下 面 的 语句 将 其 输入 到 MATLAB 工作 空间 
>> num=[6 -0.6 -0.12]; den=[l1 -1 0.25 0.25 -0.125] ， 
H=tf (num ,den, :Ts ,0.1) 输入 并 显示 系统 的 传递 表 数 模型 
该 模型 还 可 以 采用 算 子 方式 直接 输入 
>> Z=tft(2Z2 ,0.1) ; 
H=《6*Zz”2-0.6+Z-0.12)7/(z-4-Zz-3+0.25*Zz72+0.25*Z-0.1257) : 
离散 系统 的 时 间 延 迟 模型 和 连续 系统 不 同 ， 一般 可 以 写成 
b0zm 十 D27 十 十 证 六 
CQ12Z” 十 Q2Zm 一 ] 十 :十 QnyZ 十 尼 记 十 1 
这 了 吏 要 求实 际 延 迟 时 间 是 采样 周期 了 的 整数 倍 ， 亦 即时 间 延 迟 常 数 为 mm 记 。 若 
要 输入 这 样 的 传递 函数 模型 ， 只 需 将 传递 函 数 的 ioDelay 属性 设置 成 办， 即 
五 .ioDpelay=?77m 。 


62< -- 0.6z 一 0.12 
24 一 23 十 0.25z2 十 0.25> 一 0.125 


Fr(z) = z (2-4-7) 


和, 徽 各 分 与 积分 并 扫 的 中 全 机 汪 角 
类 似 于 连续 系统 的 零 极点 模型 ， 离 散 系 统 的 零 极点 模型 也 可 以 用 同样 的 方法 
输入 , 亦 即 先 输入 系统 的 零点 和 极点 ， 再 使 用 zpk() 函数 就 可 以 输入 该 模型 ， 注 
意 输 入 离散 系统 模型 时 还 应 该 同时 输入 采样 周期 。 


网 人 (z 一 La2z 一 LV2+j/2)0z 一 1712 一 j/2) 
例 2-38 已 知 离散 系统 的 零 极 点 模型 为 zj20gHICHIT7SICHITNTCTILTD， 


其 采样 周期 为 了 = 0.1 秒 ， 试 将 该 模型 输入 MATLAB 工作 空间 。 
求解 可 以 用 下 面 的 语句 输 入 该 系统 的 数学 模型 
>> Z=[1/2; 1/2+li/2; 1/2-1i17/2] ; p=[-1/2; -1/3; -1V/4; -1/5] ; 
H=zpkktz,p,1/120,， Ts: ,0.1) 


可 以 得 出 系统 的 传递 函数 模型 为 百 (z] 二 


3. 系统 的 双 线 性 变换 网 
和 连续 系统 和 离散 系统 的 传送 函 数 是 可 以 相互 转换 的 ， 例 如 令 。 = 于 二 


则 可 以 将 连续 系统 传递 函数 变换 成 z 的 函数 ,经 过 处 理 就 可 以 直接 得 到 离散 系统 
的 传递 函数 模型 ， 这样 的 变换 又 称 为 双 线 性 变换 或 Tustin 变换 ， 这 是 一 种 常用 的 


离散 化 方法 。 若 令 = 开元 /5 ， 则 可 以 将 离散 传 冰 数 模型 变换 成 连续 传递 


数 模 型 ， 这 样 的 变换 又 称 为 Tustin 反 变 换 。 

除了 上 述 变换 方法 外 , 还 可 以 引入 其 他 的 变换 方法 进行 连续 系统 和 离散 系统 
的 相互 变换 。 例 如 可 以 引入 基于 零 阶 保持 器 ZOH 和 一 阶 保持 器 FOH 的 变换 方 
法 . 这 样 的 变换 可 以 通过 MATLAB 提供 的 c2d() 函数 和 d2c() 直接 进行 两 种 模 
型 的 相互 变换 。 


Cd=c2d(G,T, 方 法) % 离散 化 ， 方 法 为 :zoh，, ,foh， ,tustin， 等 
C=d2c(Gud ,方法 ) y 连续 化 ， 无 需 全 ， 方 法 仍 如 上 


0.0083333(z 一 0.5)(z< 一 > 十 0.5) 
(z 十 0.5)(z 十 0.3333)(z + 0.25)(z 十 0.2) 





例 2-39 假设 连续 系统 的 数学 模型 为 G(s) = 
入 ， 旗 得 邮 其 等 效 离散 模型 。 
求解 可 以 用 下 面 的 语句 输入 该 系统 的 传递 函数 。 
>> S=tf( 8"); G=1/(s+2) ”3; G.ioDpelay=2; 
采用 零 阶 保持 器 和 Tustin 算法 对 其 离散 化 ， 则 可 以 得 到 下 面 的 结果 


>> G1=c2d(G ,0.1) hh 替 阶 保持 器 变换 


e “， 选 择 采 样 周期 为 研 = 0.1 





(s 十 2 


0.0001436z“< 十 0.0004946z 十 0.0001064 _ 20 


23 二 2.45622 十 2011z 一 05488 


其 数学 形式 为 CzoHfz) 一 


>> G2=c2d(G,0.1,:tustin) Yy Tustin 变换 
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和 和 


其 数学 形式 为 
9.391x10-”2 十 0.0002817z2 十 0.0002817>z 二 9.391 x 10 一 5 20 


CTustin(2z) 一 z3 -2.455z2 十 2.008z - 0.5477 


2.5 “有理 函数 的 部 分 分 式 展 开 及 应 用 


由 于 系统 的 传递 国 数 可 以 表示 成 有 理 函 数 , 所 以 对 有 理 函 数 的 部 分 分 式 展 开 
将 在 控制 系统 解析 求解 中 有 着 重要 的 作用 。 本 节 首 先 介绍 留 数 概 念 和 求解 方法 ， 
然后 介绍 有 理 函 数 的 部 分 分 式 展开 方法 ,并 介绍 连续 、 离 散 传递 函数 在 给 定 信和 号 
激励 下 的 时 域 响应 解析 解 方法 。 


2.5.1 留 数 的 概念 与 计算 


在 介绍 留 数 概念 之 前 ,应 该 先 介绍 - -下 复 变 函数 解析 的 概念 。 若 函数 flz) 在 
复 平 面 的 区 域内 各 点 处 均 为 单 值 ， 且 其 导数 为 有 限 值 ， 则 称 F(z) 在 复 平 面 内 为 解 
析 的 ， 这 样 就 将 单 值 函数 上 不 解析 的 点 称 为 奇 点 。 假 设 x = a 为 f(z) 函数 上 的 
奇 所 ， 吉 存 在 一 个 最 小 整数 mm 使 得 乘积 (z - ajm jz) 在 >z = oa 点 处 解析 ， 则 称 
2 一 Q 为 人 mu 重 奇 点 。 
有 2z 王 0 为 jz) 函数 的 单 奇 点 ， 则 可 以 计算 出 函数 在 该 奇 点 处 的 留 数 为 
Res (2)， 2 一 o| = ]imlz 一 Q) 帮 0z) (2-5-1) 


之 一 但 


行 2z=a 为 函数 /z) 的 有 mn 重 奇 点 ， 则 该 点 的 留 数 为 
Res|j(z,z=a| 一 ]1 - 人 (zj 一 oj (2-5-2) 


mm 
> 一 a (了 一 了 dz 一 1 
求 取 这 样 的 留 数 方法 很 简单 ， 假 设 已 知 奇 点 wc 和 重 数 mm， 则 用 下 面 的 
MATILAB 语句 目 然 可 以 求 出 相应 的 留 数 。 
C=1imjit( 五 #(2 一 Q),z，Q) % 单 奇 点 
C=Timit(diff( zy(z 一 oa) “2 0 一 1)Vprod(i:m 一 1),za) wy yn 重 奇 点 


例 2-40 试 求 出 函 数 F(z) = 5 sin (4 十 = ) e “的 留 数 。 


求解 对 原 函 数 的 分 析 可 见 ，z = 0 是 三 重 奇 点 ，z 一 1 是 单 奇 点 ， 故 可 以 直接 使 用 下 
面 的 MATLAB 语句 将 这 两 个 奇 点 处 的 留 数 分 别 求 出 。 
>> Syms Z; f=Sin(z+pi/3)*#*exp(-2*Zz)/(z>3*(z-1)) 
rl=Jimit(diff(Cf*z-3,z,2)/prod(1:2) ,z ,0) 
IT2=1imit(ft*k(z-1) ,z，,1L) 
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由 和 咯 听 和 和 本 间 恒 第 站 主 和 和 站 


3 ] . 册 
可 以 容易 地 来 出 留 数 为 了 ] 一 十 7 7 一 5e Sin ] 十 次 acosl. 


例 2-41 试 求 函 数 Flz) = - 的 留 数 。 
求解 企 看 该 男 数 很 容易 认定 二 0 为 6 重 坷 丰 所 以 用 下 面 的 语 旬 很 容易 就 可 以 求 
出 该 点 处 的 留 数 值 为 1/120。 
>> Syms Z; ft=(sin(z)-Z)/z”6; 
1imit(diff(ft*z-6,z,5)/prod(1:5) ,z,0) 
其 实 这 里 说 z = 一 0 为 6 重 奇 点 有 些 太 保守 ， 不 严格 地 说 ， 从 天 = 1 开始 尝试 ,能 


网 使 得 lim -和 一 zt/(z) < oo 成 立 的 最 小 的 大 就 是 由 ,可 以 考虑 及 一 2， 可 见 导 教 为 
无 穷 大 ， 所 以 再 试验 更 大 的 开 值 。 对 此 例子 来 说 ,mm 的 最 小 值 为 mm 一 3， 留 数 的 值 仍 
然 为 1/120。 斌 次 更 大 的 天 值 , 如 天 = 20,， 也 不 会 改变 求 出 的 留 数 值 。 
>> SymSs Z; f=(Sin(Z)-Z)VzZ”6; 
f1=1imit(diff(fyz”2,z2,1)Vprod(1:1) ,zZ,0) 
f2=limitkdiff(tf+xkz”“3,z,2)/prod(1:2) ,z,0) % 再 增加 阶 次 
f3=]imit(diff(fkz*20,z,19)/prod(1:19) ,z,0) % 再 进一步 增加 阶 次 
则 万 =oo, 户 = 上 户 =1/120。 可 见 ,， 著 选择 的 妹 值 大 于 或 等 于 奇 点 的 实际 重 数 ， 则 可 
以 正确 得 到 该 函 数 的 留 数 。 在 一 各 用 时 可 选择 一 个 较 大 的 兄 值 来 求 取 留 数 。 
例 2-42 试 求 出 jz) = nz 通 数 的 留 数 。 
求解 分 析 该 也 数 ， 因 为 sin z 在 2 一 0 点 的 收敛 速 度 和 z 是 一 样 的 ， 显 然 , z 一 0 点 为 
jz) 的 二 重 奇 点 ， 这 了 时， 相应 的 留 数 可 以 用 下 面 语 句 求 出 ， 其 值 为 0。 
>> S8ymS Z;j f=1/(z*yrsin(z)); CO=limit(diff(f*rz-2,z,1) ,z,0) 
进一步 分 析 给 定 函数 FIz)， 可 以 发 现 该 邓 数 在 z= 士 kr 处 均 不 解析 ， 其 中 天 为 正 
整数 ， 且 这 些 点 是 原 函 数 的 单 奇 点 ， 由 于 MATILAB 的 符号 运算 工具 箱 并 未 给 出 整数 
的 定义 ， 所 以 这 里 只 能 对 一 些 太 值 进行 试探 , 求 出 它们 的 留 数 ， 最 后 将 结果 归纳 成 所 
需 的 公式 。 
>> k=[-44-33-22-11; c=p: 
for KKk=k; c=[c,1imit(Er(Z-kk*ypi) ,z,kk*ypi)];i end; < 
可 以 得 出 c 向 量 为 c = |- 一 ,二 ,二 ,- 工 ,二 , 寺 , 工 -|。 综 上 ， 可 以 归纳 出 


4 4r3r 3r ”2r 2r'Tf 世 
Res| /sz),z = 士 Kz] 三 +(-D)* 关 -。 
例 2-43 重新 考虑 例 2-35 中 给 出 的 Z 变换 表达 式 ， 试 用 奇 点 、 留 数 的 方式 重新 表示 该 
结果 。 
求解 重新 计算 2 变换 表达 式 ， 得 出 两 个 奇 点 ， 然 后 可 以 根据 前 面 介绍 的 方法 得 出 两 


S]ln Z 一 
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个 奇 点 处 的 留 数 
>> Syms T s 2 a X; G=K/s/(s+a); g=ilaplace(G/s) ; 
Gz=simple((1-z”`(-1))*ztrans(g)); [n,d]=numden(Gz) ; 
x0=solve(dq)， 4% 求 出 两 个 奇 点 
T1=1jimjit(Gz*r(Z-XO(1)) ,Z,XxOC1))，r2=1imit(Gzx(Z-Xx0(2)) ,zZ,Xx0(27)) 
， 、 把 关 ( 一 e75 
可 以 得 出 两 个 根 为 嫩 = 1 72 = er"， 并 可 以 求 出 留 数 为 ri = 羡 , ra = 三 
、 玉 玫 (1L 一 e 
由 这 些 结果 可 以 写 出 原 阴 数 的 奇 点 、 留 数 表达 式 为 G(z) = 一 


alz 一 1 az2(z 一 e-a) 
2.5.2 ”有 理 函 数 的 部 分 分 式 展开 
考虑 有 理 函 数 


加 忆 (z) 和 DT 十 boZ7m 十 :十 罗 十 访 1 
和 4(zZ) Zn 十 alzn-l 十 Qoxzn-2 十 .十 Q 17 十 Qn 








CT) (2-5-3) 
其 中 , aa 和 访 均 为 常数 。 有 理 函 数 的 互 质 概 念 是 一 非常 重要 的 概念 。 所 谓 互 质 ， 
了 吏 是 指 多 项 式 4(z) 和 吾 (z) 没有 公约 数 。 对 一 般 给 定 的 两 个 多 项 式 来 说 ,用 手工 
方式 判定 多 项 式 互 质 还 是 比较 困难 的 ,但 可 以 利用 MATLAB 符号 运算 工具 箱 中 
的 gcd() 函数 可 以 直接 求 出 两 个 多 项 式 的 最 大 公约 数 。 该 函数 的 调用 方法 为 
C=gcd(4, 史 ) 
其 中 , 4 和 吕 分 别 表示 两 个 多 项 式 , 该 函数 将 得 出 这 两 个 多 项 式 的 最 大 公约 数 C， 
右 得 出 的 C 为 多 项 式 ， 则 两 个 多 项 式 为 非 互 质 的 多 项 式 ,， 这 时 两 个 多 项 式 可 以 约 
简 为 4/C 和 已 /C。 


例 2-44 试 判定 下 面 两 个 多 项 式 是 否 互 质 。 


4(z) =2Z 十 7z5 十 13z2 十 19z 十 20 
刀 (z) = 2 十 16z6 + 103z5 + 346z4 十 655z3 十 700z2 十 393z 十 90 


求解 求解 这 样 的 问题 可 以 采用 MATLAEB 语言 提供 的 gcd() 也 数 完成 。 
>> SymS Xi A=X 4+7yX “3+13kX ~2+19*X+20 ; 
B=X 7+16*X 6+103*X ~5+346*xX~4+655*X7~3+700*+X7>“2+393*+kX+90 : 
Q=gcd(A,B) 
可 见 ， 两 个 多 项 式 具 有 最 大 公约 数 (z 十 5)， 故 两 个 多 项 式 不 是 互 质 的 ， 这 两 个 多 
项 式 可 以 进一步 简化 为 
>> Al=Simple(A/d) ，Bl=simple(B/d) 
这 样 可 以 得 出 两 个 互 质 的 多 项 式 为 
41(Z) = 人 十 202 二 37 十 4 Bi(z) 一 (zz 二 2)(z 十 3)2(z 十 1)3 
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若 互 质 多 项 式 4(z) = 0 的 根 均 为 相 异 的 值 -pi,i = 1,2,… ,nm， 则 可 以 将 
C(z) 函数 号 成 下 面 的 部 分 分 式 展 开 形 式 。 








7 1 7 2 了 7 
Co) 一 了 T 太 二 证 二 二 (2-5-4) 
其 中 rm 称 为 留 数 ， 简 记 作 Res[G(-P)]， 其 值 可 以 由 下 面 的 极限 式 求 出 。 
疡 = ReslG(- 站 )] = lm G(s)(z 十 站 (2-5-5) 


如 入 分 母 多 项 式 中 含有 (z + 2 六 项 , 亦 即 -Pi 为 mm 重 根 ， 则 相对 这 部 分 特 
伍 根 的 部 分 分 式 展 开 项 可 以 写成 


了 1 十 1 有 1 十 K 一 1 
Z 十 Di 人 (Z 十 Di)? (ZC 十 Di) 


这 上 时， 7 十 7 一 1 可 以 用 下 面 的 公式 直接 求 出 。 








(2-5-6) 


qd7 一 
7 二 7 一 1 一 (一 加 Di mn 四 735 一 ! | 


利用 MATLAB 符号 运算 工具 箱 中 定义 的 精确 求 根 功能 和 式 (2-5-5)~(2-5-7) 
的 留 数 计算 公 却 ,可 以 立即 编写 出 如 下 的 扩展 函数 residue() 。 该 函数 仍 应 该 置 


function f=Tresidue (上 ,sS) 

f=Sym(O0) ; if nargin==1，Ssymnms 8; endq 

[num ,Qen] =numden(F); x0=solve(den); [x,ii]=sort(aouble(x0) ) ， 

xO=Xx0k\ii); Xx=[x0;irand(1l)] ; kv=find(diff(double(x))-=0) ，ee=xX(kv) : 

kVv=[kv(1) ;diff(kv(: ,1t))]; a0=l1imit(den/s"length(x0) ,s,inf); 

Fl=num/(a0*prod(s-x0)) ;办 车 组 /rz) 郴 数 的 分 母 ， 得 出 新 函数 访 (z) 

for i=1:]ength(kv) ， 

for j=1:kVv(i) ，m=kv(i); SO=ee(i) ; 

k=limitkdiff(Flr(s-s0)”m,s,j-1),s,s0);  % 这 里 用 方 (z) 
f=f+k/(Ss-S0) (mnm-j+ti)Vfactorial(j-1) ; 

enQd，end 


该 亢 数 的 调用 格式 为 residue( 已 ,s) ， 其 中 , 五 为 有 理 函 数 的 解析 表达 
式 ，s 为 自 变 量 。 返 回 的 结果 上 是 部 分 分 式 展开 的 表达 式 。 


sj 十 28” 十 3s 十 4 
s6 十 11s5 十 48s4 二 106s3 十 12582 十 755 十 8? 


G(7j(Z 二 Di) 7 一 1 2 (2-5-7) 


例 2-45 考虑 严 (s) = 
其 部 分 分 式 展开 。 
求解 用 下 面 的 语 和 句 可 立即 得 出 该 函数 的 部 分 分 式 展开 式 ， 如 下 所 示 ， 该 结果 与 原 例 
中 数值 结果 完全 一 致 。 


用 解析 方式 求 出 


2.5 有 理 了 数 的 部 分 分 式 展 开 及 应 用 


四 事 和 学 血 和 和 中 


>> SYmS 8S ; 
F=(s”`3+2*+xSs”~2+3+S+4)/A(s 6+t11+*rS~5+48*S”4+106*xS8~3+125*S~2+75*S+18) 
F1=resjidue(F ,s) 
则 可 以 得 出 该 函数 的 部 分 分 式 展 开 为 
了 17 2 1 1 1 
天 (s) 一 


98 1 


2.5.3 基于 部 分 分 式 展开 的 Laplace 变换 
由 前 面 得 出 的 部 分 分 陈 展开 却 , 利用 Laplace 反 变 换 的 公式 


7 1 
开 十 二 (mn -- 六 
则 可 以 由 部 分 分 式 展 开 的 式 中 容易 地 写 出 其 反 变 换 。 


例 2-46 利用 例 2-45 中 给 出 的 部 分 分 式 展 开 的 针 论 ， 则 可 以 直接 写 出 该 瑶 数 的 
7 17 1 1 1 


Laplace 反 变 换 为 上 厂 二 (去 避 e 一 2e 一 4 十 区 一 5 十 3 e 一 。 


对 离散 系统 来 说 ,分 母 多 项 式 有 重 根 , 则 可 以 根据 下 面 的 式 子 进行 部 分 分 式 
展开 





1 4 (一 蕊 ”9 

2 0 tm 5 

当然 ， 寿 使 用 laplace() 函数 和 ilaplace() 函数 ,， 则 无 需 实现 对 其 进行 部 
分 分 式 展 开 , 利用 该 函数 上 自身 的 功能 就 能 直接 得 出 所 需 的 展开 式 。 


2.5.4 有 理 式 部 分 分 式 展 开 在 控制 系统 中 的 应 用 


泽 握 了 有 理 函 数 部 分 分 式 展 开 的 求解 方法 ， 则 可 以 通过 该 方法 求解 连续 、 离 
艇 传递 函数 模型 的 时 域 响 应 解析 解 方法 。 

1. 连续 系统 啊 应 解析 解 

假设 连续 系统 的 传递 函数 可 以 写成 G(s), 若 系 统 输入 信和 号 的 Laplace 变换 为 
7(s)， 则 和 输出 信号 的 Laplace 变换 式 可 以 写成 Y(s) = G(s)U(s)， 这样 系统 响应 
的 解析 解 可 以 由 Laplace 反 变 换 直接 求解 , 即 y(b = .2-ITY(s)]。 
例 2-47 假设 系统 的 传递 函数 模型 为 Clsj 十 75 十 39 二 4 
s4 十 7s3 十 17s2 二 17s 十 6” 
入 信号 为 (ti =2 二 2e-4sin(2 胃 ， 试 求 出 系统 响应 的 解析 解 。 
求解 用 下 面 的 语句 首先 计算 出 输入 信号 的 Laplace 变换 ， 然 后 计算 出 输出 信号 ， 最 后 
可 以 通过 Laplace 反 变 换 的 方法 得 出 系统 响应 的 解析 解 。 
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>> SymSs S 七 ; 
G=(s~3+7*S”~2+3*rS+4)/(S 4+7*rS ~3+17*S ”2+17#S+G) ; 
u=2+2*exp(-3*t)*Sznt2*yt); U=1aptiace(u) ij y=zlaplace(CG*U) 


得 出 的 解析 解 为 
一 一 一 一 一 一 - 2t 6 一 一 一 一 一 一 一 2 
2 ( 志 ) 5 一 58 50e ”Cos 十 Ttje 5 ae ”Sin 


若 已 知 传递 浮 数 含有 时 间 延 迟 ， 即 CG(s) = G(s)je-23， 则 利用 上 述 方法 仍然 能 求 


出 系统 响应 的 解析 解 
>> G1=Grexp(-2*+xs); Yl1=G1x*U;i yl=Iilaplace(Yl) 
这 样 可 以 写 出 系统 响应 的 解析 解 为 
| 和 4 36 了 -at 83 -2 21 2 
v( 一 | 了 5 6 e 十 5 6 下 


24 3t+6 10: 
一 人 f 4 一 二 一 
502 cos (2t 一 4) 机 


e t+0sinf2t 一 4) Heaviside 人 (zt 一 2) 

2. 离散 系统 啊 应 解析 解 

如 果 离 散 系 统 的 传递 函数 模型 为 囊 (z)， 且 可 以 求 出 输入 信和 号 的 Z 变换 为 
LU(z)， 则 输出 信号 的 2 变换 为 了 Y(z) = 万 (z)Uf(z)， 这 样 输出 信号 的 时 域 啊 应 解析 
解 可 以 通过 2 反 变 换 直 接 求 出 , 即 y(R) = 健一 [7 (2)]。 

| 四 (一 173) ， 

例 2-48 假设 系 统 的 传递 函数 模型 为 C (2 ) 一 (二 1/2(z 二 174)(z 十 175)， 若 输 入 信 
号 为 单位 阶 跃 信 号 ， 试 求 出 此 离散 系统 的 阶 跃 响 应 解析 解 。 
求解 可 以 通过 如 下 的 语句 直接 求 取 系 统 阶 跃 响应 的 解析 解 。 

>> SymSs Z t; H=(z-1/3)/(z-1/2)7(z-1V4)VACz+1/5) ; 

U=ztrans(Sym(1)); Y=H*U; y=iztrans(Y) 

-sa001f 1” 1 和 5011” 是 半 庆 的 天 1 
下 系统 的 解析 解 为 yn) 一 ( 本 人 + 人 宛 一 避 ( . 若 系统 的 采样 
周期 为 了 了 ， 则 原 系 统 的 解析 解 还 可 以 写成 


8001/ 1N 401N” 4 80711TNET 
ye 一 7 (- - 人) + 邢 - 豆 人 
例 2-49 假设 某 离散 系统 的 传递 函数 及 输入 信号 如 下 给 出 ， 试 求 输出 信号 的 解析 解 。 
z(5z 一 2) -024…. 
CT 且 区 人 -| _1， 大 一 1.3.5. 
求解 显然 ,输入 信号 的 解析 表达 式 可 以 统一 写成 UK) = cos kr， 这 样 系统 输出 信号 
的 解析 解 可 以 由 下 面 的 语 白 直 接 求 出 


瓦 (z) 一 


“0 .证 制 系统 结构 图 化 简 3 
>> S8yYmSs Z K; H=Zr(5*Z-2)/(z-1/2)- 37/(z-1731) ; 
U=cos (k*pi) ; U=ztrans (ua) ; y=iztrans(U*H) 


1 大 1\” 14 1 \“ 
这 时 输出 信号 的 解析 解 为 Vy(K) = (- 字 + 和 22 ( 十 -一 (一 1 十 18 (3 。 


2.6 ”控制 系统 结构 图 化 简 


二 和 面 介绍 了 传递 函数 、 状 态 方程 及 零 极点 模型 的 输入 , 但 控制 系统 的 模型 输 
入 并 不 总 是 这 样 简单 ,一般 的 控制 系统 均 需 要 由 若干 个 子 模型 进行 互 连 , 才能 构 
造 出 来 。 所 以 在 本 节 中 将 介绍 子 模块 的 互 连 及 总 系统 模型 的 获取 。 首 先 介绍 三 类 
和 典 鸡 的 连接 结构 : 串联 、 并 联 和 反馈 连接 ,然后 介绍 模块 输入 、 输 出 从 一 个 节点 移 
动 到 万 一 个 节点 所 必需 的 等 效 变换 ， 最 后 介绍 复杂 系统 的 等 效 变换 和 化 简 。 本 节 
介绍 的 内 容 包括 数值 解 和 解析 模型 推导 。 


2.6.1 控制 系统 的 典型 连接 结构 


两 个 模块 Ci(s) 和 Ca(s) 的 串联 连接 如 图 2-6 (a) 所 示 , 在 这 样 的 结构 下 , 输 
入 信号 ( 流 过 第 一 个 模块 Ga(s)， 而 模块 Ci(s) 的 输出 信号 输入 到 第 二 个 模块 
C2z(s),， 坊 模块 的 输出 y(b 是 整个 系统 的 输出 。 在 串联 连接 下 , 整个 系统 的 传递 函 
数 为 Cr(5) 一 Cr2z(S)CG1(5)。 对 单 变量 系统 来 说 ， 这 阅 个 模块 Crll(s) 和 Cr2(5) 是 可 
以 互 换 的 , 亦 即 CCa = Ga2G1， 对 多 变量 系统 来 说 ,一般 不 具备 这 样 的 关系 。 


tt{ (ft 
so 四 局 


(a) 串联 结构 (b) 并 联结 构 
图 2-6 系统 的 串联 、 并 联结 构 


由 上 面 的 理论 可 以 看 出 ， 若 两 个 模块 同样 用 传递 函数 描述 , 则 可 以 由 有 理 函 
数 相 乘 的 方法 得 出 总 模型 ， 但 如 果 有 一 个 用 传递 函数 描述 ， 另 一 个 用 状态 方程 
表示 ， 则 在 总 模型 求 取 上 有 一 定 的 麻烦 ， 需 要 在 求解 总 模型 前 转换 成 一 致 的 模 
型 。MATLAB 的 控制 系统 工具 箱 成 功 地 解决 了 这 样 的 问题 ， 若 已 知 两 个 子 系统 
模型 Cl 和 G2, 则 串联 结构 总 的 系统 模型 可 以 统一 由 G = Go*xG， 求 出 。 

两 个 模块 Ci(s) 和 Ga(s) 的 典型 并 联 连接 结构 如 图 2-6 (b) 所 示 ， 其 中 这 
两 个 模块 在 共同 的 输入 信号 (人 激 励 下 , 产生 两 个 输出 信和 号， 而 系统 总 的 输 
出 信号 y 人 的 是 这 两 个 输出 信号 的 和 。 并 联系 统 的 传递 函数 总 模型 为 G(s) = 
Crl(sj 十 C@2(s)。 
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在 MATLAB 下 , 大 已 知 两 个 子 系统 模型 Ci 和 CG2z， 则 并 联结 构 总 的 系统 模 
型 可 以 统一 由 CG = Ce 十 G。 求 出 。 
两 个 模块 Ga(s) 和 Goa(s) 的 两 种 反馈 连接 结构 分 别 如 图 2.7 (a) 、(b) 所 示 . 
前 一 种 反馈 结构 称 为 正 反 馈 结 构 ， 后 一 种 称 为 负 反 馈 结 构 。 反 馈 系 统 总 的 模型 为 


正 尺 馈 : CCG(s) = CGIi(s) -Gil(s)Ga(s)] 一 : 


(2-6-1) 
负 友 馈 : CCG(s) = G1(s) 了 二 CGI(0s)GCa(s)| 一 1: 


妈 人 人 2 人 at 人 区 





(a) 正 反 馈 结 构 (b) 负 反 馈 结 构 
图 2-7 系统 的 反馈 连接 结构 


在 MATLAB 环境 中 直接 能 使 用 G=Gli*inv(eye(size(CGI))+CGI*CGo2) 
这 样 的 语句 求 取 总 系统 模型 ,但 这 样 得 出 的 模型 阶 次 可 能 高 于 实际 的 阶 次 ， 需 要 
用 minreal() 函数 求 取 得 出 模型 的 最 小 实现 形式 。 此 外 还 可 以 使 用 MATIAB 控 
制 系统 工具 箱 中 提供 的 feedback() 函数 求 取 总 模型 ， 该 函数 的 调用 格式 如 下 : 


C=feedback(Gl ,G2);， Y 负 反 馈 连 接 
C=feedqback(C1l ,Co ,1):;， V 正 有 反馈 连 接 


MATLAB 提供 的 feedback() 函数 只 能 用 于 Cl 和 Cr 为 具体 参数 给 定 的 
模型 , 通过 适当 的 扩展 ， 就 可 以 编写 一 个 能 够 处 理 符 号 运算 的 feedback() 函数 。 

function H=feedback(G1 ,G2 ,Key) 

if nargin==2; key=-1; end，H=G1/(sym(1)-key*G1*rG2) ; H=simple(H) ; 


知 将 其 放置 在 MATLAB 路 径 下 某 个 目录 的 esym 子 目录 下 , 例如 在 work 目 
录 下 建立 一 个 esym 子 目 录 , 将 该 文件 署 于 子 目 录 下 , 则 可 以 直接 处 理 符号 模型 的 
化 简 问 题 ， 而 不 影响 原来 数值 型 feedback() 函数 的 正常 调用 。 
例 2-50 考虑 如 图 2-8 所 示 的 典型 反馈 控制 系统 框图 ,假设 各 个 子 传 递 函 数 模型 为 


民 (s) (sj 





128s- 十 24s“ 十 12s 十 20 





_ CN 一 一 
(5) 25s4 十 4s3 十 6s2 十 25s 十 ? 
D3 十 上 1000 
Gu.(s) = 五 (s) = 一 一 一 
(3) 5 一 1000 


图 2-8 典型 反馈 控制 系统 方 框图 


2.6 控制 系统 结构 图 化 简 


于 里 二 


求解 输入 了 各 个 子 传递 沁 数 ， 则 可 以 通过 下 面 的 语句 将 总 模型 用 MATLAB 来 出 。 
>> S=tf(ISs); 6=(12*x*Ss~3+24*S ”~2+12*+rg8+20) 7/ (2*+xS ”4+4*S~3+6*rS~2+2 冰 S+2 1) ， 
Gc=(5*S+3)/Ss;i H=10007(s+1000) ; 
GG=feedback(G*Gc,H) 办 求 取 并 显示 负 反 馈 系 统 的 传递 函数 模型 
cy- 60s 十 60156s + 156132s 十 132136s” 十 136060s 十 60000 
2s0 十 2004s5” 十 64006s: 十 162002s3 十 134002s2 + 138000s 十 60000 


2.6.2 刷 扣 移 动 时 的 等 效 变换 


在 复杂 结构 图 化 简 中 , 经 常 需要 将 某 个 支 路 的 输入 点 从 一 个 节点 移动 到 另 一 
个 节点 上 , 例如 在 图 2-9 中 给 出 的 方 框图 中 , 比较 难处 理 的 地 方 是 Gas(s)，Gs(s) 
和 页 (s) 构成 的 回路 , 应 该 将 吾 (s) 模块 的 输入 端 从 A 点 等 效 移 动 到 系统 的 输出 
端 了 (s)， 这 就 需要 对 这 样 的 移动 导出 等 效 的 变换 。 


十 忆 (5 








图 2-9 控制 系统 的 方 框图 

钢 2-10 (aj、(b) 中 分 别 定义 了 两 种 常用 的 节点 移动 方式 : 节点 前 向 移动 和 后 
回 移 动 。 在 图 2-10 (a) 中 ,， 若 想 将 Ca(s) 支 路 的 起 始点 从 A 点 移动 到 B 点 ， 则 
需要 将 新 的 Gz(s) 文 路 乘 以 Gil(s) 模型 ， 这 样 的 移动 称 为 节点 的 前 向 移动 而 
图 2-10 (bj) 中, 寿 想 将 Ga(s) 支 路 的 起 始点 从 了 点 移动 到 A 点 ， 则 需要 将 新 的 
Ca(5) 支 路 除 以 Ci(s) 模型 , 这 样 的 移动 称 为 节点 的 后 向 移动 。 如 果 用 MATLAB 
表示 ,， 则 前 向 移 动 后 新 的 支 路 模型 变 成 了 _ Go*Gi ， 而 后 向 移动 后 该 支 路 变 成 了 
Co/CGI ， 或 Gorinv(CG) 。 


2.6.3 复杂 系统 模型 的 简化 

利用 前 面 给 出 的 等 效 变换 方法 不 难 对 更 复杂 的 系统 进行 化 简 ， 本 节 中 将 通过 
例子 来 演示 这 样 的 化 简 。 
例 2-51 假设 系统 的 方 框图 模型 如 图 2-9 所 示 ， 为 方便 对 其 处 理 ， 应 该 将 媚 ?(s) 模块 
的 输入 端 从 A 点 等 效 移动 到 系统 的 输出 端 了 (s)， 如 图 2-11 所 示 。 
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Ca20s)7CG1(0s) 





(b) 后 向 移动 节点 
图 2-10 节点 移动 等 效 变换 


2(s) /Ga(s) 





图 2-11 变换 后 的 方 框图 


得 到 了 这 样 的 化 简 框图 后 ， 可 以 清晰 地 看 出 : 最 内 层 的 闭环 是 由 Ga(s)，Ga(s) 的 
串联 为 前 向 通路 ， 以 3(s) 为 反馈 通路 构成 的 负 反馈 结构 ， 利 用 前 面 介绍 的 知识 可 以 
马上 得 出 这 个 子 模型 ， 该 子 模型 与 Cz(Ss) 串联 又 构成 了 第 二 层 回 路 的 前 向 通路 ， 它 与 
变换 后 的 五 2(s)/G4(s) 通路 构成 负 反 馈 结 构 ， 结 果 再 与 Gi(s)] 串联 ,与 瑟 i(s) 构成 负 
反馈 结构 。 通 过 这 样 的 逐 层 变换 就 可 容易 地 求 出 总 的 系统 模型 。 上 面 的 分 析 可 以 用 下 
面 的 MATLAB 语 名 实现， 从 而 得 出 总 的 系统 模型 。 

>> syms G1 G2 G3 G4 H1 H2 H3 Y 定义 各 个 子 模块 为 符号 变量 
ci=feedback(G4*G3,H3) ; % 最 内 层 闭 环 模型 
c2=feedback(cl*G2,H2/G4); % 第 二 层 闭 环 模型 
G=feedback(c2*xGl1,Hl); pretty(G) % 总 系统 模型 
AR 、 CoCrdCG3C 
得 出 结果 的 数学 表示 形式 为 G(s) = TCRTCGETCCTCCT 太 。 
例 2-52 考虑 如 图 2-12 所 示 的 电机 拖 动 系统 模型 ， 该 系统 有 双 输 入 ， 给 定 输入 7(t 和 
负载 输入 Mt 利用 MATLAB 符号 运算 工具 箱 可 以 推导 出 系统 的 传递 函数 和 开 阵 。 


2.7 习题 与 思考 题 59 


可 








图 2-12 ” 双 输 入 系统 方 框图 


先 考虑 输入 7(t 输入 信号 单独 激励 系统 ， 则 能 用 最 简单 的 方式 得 出 传递 函数 模型 
>> Syms Ka Kr cl c2 C Ra T1 T2 Km Kb s /申明 符号 变量 
Ga=feedback(1/Ra/(T1*s+1)*Km*#1Vc/V(T2*+s+1) ,Kb) ; 
G1L=ct*feedbacK(Ka*Kr*yGa/s,c2); Gili=collect(Gt ,s) 
这 样 可 以 得 出 子 传 递 汤 数 ， 显 示 暂 略 ， 后 面 将 用 数学 形式 给 出 。 
车 M(b 输入 信号 单独 作用 时 ， 对 原 系 统 结构 稍微 改动 一 下 ， 则 可 以 得 出 如 图 
2-13 所 示 的 新 框图 ， 故 用 下 面 的 语句 能 直接 计算 出 传递 沁 数 模型 
>> G2=feedback(1/c/(T2+*S+1)V/s，Km/Ra/(T1*s+1) 本 (Kb*rS+C2*KakKT) ) ; 
G2=collect(simplify(G2) ,s) 


Ad 人 





图 2-13 的 单独 激励 时 等 效 系统 方 框图 


综 上 所 述 ， 可 以 用 MATLAB 语言 推导 出 系统 的 传递 渭 数 敌阵 为 
Cl 天， 大 大， 
lac7172s- 十 (Racia 十 已 ac72)82 十 (5ahb 十 忌 ac)s 十 把 大 nco 
(35 十 ]) 卫 。 四 
cRas72718s 十 (caT1 +cRs7T2)s2 十 (KEbkn 十 cRRa)s 十 Kmnrmzco 大 大 


C (5s) 二 





2.7 “习题 与 思考 题 


1 试 求 出 如 下 极限 。 


了 了 十 之 人 十 忆 
D lim(sr+gr)ye， 四 lim 人 2 二 3 


(2 十 5)27+5 
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和 直人 


In 十 zi)lInl 一 zZ) 一 Inll 一 2) 


4 4 
2 试 求 下 面 的 双重 极限 。 
TZ22 十 Z213 TV ] 一 cos (Z2 十 ?2) 
由 ilim 一 一， @ li 天- 一， G@@ lim 一 一 一 一 一 一 一 
2 (2z 十 y) 六 7 VZV 十 一】 2 (z- 十 久 ”) ez 二 
3 求 出 下 面 函 数 的 导数 。 
. 一 一 EC 一 JU 一 2) 
由 yz)=VzsnzVl 一 er，@ yi 一 (二 3)(z 二 可 
] 放 
g arctan 守 - mn(z + 图 yz)=- 一 ln 二 2 ?>0 
人 7 人 了 


、、- _ ] 一 VCOS QY 

4 试 求 出 ! 一 二 COSVE 函数 的 10 阶 导数 。 

5 在 高 等 数学 中 ,求解 分 子 和 分 母 均 同 时 为 0 或 co 的 分 式 极 限时 可 使 用 IHapital 
法 则 ， 即 对 分 子 分 母 分 别 求 导数 ， 再 由 比值 得 出 。 试 用 该 法 则 求 习题 1 的 四 、 国 中 
的 极限 问题 ， 并 和 直接 求 出 的 极限 结果 相 比 较 。 

d27/ 

dz2 


一 jncost 、}、 dy 
6 已 知 参数 方程 yy 一 CO8S 了 tt 一 上 SImLE 旗 求 出 dz 和 /3 


0 03 
9z0y 90y0r 








7 假设 公 =cos-: V 试验 证 





4 十 Mu 一 0 “ 
区 “ ， 试 求解 -2 。 
zy 十 XU 一 1 97 07V 


9 斌 求解 下 面 的 不 定 积 分 问题 。 
加 3z2 十 a 人 vaoCZ 十 1 
由 70) = | 到 ro=| -TV 


G) rz) = | ze cos bzd7r， 由 7 = je sin pZ sin czdz 
10 试 求 出 下 面 的 定 积 分 或 无 穿 积 分 。 


os 


11 斌 对 下 面 函 数 进 行 FEourier 者 级 数 展 开 。 
JW=( 人 (一 lzhsinz，- 工 和 世 Z<T Q@ jz) =ezl -rr 二 z<rTi 
227/ 0<Z<7!/2 


ayo-1 2( 一 ZJ)A，71[2< 了 < 人 





2.7 习题 与 思考 题 01 


12 试 求 出 下 面 函 数 的 Taylor 帮 级 数 展 开 。 
| 2 dt an( 这 2 ) (3) jn (e+ 1 十 z2 )， 辆 (1 十 4.2z2)7 
| 加 
G@)e- ”zsin(3z 十 fr/3) 分 别 关 于 Z=0、z==a 的 宪 级 数 晨 开 
1 一 cos (2 十 2) 








0 对 帮 z,y) = 5 一 人 关于 2 一 1 三 0 进行 二 维 Taylor 酸 级 数 晨 开 
(z2 十 02 ez 十 8 
13 对 下 列 的 函数 Ft) 进行 Laplace 变换 。 
(由 t 王 5 @ j/ 提 =bsinat 图 j)= 蕊 cosat 国 F =tcec 


| ， 
1 四 =5e-2i 二 te 于 十 Se 全 =ec sin(at 十 分 ，@) j 上 一 e 十 6et 


14 对 下 面 的 下 (5) 式 进 行 Laplace 反 变 换 。 

















1 一 一 一 3 一 0 
F(s) = -一 一 ， F(s)=vVSs 二 aa-Vs 一 记 瑟 ( 人 二] 
由 (s) VS2(52 几 a2)(s 二 中 机 (s) VS 一 CQ 3 G) (s) 7 本 
] 3a: (s 一 二 
由 9) 一 GTO 四 了 (3) = 机 二 9， (0 上 (s) = 7 
3 十 @G s2 二 3s 十 8 1s 二 ai 
闻 (18s) 三 上 一 一 一 -一 =: FS 一 二 
CD 下 (5) ”二 本 曲直) [IT (s 十 让 吕 25 一 上 CQ 


15 Laplace 变换 的 一 个 重要 应 用 是 求解 常 系数 线性 微分 方程 ， 可 以 利用 当 函 数 具 有 零 
初始 值 和 各 阶 导 数 的 零 初 始 值 下 2 宅 [d" AD/dt] = s" .2 这 一 性 质 对 微分 方 
程 讲 行 Laplace 变换 的 方法 求解 微分 方程 。 试 使 用 这 样 的 方法 求解 下 面 的 微分 方 
程 太 昌 十 37 的 二 28 的 =e  ，V(0) =Y(0) = 0。 

16 假设 描述 系统 的 常 微 分 方程 为 Wi3 (十 108 昌 十 327( 提 二 32y 人 (三 6u(3) (十 4( 上 十 
2( 四 +24( 菇 ， 请 用 MATLAB 语音 表示 该 方程 的 数学 模型 。 该 横 型 的 零 极 点 模型 
如 何 求 取 ? 由 微分 方程 模型 能 和 否 直接 写 出 系统 的 传递 函数 模型 ? 

17 请 将 下 面 的 系统 模型 输入 到 MATLAB 环境 

8(s+1 一 js 十 1 十 j 并 用 5 十 5s 十 6 
山 C)1 TDDTOGTD， 旬 CT 人 GT 

18 旗 求 出 下 面 函 数 的 Fourier 变换 ， 对 得 出 的 结果 再 进行 Fourier 反 变 换 ， 观 察 是 否 

能 得 出 原 函 数 。 
由 Frz)=z-(3r 一 2zh, 0 和 zz 所 2r， GCC Hh = 太 人 一 27r) 2 0 区 二 所 2 
图 /人 =eT 上 -Si 和 1 图 j=t-H 5 二 tt 二 
19 旋 证 明 cos0 上 +cos20 十 … :十 cos79 = SC 人 cos 十 了 CA cosLn 二 。 
Sin bl/2 

20 试 求 出 下 面 函 数 的 Fourier 正弦 和 余弦 变换 ， 并 用 Fourier 正弦 、 余 弦 反 变换 对 得 

出 的 结果 进行 处 理 ， 观 察 是 否 能 还 原 成 原始 函数 。 


全 
COS 人 - 1] 


中 jj 四 =e nb 四 jz)= ,图 ffzlj=hn 
必 1 十 
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单 上 烛 放 和 再 和 让 和 


21 试 求 下 面 函 数 的 离散 Fourier 正弦 、 余 弦 变 换 。 
df(z) =e 7， 四 Hz)= 
22 请 将 下 述 时 域 序 列 函 数 FET) 进行 乙 变 换 ， 并 对 结果 进行 反 变 换 检 验 。 
四 fKET) = cos(kaT) 加 FT) = (Te 图 FURT) = (aoKT 一 1 十 eekT) 
图 FT =e -ee 国 FT) =sin(akT),@ FT) 王 1--e-2kT(I+ak7) 
23 已 知 下 述 各 个 乙 变 换 表 达 式 严 (zj， 试 对 它们 分 别 进 行 忆 反 变 换 。 


10z 2 Z 
OCTDC OCTO09C0OT' 四 FE 


2 一 L(1 一 e-%7 ) ”4zlzcosB - cos(aT 一 D] 
(UL 一 2 一 有 (1 一 z 一 le-o) 电工 相 二 22 一 2zcos(a7) 十 
24 已 知 某 信号 的 Laplace 变换 为 55 ， 试 求 其 变换 ， 并 验证 结果 。 
25 请 将 下 面 的 传递 函数 模型 输入 到 MATLAB 环境 。 
5(z 一 0.2)? 
出 下 (9 2z(z 一 0.4)(z 一 1)(z 一 0.9) 十 06 全 二 玫 
_1、 (2 一 十 3.2)(z- 十 2.6) 
He )- 8 
26 已 知 菜系 统 的 差分 方程 模型 为 V(KE 十 2) 十 y(K 二 1T) 二 0.16y(E) = w(KE 一 1 上 二 2u(K 一 2)， 
试 将 其 输入 到 MATLAB 工作 空间 。 


由 Fz) = 


,了 一 0.05 秘 


、 Z“ 十 47 十 3 5 
27 试 求 出 扩 m) = 韦 二 4T373T273TETTIe 了 的 奇 点 、 奇 点 重 数 及 各 个 奇 点 
处 的 留 数 。 


28 从 下 面 给 出 的 典型 反馈 控制 系统 结构 子 模型 中 ， 求 出 总 系统 的 状态 方程 与 传递 函 


数 模 型 ， 并 得 出 各 个 模型 的 零 极点 模型 表示 。 
211.87s 十 317.64 09.60s 十 400 [ 


《7 二 一 一- 一 一 一 一 一 ce 一 一 一 一 一 一 
出 Cs) (s 十 20)(s 十 94.34)(s 十 0.17) 3) s(s 十 4) (9) 0.01s 十 1 
35786.7z- 上 十 108444 1 1 
Cr 一 RCR 1 玫 CC 一 一 
Clz CNCIT20CTIT7T “ Te 0.5z-1 一 1 
四 KJ 。 
日 CC 7 十 丽 Gel) = 元 8 结 记 ， 瑟 (9) 一 sK。 





29 假设 系统 的 对 象 模型 ， 并 定义 一 个 PID 控制 器 
5，CPIP(s) = 0.48 《 十 0.43555 


10 
Cs) = 一 一 本 二 一 一 一 一 
(s 十 1 1.814s ”1 工 十 0.043535 


这 个 控制 伦 与 对 象 模型 进行 串联 连接 ,假定 整个 闭环 系统 是 由 单位 负 反馈 构成 的 ， 
请 求 出 闭环 系统 的 传递 函数 模型 ， 并 求 出 该 模型 的 各 种 状态 方程 的 标准 型 实现 和 
零 极 点 模型 。 


2.7 习题 与 思考 题 63 


呈 


30 假设 多 变量 系统 和 控制 噬 如 下 给 出 


一 如 .252 0.43 
(十 3.35)3(1 十 1800s) (二 12s)(L 十 1800s) _10 775 
Cr(5) 一 ; Crc(s) 一 
一 U.U435 U.U97 b 50 


UL +25.3s 六 (1 十 360s) (1 +12s)(1 十 360s) 
试 求 出 单位 负 反 馈 下 闭环 系统 的 传递 函数 称 阵 模型 ， 并 得 出 状态 方程 模型 。 





31 已 知 系统 的 方 框图 如 图 2-14 所 示 ， 试 推导 出 从 输入 信号 7(t) 到 输出 信号 zy(b 的 总 
系 作 全 
六 (下 | 3 工 
s 十 1 攻 二 > 人 可 
45 十 了 
(十 1 

加 53“ 十 2 
s3 十 14 


图 2-14 某 线性 系统 结构 图 
32 已 知 系统 的 方 框图 如 图 2-15 所 示 ， 试 推导 出 从 输入 信和 号 (人 到 输出 信号 y(t 的 总 


系统 模型 。 四 
NEEIs IE 和 


琳 2(3) 
记 e 小 一 一 
图 2-15 ” 某 线 性 系统 结构 图 


在 Sitmnulink 等 软件 环境 出 现 之 前 , 为 衡量 仿真 工具 的 优 劣 曾 出 现 了 各 种 各 样 的 基 
准 测试 模型 ，F-14 战斗 机 模型 就 是 其 中 之 一 回 ， 该 系统 框图 如 图 2-16 所 示 ， 该 系 
统 共 有 两 路 输入 信和 号， 其 向 量 表示 为 取 = [fn(b,ac(bT， 其 中 ( 划 为 单位 方差 的 
日 噪声 信号 ， 而 ac 人 提 = 天 Ge- 让 -et 7) 为 攻击 角度 命令 输入 信和 号， 这 
里 大 = acnswser 知 ， 且 ac = 0.0349, 可 = 0.025, 8 = 426.4352, ” = 0.01. 整 
个 条 玉 的 输出 有 三 路 信号 ，3(b 一 [Nze(b,a(b,9(5]7， 这 里 Nzo(b 信号 定义 为 
ANz .人 提 = 55 一 ut 十 Dog 的 十 22.86( 昌 ， 已 知 系统 中 各 个 模块 的 参数 为 : 

7a 二 0.05,， oawaG 三 3.0, 一 2.5348. b = 64.13 

=690.4, cu 一 5.236x10-3, 2 一 -63.9979 .1 一 6.8847 


并 
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二 


UV0o 三 689.4, 2 = 一 0.6385, Mu 王 --0.6571, AM = 一 5.92x10 一 

Wi 一 2.911, wo 一 4.144. 大 三 0.10, To 三 0.3959 

&a = 三 0.8156, 六 ou 三 0.6770，Kf 一 一 3.864， 玫 FF = 一 1.745 
斌 采用 系统 互联 的 方法 得 出 系统 的 闭环 系统 模型 。 


罗 国 aVR | 
Va5 (+ 
他 








图 2-16 F-14 战斗 机 模型 的 系统 方 框图 
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-一 第 9 章 一 一 一 一 一 一 一 一 
线性 代数 问题 的 计算 机 求解 


线性 代数 问题 是 科学 技术 中 最 和 营 匈 的 数学 问题 ,很 多 理论 和 应 用 
都 是 建立 在 线性 代数 的 基础 上 的 , 因此 解决 线性 代数 问题 是 很 有 意义 
的 。 然 而 经 典 线性 代数 的 课程 中 介绍 的 都 是 手工 推导 的 方法 ,不 适合 
于 高 阶 矩 阵 的 分 析 与 计算 ， 所 以 需要 计算 机 数学 语言 来 解决 这 些 高 阶 
问题 。 

很 多 计算 机 数学 语言 , 如 MATLAB 语言 ， 都 起 源 于 对 线性 代数 
问题 的 研究 。 早 期 的 线性 代数 计算 问题 侧重 于 数值 解法 上 汪 ， 很 多 数 
学 软件 包 也 都 是 从 线性 代数 的 计算 开始 的 。 例 如 ， 国 际 上 最 著名 的 
PEISPACK 是 求解 矩阵 特征 值 问 题 的 软件 包 ，LINPACK 是 求解 一 般 
线性 代数 问题 的 软件 包 , 目前 最 新 的 LaPACK 也 是 解决 线性 代数 计 
算 的 软件 包 。 随 着 计算 机 科学 的 发 展 ， 当 前 能 解决 矩阵 分 析 与 运算 问 
题 的 计算 机 数学 语言 已 经 不 局 限于 数值 线性 代数 方法 了 , 逐渐 也 可 以 
求解 解析 解 问题 。Mathmetica 和 Maple 等 大 型 计算 机 数学 语言 都 已 
经 能 直接 求解 线性 代数 的 解析 解 问题 。 MATLAB 语言 的 符号 运算 工 
具 箱 可 以 调用 Maple 的 各 种 解析 运算 功能 ,可 以 很 好 地 解决 线性 代 
数 的 解析 解 运 算 问 题 。 

线性 代数 是 线性 系统 中 最 重要 的 理论 基础 。 基 于 线性 代数 理论 ， 
建立 了 在 控制 理论 中 有 重要 影 啊 的 状态 空间 模型 和 状态 空间 理论 。 本 
章 首 先 在 3.1 节 中 介绍 如 何在 MATLAB 中 输入 各 种 特殊 和 抢 阵 的 方 
法 ， 然 后 介绍 线性 系统 的 MATLAB 表示 方法 。3.2 节 将 系统 介绍 第 
阵 分 析 的 理论 与 求解 ， 首先 介 绍 和 矩阵 的 行列 式 、 秩 、 范 数 等 概念 与 求 
解 方法 ， 然 后 介绍 矩阵 求 铸 、 特 征 值 特征 癌 量 求 取 等 内 容 。 由 和 矩阵 分 
析 理 论 可 以 容易 地 进行 线性 系统 中 最 重要 的 一 些 性 质 的 分 析 ， 如 系统 
的 稳定 性 、 可 控 性 和 可 观测 性 等 ,可 以 利用 矩阵 道 和 矩阵 和 求 逆 的 方法 
建 世 起 状态 方程 到 传递 函数 模型 的 转换 方法 以 及 系统 的 频 域 分 析 方 
法 等 , 可 以 进行 状态 反馈 的 极点 配置 设计 ,还 可 以 利用 特征 值 估 算 的 
Gershgorin 阜 理 建 芯 起 多 变量 系统 的 频 域 分 析 体 系 。3.3 节 将 介绍 拖 
阵 的 基本 变换 与 分 解 方法 , 首先 给 出 和 抢 阵 相似 变换 及 正 交 和 抑 阵 的 基本 
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概念 ， 然 后 介绍 矩阵 的 三 角 分 解 和 Choleskry 分 解 ,给 出 正定 和 抢 阵 的 概念 ， 并 介绍 
几 种 常用 的 矩阵 变换 方法 ,如 伴随 矩阵 变换 、Jordan 矩阵 变换 以 及 和 阵 的 奇 郊 值 
分 解 等 。 基 于 和 抢 阵 分 解 和 线性 变换 方法 ,可 以 很 容易 地 建立 起 线性 系统 的 相似 变 
换 理 论 与 方法 ， 对 一 般 的 线性 系统 模型 变换 出 有 用 的 可 控 性 、 可 观测 性 、Jordan 
及 Luenberger 标准 型 ， 并 可 以 对 系统 进行 结构 分 解 ， 获 得 系统 的 最 小 实现 模型 。 
还 可 以 根据 正定 矩阵 和 正定 函数 的 概念 ,介绍 利用 ELyapunov 直接 方法 对 非 线性 
系统 稳定 性 进行 定性 分 析 。3.4 节 将 介绍 各 种 和 挺 阵 方程 的 求解 方法 ， 如 一 般 的 线 
性 代数 方程 ， 一 般 意义 下 的 熙 yapunorv 方程 和 Sylvester 方程 的 求解 ， 还 将 介绍 
Riccati 二 座 型 方程 的 求解 方法 ,基于 矩阵 方程 , 介绍 控制 系统 的 Gram 和 拢 阵 求解 
方法 、 系 统 范 数 指标 的 定义 与 求解 、 线 性 二 次 型 最 优 控制 等 线性 系统 中 重要 的 分 
析 与 设计 方法 。3.5 节 将 介绍 矩阵 函数 的 求解 方法 ， 以 常用 的 指数 函数 和 三 角 函 数 
为 例 介 绍 撼 阵 函 数 的 解析 解 方法 ,还 给 出 了 和 矩阵 一 般 函 数 的 解析 解 方法 。 基 于 此 
理论 介绍 了 控制 系统 连续 和 离散 模型 的 相互 转换 方法 ,连续 状态 方程 解析 解 方法 
等 ， 为 线性 系统 的 分 析 和 设计 打下 了 基础 。 


3.1 ”特殊 矩阵 的 输入 


前 面 介 绍 了 一 般 实 数 或 复数 矩阵 的 MATLAB 输入 方法 。 在 实际 应 用 中 , 经 
常人 存在 一 皮 特 殊 的 矩阵, 例如 单位 矩阵 ,由 于 其 特殊 性 无 须 用 底层 方法 去 输入 , 所 
以 本 节 介 绍 一 些 特殊 矩阵 的 输入 方法 ,并 将 引入 特殊 矩阵 的 符号 表示 方法 。 


3.1.1 数值 矩阵 的 输入 


1. 零 矩 阵 、 双 和 矩阵 及 单位 矩阵 

在 一 般 的 矩阵 理论 中 , 把 所 有 元 素 都 为 零 的 抢 阵 定义 成 零 和 矩阵， 把 元 素 全 为 
1 的 矩阵 称 为 矩阵, 把 主 对 角 线 元 素 均 为 1， 而 其 他 元 素 全 部 为 0 的 方 阵 称 为 单 
位 算 阵 。 这 里 进一步 扩展 单位 矩阵 的 定义 ,使 其 为 m xy? 的 矩阵 。 零 矩阵 、 么 矩 
阵 和 扩展 单位 矩阵 的 MATLAB 生成 函数 分 别 为 


44=zeros (7) ， 已 =ones (2) ， C=eye (7) X 生成 mx7m 方 阵 
4=zeros(m ,10); 瑟 =ones(,0); C=eye(m ,mn) YY 生成 mm xm 乱 阵 
上 =zeros (size( 万 )) % 生成 和 和 矩 阵 恕 同样 维 数 的 矩阵 


例 3-1 下 面 的 语句 可 以 生成 一 个 3 x8 的 零 矩 阵 4， 并 可 以 生成 一 个 和 各 维 数 相 同 
的 扩展 单位 阵 妃 。 可 见 ， 这 些 特殊 纸 阵 的 输入 还 是 很 容易 的 。 
>> A=Zzeros(3,8) ， / 零 姓 阵 输 入 
B=eye(size(A) ) 单位 甜 阵 输入 


3.1 特殊 矩 阵 的 输入 


学 和 证 和 和 二 


前 面 两 条 语句 将 分 别 给 下 面 两 个 和 矩阵 赋值 
000000.000 100000000 
4=|00000000|，B3=|lI0100000000 
000000.000 00100000 


函数 zeros() 和 ones() 还 可 用 于 多 维 数组 的 生成 ,例如 ，zeros(3 ,4,5) 
将 生成 一 个 3x4x5 的 三 维 数 组 ， 其 元 素 全 部 为 0。 

2. 对 角 元 素 和 矩阵 

对 角 年 阵 是 一 种 特殊 的 矩阵 , 这 种 抑 阵 的 主 对 角 线 元 素 可 以 为 0 或 非 0 元 素 ， 
而 非 对 角 线 元 素 的 值 均 为 0。 对 角 和 矩阵 的 数学 描述 方法 为 diag(al, az,…… ,an)， 
其 中 对 角 和 气 阵 的 数学 表示 为 


diag(al, aa,…… ,an) 一 (3-1-1 ) 
(Cn 


MATLAB 提供 了 对 角 和 氟 阵 的 生成 函数 uiag() 。 该 函数 的 调用 格式 为 


4=diag( 基 ) % 已 知 回 量 生成 对 角 抑 阵 
Y=dqiag(4) % 已 知 矩阵 提取 对 角 元 素 列 向 量 
4=diag(Y ,上 ) % 生成 主 对 角 线 上 第 有 条 对 角 线 为 V 的 矩阵 


例 3-2 MATLAB 中 的 diag() 函数 是 很 有 特色 的 ， 其 不 同方 式 执行 不 同 的 任务 。 例 
如 ， 直 接 使 用 此 语句 可 以 分 别 输入 各 种 矩阵 
>> C=[1 2 3] ; V=diag(C) A 由 给 定向 量 构造 对 角 短 阵 
V1=dqiag(V) 办 由 竹 阵 提取 对 角 元 素 得 出 行 向 量 
C=[l 2 3]; V2=daiag(C,2)  % 由 次 对 角 线 元 素 构造 矩阵 
，V3=diag([L1 2 3 4])+diag([2 3 4] ,1)+diag([5 4 3] ,-1) 
这 样 ， 前 面 的 语句 将 给 下 面 答 阵 赋值 


001000 

1 0 0 1 00020 = 2 0 
8 
0 0 3 3 000000 
000000 3 4 


在 实际 应 用 中 还 可 以 取 8 为 负 值 ， 表 示 主 对 角 线 下 数 的 第 上 条 对 角 线 。 利用 这 样 的 性 
质 ， 由 上 面 语 名 构造 出 了 三 对 角 甜 阵 1 。 


和 和 串 申 
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如 果 有 若干 个 子 矩 阵 4;,， 4， … ,4 可 以 编写 一 个 diagm() 函数 ,构造 
块 对 角 和 气 阵 。 该 函数 的 清单 为 


function A=diagm(VvarargiD) 
A= [ ; 


for li=l:1ength(vararglin) ，B=Vvarargin{tI|; 
[mA mA]=size(aA)7 [nbB,mB]Jj=size(B);， AnA+T1:nA+nB ,mA+1:mA+mB)=B; 
end 
该 函数 的 调用 格式 为 4=diagm(4; ，4，，.…: ，4,)， 其 中 , 子 矩 阵 个 数 是 
任意 多 的 。 该 函数 可 以 得 出 氛 对 角 和 矩阵 
人 
4 
太一 (3-1-2 ) 
A， 
3. Hankel 矩阵 
Hankel 矩阵 的 一 般 形 式 如 下 : 
C1 C2 Cn 
C 。，。 Cn 
=-| (3-1-3) 
Cn Cn+l ”Cn 一 


如 果 了 7 一 co,， 则 可 以 构造 无 穷 型 Hankel 矩阵 。Hankel 抵 阵 是 对 称 和 矩阵 ， 且 
其 反对 角 线 上 上 所 有 的 元 素 都 相同 。 

在 MATLAB 语言 中 , 给 定 两 个 向 量 c 和 7， 如 果 用 五 =hankel(ec,mr) ,来 
生成 五, 则 首先 将 互 窍 阵 第 一 列 的 各 个 元 素 定 义 为 ec 向 量 , 将 最 后 一 行 各 个 元 
素 定 义 为 ”， 这 样 就 可 以 依照 了 ankel 宅 阵 反对 角 线 上 元 素 相 等 这 一 特性 来 写 出 
相应 的 Hankel 和 矩阵。 根据 Hankel 矩阵 的 性 质 ， 其 最 后 一 行 的 第 一 个 元 素 应 该 等 
于 第 1 列 的 最 后 一 个 元 素 ,如果 冲突 将 给 出 元 素 冲突 的 警告 信息 。 

如 果 已 知 一 个 向 量 c， 则 也 可 以 由 五 =hankel(c) 函数 来 构造 出 一 个 
Hankel 矩阵 .将 互 矩阵 的 第 一 列 的 各 个 元 素 定义 为 ec 向 量 ， 这 样 就 可 以 依 
照 Hankel 算 阵 反对 角 线 上 元 素 相 等 这 一 特性 来 写 出 相应 的 Hankel 抢 阵 , 使 得 下 
三 角 惩 阵 均 为 0。 

例 3-3 试用 MATLAB 语 旬 输入 下 面 给 


全 7 ankel 竹 阵 五 。 


出 的 卫 
dd4D6 7 
4506 7 

5 6060 7 8 


妆 
9 





3.1 特殊 敌阵 的 输入 


量 和 站 有 


求解 ”分析 给 出 的 矩阵 ， 用 向 量 分 别 表示 该 矩阵 的 首 列 和 最 后 一 行 ， 则 可 以 由 下 面 语 
名 生成 Hankel 和 矩阵 。 如 果 只 给 出 一 个 向 量 C， 则 可 以 生成 下 三 角 矩 阵 为 0 的 方 阵 。 
>> C=[1 2 3]; R=[3456789]j; H=hankel(CC,R) 
C=[t1 2 3]j; HL1=hankel(C) 
这 样 输入 的 两 个 给 阵 分 别 为 


1 245 6 7 1 > 
-|23456 7 8. 互 I 一 |2 3 
dbpbraiai 9 JJ 人 洛 

4. Hilbert 矩阵 及 逆 Hilbert 矩阵 


Hilbert 矩阵 是 一 类 特殊 矩阵 , 它 的 第 (?, 7) 元 素 的 值 满足 户 ， =1707 一 1)， 
这 时 一 个 寻 x 允 阶 的 了 Hilbert 托 阵 可 以 写成 


1 1712 1/3 1 /mm 
中 中 4 Ye ]] (1 
1 ln+ID 1 +T2) 1/(2n 1) 


产生 Hilbert 窍 阵 的 MATLAB 畏 数 为 4=hilb(n) ， 其 中 , 7 为 要 产生 的 
矩阵 阶 次 。 

高 阶 Hilbert 和 抢 阵 一 般 为 二 条件 的 矩阵 ,所 以 直接 对 之 求 道 往往 会 引出 浮 点 
得 出 的 现象 。MATLAB 提供 了 直接 求 取 逆 Hilbert 矩阵 的 算法 及 函数 , 其 调用 格 
式 为 召 =invhilb(m) 。 

由 于 Hilbert 窍 阵 本 身 接近 奇异 的 性 质 ， 所 以 在 处 理 该 矩阵 时 建议 尽量 采用 
符号 运算 工具 箱 ， 而 采用 数值 解 时 应 该 检验 结果 的 正确 性 。 

5. Vandermonde 生 阵 

假设 有 一 个 序列 c,， 其 各 个 元 素 为 {fcl.ca，…… ,cn}， 则 可 以 写 出 一 个 矩阵 ， 其 
第 (z,7) 元 素 满足 ww = cr 27 = 2 ,nm。 这 样 可 以 构成 一 个 矩阵 


也 一 上 了 一 二 
C] C1 CC 
cc ce 1 
| 2 2 
加 站 和 | 35) 
了 一】 了 一 之 
Cn Cn Cn 


该 矩阵 称 作 Vandermonde 抢 阵 。 如 果 已 知 一 个 向 量 c， 则 可 以 由 MATLAB 
提供 的 vander() 函数 来 构造 一 个 Vandermonde 和 矩阵 太 =vander(e) 。 


例 3-4 若 向 量 C=[1,2,3,4,5]， 则 可 以 得 出 该 向 量 对 应 的 Vandermonde 和 矩 阵 为 


第 3 章 线性 代数 问题 的 计 站 机 求解 


和 和 本 和 


>> C=[t，2，3，4，5]j; V=vander(C) 


] [ 1 1 1 
10 六 4 2 1 
这 样 构造 出 的 Vandermonde 矩阵 为 VY = |81 27 9 3 1 
250 064 1310 4 1 
625 125 2 5 1 
6. 伴随 宅 阵 
假设 有 一 个 首 一 化 的 多 项 式 
P(s) 一 8 十 as 十 aas 十 :十 an 13 十 an (3-1-6) 
则 可 以 写 出 一 个 伴随 矩阵 
国人 一 他 2 一 人 一] 一 Cn 
] 0  …: 0 0 
4-.= | ] 8 0 (3-1-7) 
0 O0 ] 0 


生成 伴随 矩阵 的 MATLAB 顶 数 调用 格式 为 召 =compan(p) ， 其 中 , Pp 为 一 
个 多 项 式 的 系数 同 量 ， 该 图 数 将 自动 对 多 项 式 进 行 首 一 化 处 理 。 
例 3-5 考虑 一 个 多 项 式 P(s) = 2s4 十 4s2 十 5s 十 6， 试 写 出 该 多 项 式 的 伴随 矩阵 。 
求解 先 输入 特征 多 项 式 ， 则 伴随 天 阵 可 以 通过 下 面 的 语 白 建立 起 来 ， 赋 给 4 珑 阵 。 
>> P=[20456]; A=compan(P) 
U -2 -25 一 3 
1] 0 U 0 


0 1 0 0U 
0 0 ] 0 


7. 随机 元 素 和 矩阵 

顾名思义 ， 随 机 元 素 和 矩阵 的 各 个 元 素 是 随机 产生 的 。 如 果 乞 阵 的 随机 元 素 满 
足 [0,1] 区 间 上 的 均匀 分 布 , 则 可 以 由 MATLAB 函数 rand() 来 生成 ,该 函数 通 
旬 的 调用 格式 为 


4=rand(m) % 生成 mx 交 阶 标准 均匀 分 布 伪 随 机 数 方 阵 
4=rand(m 7) 生成 mx 了 mn 阶 标准 均匀 分 布 伪 随 机 数 矩 阵 


函数 rand() 还 可 以 生成 多 维 数组 。 满 足 标 准 正 态 分 布 的 随机 数 矩 阵 可 以 由 
randn() 图 数 获 得 ， 当 然 也 可 以 使 用 玉 =rand(size(4)) 形式 调用 该 函数 。 

这 里 的 随机 数 实 际 上 是 “ 伪 随 机 数 " 。 所 谓 伪 随 机 数 ， 就 是 通过 某 种 数学 公式 
生成 的 、 满 足 某 些 随机 指标 的 数据 。 这 样 的 随机 数 是 可 以 重复 的 ， 与 某 些 用 电子 
方法 获得 的 不 可 重复 的 随机 数 是 不 同 的 。 


则 可 以 得 出 给 阵 4 = 


3 红 .特殊 矩阵 的 输入 人 
更 一 般 地 ， 如 果 想 生成 在 (a, 包 区 间 上 均匀 分 布 的 随机 数 抱 阵 ， 则 可 以 首先 
用 Y=rand(m ,mi) 命令 生成 一 个 在 (0,1) 区 间 上 的 均匀 分 布 随机 数 和 矩阵 ， 再 
用 妇 =a+(--a*y 语句 则 可 以 生成 满足 需要 的 矩阵 友 。 如 果 想 生成 满足 
No2) 的 正 态 分 布 的 随机 数 ， 则 可 以 先 用 VY=randn(m mm) 命令 生成 标准 随 
机 分 布 的 随机 数 和 矩阵 太 ， 再 用 人 胡 =1 十 orxVy 命令 就 可 以 转换 成 所 需 的 矩阵。 
MATLAB 的 统计 工具 箱 还 提供 了 大 量 满足 特殊 分 布 的 随机 数 生成 函数 ， 如 
“满足 Rayieigh 分 布 的 raylrnd()， 满 足 v ”分布 的 chi2rnd()， 有 具体 请 参见 文 
献 [3, 4]。 


3.1.2 ”符号 和 矩阵 的 输入 


如 果 已 经 建立 起 了 数值 矩阵 4,， 则 可 以 由 瓦 =sym(4) 语句 将 其 转换 成 符号 
所 阵 。 这 样 ， 所 有 数值 矩阵 均 可 以 通过 这 样 的 形式 转换 成 符号 扎 阵 ， 并 利用 符号 
运算 工具 箱 获 得 更 高 精度 的 解 。 

对 于 一 些 特殊 矩阵 形式 ， 如 Vandermonde 和 抢 阵 、Hankel 和 托 阵 及 伴随 矩阵 ， 
符号 运 算 工 具 箱 不 直接 支持 它们 ,所 以 需要 编写 下 面 的 一 些 杖 数 ,， 将 其 置 于 Csym 
目录 下 ,这样 才 可 以 对 符号 回 量 建立 起 这 些 符 号 扎 阵 。 

参考 MATLAB 语言 对 数字 和 拖 阵 生成 的 相应 函数 ， 可 以 改写 出 适合 符号 运 
算 的 新 函数 。 例 如 ， 可 以 编写 出 生成 伴随 矩阵 的 MATLAB 函数 compan ()。 


function A=compan(c) 
c=cC:).:; A=symktdiag(ones(1,n-2),-1)); AL1,:)=-c(2:n)./c(C1) 


例 3-6 试用 解析 方法 建立 起 下 面 多 项 式 的 伴随 短 阵 。 

忆 ( 入) 一 0 入 十 QoA' 二 - Q3A 和 6 十 … 十 Q>》X“ 十 Q8g 人 十 Qg 
求解 由 上 面 编写 的 邓 数 ， 可 以 先 申 明 符 号 变量 ， 并 以 向 量 形 式 输入 多 项 式 ， 最 后 通过 
下 面 的 语句 直接 建立 所 需 的 伴随 和 撼 阵 。 


>> SymS al a2 ao ad ap5 a6 a7 a8 a9 
A=compant [al a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9] ) 


这 样 建立 起 所 需 的 矩阵 
一 21/al 一 CQ3/al 一 04/ai 一 05/a1 一 06/al 一 Q7/ai 一 08/al 一 09/ail 

] 0 0 人 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 
一 0 0 U U 0 0 0 

0 0 0U ] 0 0 0 0 

0 U 旬 0 ] 0 0 0 

0 0 O 0 U 工 b 0 

0 U U 0 0 ] 0 
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站 


类 似 地 ，Hankel 矩阵 的 MATLAB 函数 hankel() 为 

function H=hankel(Cc,T) 

c=c(:); nc=1length(Cc) ; 

if Dargin==1，ITr=zeros(size(c)); end 

r=T(:); BTr=]LengthGr); x=fc;i r((2:nr):)]; cidx=(1:nc)，， 

ziqx=0: (nr-t); Hi=cidqx(:,ones(nr,1))+ridx(ones(nc,1)，,:); H=x(H1L) ; 

还 可 以 建立 起 生成 Vandermonde 矩阵 的 MATLAB 函 数 vander()， 其 格式 
与 MATLAB 语言 中 的 数值 函数 完全 一 致 。 

function A=vander(v) 

n=Tength(v); Vv=Vv(:); A=symn(ones(n) ) ; 

for j=n-l:-1:1，A(:，j)=v.*xA(:，j+l); end 


3.1.3 线性 系统 的 状态 空间 模型 


控制 系统 的 状态 空间 描述 和 前 面 介绍 的 传递 函数 描述 是 刻画 同一 问题 的 两 种 
不 同方 法 。 传 递 函数 模型 描述 的 是 系统 的 输入 和 输出 之 间 的 关系 ， 而 状态 方程 模 
型 除 此 之 外 , 还 描述 了 一 些 内 部 的 状态 变量 ， 所 以 状态 方程 模型 又 称 为 系统 的 内 
部 模型 ， 而 传递 函数 模型 称 为 系统 的 外 部 模型 。 系 统 的 状态 方程 模型 构造 了 “ 现 
代 控 制 理论 ”的 基础 。 

这 里 甫 先 介绍 系 统 的 状态 方程 描述 方法 ， 然 后 着 重 介绍 连续 和 离散 线性 时 不 
变 系统 的 数学 模型 及 其 MATLAB 表示 方法 。 

1. 连续 系统 的 状态 方程 模型 

在 介绍 系统 状态 方程 之 前 先 给 出 一 个 实际 系统 状态 方程 建 模 的 例子 ,然后 给 
出 线性 系统 状态 方程 的 一 般 形 式 。 
例 3-7 重新 考虑 图 2-3 中 的 RLC 串联 电路 ， 式 (2-2-10) 表示 出 该 系统 的 微分 方程 模 
开 。 斌 选择 状态 变量 ， 推 导出 对 应 的 状态 方程 模型 。 如 果 输 入 信号 飞人 昌 为 阶 路 信和 号， 
证 求 出 vc 人 声 的 解析 解 。 
求解 选择 状态 变量 zi(t) = it za = uc 人 昌 ， 由 式 (2-2-8) 可 以 得 出 zi = Cd 由 趟 
(2-2-9) 可 以 得 出 的 三 REzl 十 ZL23 十 za， 从 而 可 以 写 出 系统 的 状态 方程 为 


2 [EL -Local mA Z1 
圳 -De 的 国 :ro 四 
若 选 择 状 态 变量 尼 1 一 tc， wa 一 2 ， 则 可 以 写 出 炎 2 一 已 宛 1 ， 2 人 志 ) 一 后 To 十 Ze 十 袜 1， 
这 样 可 以 改写 状态 方程 为 


1 加 U 17C 心 1 心 
图 -| -1 9 四 上 2 一 0 阿 
可 见 ， 随 着 状态 变量 的 不 同 选择 ， 得 出 的 状态 方程 模型 是 不 惟一 的 。 


3.1 特殊 给 阵 的 输入 


连续 线性 时 不 变 系统 状态 方程 的 一 般 表 示 为 


(3-1-8) 
(it 一 Ci 十 DU( 


它 (= 4z 人 十 五 wb 
式 中 人 取 三 [与 g= [2 分 别 为 系统 的 输入 和 输出 回 量 ，z 为 
系统 的 状态 向 量 。 和 玫 阵 4, 吾 ,C 和 姜 为 维 数 相 容 的 矩阵 。 这 里 维 数 相 容 是 指 在 
方程 里 相应 的 项 是 可 乘 的 。 准 确 地 说 ，4 矩阵 是 寻 x 即 方 阵 , 玉 为 见 x7D 和 玫 阵 ，C 
为 g x 兄 矩阵 ,万 为 gxp 移 阵 。 
在 MATLAB 中 表示 系统 的 状态 方程 模型 是 相当 直观 的 ， 只 需要 将 各 个 系数 
矩阵 按照 常规 矩阵 的 方式 输入 到 工作 空间 中 即 可 ,这样 ， 系 统 的 状态 方程 模型 可 
以 用 下 面 的 语句 直接 建立 起 来 C=ss(4 ,已 ,C ,万 ) 。 


例 3-8 多 变量 系统 的 状态 方程 模型 可 以 用 前 面 介 绍 的 方法 直接 输入 ， 无 需 再 进行 特 
殊 的 处 理 。 试 将 如 下 双 输 入 双 输 出 系统 的 状态 方程 模型 输入 MATLAB 环境 。 


-12 -17.2 -16.8 -11.9 1.5 0.2 

6 86 84 6 1 0.3 

-| 6 87 84 6j|z0+| 2 12 
-59 -86 -83 -6 0 0.5 


2 05 0 0.8 
(一 |03 03 02 1 工 | 


求解 系统 的 状态 方程 模型 可 以 用 下 面 的 语句 直接 输入 
>> A=[-12,-17.2,-16.8,-11.9; 6,8.6,8.4,6; 
6,8.7,8.4,6; -5.9,-8.6,-8.3,-6]， 
B=[1.5,0.2; 1,0.3; 2,1; 0,0.5] ， C=[2,0.5,0,0.8; 0.3,0.3,0.2,1j] ; 
D=zeros(2,2); G=ss(A,B,C,D) 人 输入 并 显示 系统 状态 方程 模型 
2. 离散 系统 的 状态 方程 模型 
离散 系统 状态 方程 模型 可 以 表示 为 
zZ|(E 十 TiT = 下 (TI) 十 CGOKT) (3.9) 
y(ET) = Cz(kT) 十 Due(kT) 


这 里 工 为 离散 系统 的 采样 周期 。 可 以 看 出 ， 该 模型 的 输入 应 该 与 连续 系统 状态 


方程 一 样 ， 只 需 输入 五 ,GCC 和 万 和 矩阵 ,就 可 以 用 ss() 函数 将 该 模型 输入 到 
MATLAB 的 工作 空间 了 :万 =ss( 下 ,G,C ,万 , Ts， 了 了 ) 。 
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和 间 有 划 和 


3.2 ”和 矩阵 基本 分 析 


3.2.1 和 矩阵 基本 概念 与 性 质 


1. 矩阵 的 行列 式 
所 阵 4 = {ai} 的 行列 式 定 义 为 


刀 =| 4|= det(4) = >》 (1)*aleaokb anks (3-2-1) 


式 中 ，ja, Fo ,5 是 将 序列 1,2,…… ,mm 的 元 素 交 换 丰 次 所 得 出 的 一 个 序列 ， 
每 个 这 样 的 序列 称 为 一 个 置换 (permutation); 而 了 表示 对 嫩 , ka…… ,8 取 遍 
1,2,.… ,7 的 所 有 排列 的 求 和 。 

计算 矩阵 的 行列 式 有 多 种 算法 , 在 MATLAB 中 采用 的 方法 是 对 原 和 矩阵 人 
进行 三 角 分 解 (又 称 为 下 U 分 解 ， 后 面 将 介绍 )， 将 其 分 解 成 一 个 上 三 角 和 矩阵 过 和 
一 个 下 三 角 拖 阵 王 的 积 , 即 4 三 无 DJ, 这样 可 以 先 求 出 王 矩阵 的 行列 式 。 注 意 ， 
在 这 一 官 阵 中 只 有 一 种 非 0 的 排列 方式 且 其 行列 式 的 值 s 为 1 或 -1。 同 样 ， 因 
为 !7 为 上 三 角 和 矩阵 ,所 以 其 行列 式 的 值 为 该 矩阵 主 对 角 线 元 素 之 积 , 即 4 矩阵 
行列 式 为 det(4) = s [we MATLAB 提供 了 内 在 函数 det() ， 其 调用 格式 
很 直观 , 为 d=det(4) ,利用 它 可 以 直接 求 取 甜 阵 4 的 行列 式 。 该 函数 同样 适用 
于 符号 写 阵 A。 
16 2 3 13 
5 1 10 8 
9 7 6 12 
4 14 15 1 
求解 由 下 面 的 语 旬 可 以 立即 得 出 算 阵 的 行列 式 

>> A=[16 2 3 13; 5 11 10 8; 97 6 12; 4 14 15 1];， det(A) 
该 矩阵 的 行列 式 为 0， 表明 撼 阵 4 奇异 。 
例 3-10 高 阶 Hilbert 短 阵 是 接近 奇异 的 绑 阵 。 试 用 解析 解 方法 计算 出 20 x 20 的 
Hilbert 甜 阵 的 行列 式 。 
求解 首先 用 hilb() 函数 可 以 定义 一 个 20 x 20 的 了 Hilbert 给 阵 ， 将 其 转换 成 符号 瓶 
阵 ， 则 MATLAB 的 det() 函数 会 自动 采用 人 其 行列 式 的 值 。 

>> tic，A=sym(hilb(20)); det(A) ， 
可 以 得 出 如 下 行列 式 的 解析 解 及 近似 值 为 


] 
det( 再 ] = 一 一 一 -一 mv4 一 224 
ct) 2377454716.… 36800000000000000000000000000000000000 人 
hanA VANriagiaiggvaueegpgauiidigaaiaiaaae 


225 位 ， 因 排版 限制 省 略 了 中 间 的 数字 


并 得 出 运行 时 间 为 0.862 秒 。 从 计算 结果 还 可 以 看 出 ， 利用 解析 方法 在 1 秒 内 就 可 以 


例 3-9 试 求 出 给 阵 4 = 的 行列 式 。 


3.2 甜 阵 基本 分 析 


大 和 明和 


得 出 原 问 题 的 解析 解 ， 因 为 这 里 采用 的 方法 是 纸 阵 三 角 分 解 的 方法 ， 而 不 是 代数 余子 
式 算 法 。 

2. 矩阵 的 迹 

假设 一 个 方 阵 为 4 = fa 站 = 1 2 ,nn， 则 第 阵 4 的 迹 定义 为 该 矩阵 
对 角 线 上 各 个 元 系 之 和 


tr(4) = >》 oa (3-2-2 

由 代数 理论 可 知 ,和 窟 阵 的 迹 和 该 矩阵 的 特征 值 之 和 是 相同 的 , 和气 阵 4 的 迹 可 以 由 
MATLAB 函数 trace() 求 出 ， 该 函数 的 调用 和 数学 表示 相似 扩 trace(4) 。 其 
实 , 矩阵 的 迹 还 可 以 由 诬 层 命令 好 sum(diag(4)) 求 出 。 

例 3-9 中 和 矩阵 的 迹 可 以 由 MATELAB 语句 直接 求 出 : trace(4)=34。 

3. 矩阵 的 秩 

大 矩阵 所 有 的 列 癌 量 中 共有 re 个 线性 无 关 ， 则 称 矩 阵 的 列 秩 为 rv。 如 果 
re 一 ?712， 则 称 4 为 列 满 秩 筷 阵 。 相 应 地 ,， 若 矩阵 4 的 行 向 量 中 有 ~ 个 是 线性 无 
关 的 ， 则 称 惩 阵 4 的 行 秩 为 风 。 如 果 六 三 如 则 称 4 为 行 满 秩 和 矩阵 。 可 以 证 明 ， 
和 插 阵 的 行 和 钦 和 列 秩 是 相等 的 ， 故 称 之 为 矩阵 的 秩 ,， 记 作 


Tank(4) 一 7 一 方 (3-2-3) 


这 时 ,， 算 阵 的 秩 为 rank(4)。 和 抑 阵 的 秩 也 表示 该 定 阵 中 行列 式 不 等 于 0 的 子 式 的 
最 大 阶 次 。 所 谓 子 式 ， 即 为 从 原 抢 阵 中 任 取 开 行 及 大 列 所 构成 的 子 矩阵 。 

矩阵 求 秩 的 算法 也 是 多 种 多 样 的 ， 其 区 别 是 有 的 算法 是 稳定 的 ， 而 有 的 算 
法 可 能 因 和 矩阵 的 条 件数 变化 不 是 很 稳定 。NMIATLAB 中 采用 的 算法 是 基于 和 拖 阵 的 
奇异 值 分 解 的 算法 喇 。 首 先 对 矩阵 进行 奇异 值 分 解 ,得 出 抢 阵 4 的 ”个 奇异 值 
0ii = 1 2 7， 在 这 史 个 奇异 值 中 拷 出 大 于 给 定 误 差 限 se 的 个 数 r， 这 时 > 
就 可 以 认为 是 4 窍 阵 的 秩 。 

MATLAB 提供 了 一 个 内 在 函数 rank(), 用 它 可 以 求 取 给 定 和 矩阵 的 秩 。 该 函 
数 的 调用 格式 为 


r=Tank(4) % 用 默认 的 精度 求 数值 秩 
r=rank(4,s) % 给 定 精度 s 下 求 数值 秩 
其 中 ,4 为 给 定 官 阵 ，= 为 机 器 精度 。 符 号 运算 工具 箱 中 也 提供 了 rank() 函数 ， 
可 以 求 出 数值 矩阵 秩 的 解析 解 ， 其 调用 格式 与 前 面 的 方法 完全 一 致 。 
例 3-11L 试 求 出 例 3-9 中 给 出 的 4 抵 阵 的 秩 。 
求解 用 rank(4) 函数 可 以 得 出 该 矩阵 的 秩 为 
>> 8&=[l162313;5 141 108;976142; 414145 1 rangk(A)》 


和 地 千 且 
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该 给 阵 的 秩 为 3， 小 于 禾 阵 的 阶 次 ， 故 甜 阵 4 是 非 满 秩 和 给 阵 。 
例 3-12 现在 考虑 例 3-10 中 给 出 的 20 x 20 Hilbert 甜 阵 ， 考 虑 用 数值 方法 和 解析 方 
法 分 别 求 该 矩阵 的 秩 ， 并 比较 其 正确 性 。 
求解 先 考 虑 数值 方法 ， 应 该 给 出 命令 

>> H=hilb(20) ;rank(H) 
故而 可 以 得 出 结论 。 因 为 该 矩阵 的 秩 为 13,， 该 值 和 短 阵 阶 次 相差 太 多 ,所 以 百 猎 阵 为 
非 满 秩 矩 阵 。 其 实 该 函数 对 一 些 接近 奇异 的 答 阵 可 能 出 现 错误 结论 ， 用 数值 解 的 方法 
应 该 注意 。 如 果 有 可 能 应 该 采用 解析 解 的 方法 求解 该 问题 ， 该 方法 将 得 出 囊 憩 阵 的 
秩 为 20， 为 满 秩 甜 阵 。 

>> H=sym(hilb(20)); rank(H) 可见 原 矮 阵 为 非 厅 异 矩 阵 

4. 和 窍 阵 范 数 

矩 阵 的 范 数 是 对 扎 阵 的 一 种 测度 。 在 介绍 矩阵 的 范 数 之 前 ， 首 先 要 介绍 向 量 
范 数 的 基本 概念 。 如 果 对 线性 空间 中 的 一 个 向 量 z 存在 -一 个 函数 o(z) 满足 下 面 
3 个 条 件 : 

plz) 关 0 且 polz)=0 的 充 要 条 件 是 z=0 

2 0(az) = |alp(lzj, a 为 任意 标量 

3 对 辐 量 z 和 2 有 pz 十 切 芝 D(z) 十 po() 
则 称 pc(z) 为 z 问 量 的 范 数 。 范 数 的 形式 是 多 种 多 样 的 。 可 以 证 明 , 下 面 给 出 的 一 
族 式 于 都 满足 上 述 的 3 个 条 件 。 


7 1 7 了 
一 一 信 。。。 -一 ， _ 
pb (二 in 2 有 zl 天王 |m| (3-2-4 


这 里 用 到 了 向 量 范 数 的 记号 ||z||,。 向 量 范 数 可 以 由 MATLAB 底层 命令 直接 解 
出 sum(abs(4).*p)”*(1/p) 。 
矩阵 的 范 数 定义 比 向 量 的 稍 复 杂 一 些 ,其 数学 定义 为 , 对 于 任意 的 非 零 向 量 
zz， 和 证 阵 4 的 范 数 为 
4Il= sup 人 
zz0 | 


和 办 量 的 范 数 一 样 ,对 矩阵 来 说 也 有 常用 的 范 数 定义 方法 


(3-2-5) 


了 了 了 
中 4 一 JI8X 》 下 下 |， 中 41 一 Vsnuax(4T4)， 1 441-= JI 人 从 》 | Qi 
委 了 所 72 < 1 入 ?入 中 < 1 
2 二 ?一 


(3-2-6) 
其 中 , 引 ( 且 ) 为 四 失 阵 的 特征 值 , 而 snax(4I4) 为 4T4 和 拖 阵 的 最 大 特征 值 。 事 
实 上 , |4||。 还 等 于 4 和 抱 阵 的 最 大 奇异 值 。 


3.2 甜 阵 基 本 分 析 


业 二 本 rr” 昌 


MATLAB 提供 了 求 取 符 阵 范 数 的 函数 norm()， 人 允许 求 各 种 意义 下 的 窍 阵 范 
数 。 该 函数 的 调用 格式 为 


TV=norm(4) 求解 默认 的 | 4 
INV=norm(4， 选 项 ) “% 选项 可 以 为 .2.1nf ,Ero) 等 


这 样 , 例 3-9 中 和 矩阵 4 的 各 种 范 数 可 以 由 下 面 的 MATLAB 函数 直接 求 出 。 
>> A=fi16 2 3 13; 5 11 10 8;9761412; 414145 1 杂 ， 
[norm(GCA) ,mnormntaA ,2) ,normn(GA 1) ,normnCA Inf) ,norm(A， :fro):)] 

可 以 得 出 || 4 = 14 = 4 = 34, 14 = 38.6782。 这 里 有 两 点 值得 注 
意 ,首先 aorm(4) 和 norm(4,2) 凡 该 给 出 同样 的 结果 ,因为 它们 都 表示 14， 
其 饮 因 为 巧合 ,在 这 个 例子 中 , | 上 4 由 = 4。 但 一 般 情况 下 ,| 4 人 = 14 
个 一 定 能 满 丰 。 

遗憾 的 是 ,符号 运算 工具 箱 中 未 提供 nerm() 图 数 。 故 若 需 要 求解 数值 插 阵 
的 范 数 , 应 该 先 将 算 阵 用 double() 函 数 转 换 成 双 精 度数 值 矩 阵 ， 然 后 再 调用 数 
值 皂 阵 的 naozrm() 图 数 。 

5. 特征 多 项 去 

引入 算 子 s,， 并 构造 一 个 矩阵 s 了 - 4.， 再 求 出 该 矩阵 的 行列 式 ， 则 可 以 得 出 
一 个 关于 算 子 s 的 多 项 式 


C(s) 一 det(s7 一 4) 王 电 十 cas 十 :十 es 十 cnyl (3-2-7) 


这 样 的 多 项 式 C(s) 称 为 矩阵 4 的 特征 多 项 式 。 其 中 , 系数 ci = 2,3,…… ,mn+l 
称 为 矩阵 的 特征 多 项 陈 系数 。 多 项 式 首 项 系数 ol = 1 

MATLAB 提供 了 求 取 窍 阵 特 征 多 项 式 系数 的 函数 poly(), 该 函数 的 调用 格 
了 为 c=poly(4) ,返回 的 e 为 一 个 行 向 量 ,， 其 各 个 分 量 为 矩阵 4 的 降 过 排 列 的 
特征 多 项 式 系 数 。 该 函数 的 另外 一 种 调用 格式 是 ,如果 给 定 的 4 为 向 量 ， 则 假定 
该 向 量 是 一 个 矩阵 的 特征 值 ， 由 此 求 出 该 矩阵 的 特征 多 项 式 系 数 ， 如 果 向 量 4 中 
有 无 穷 大 或 NaN 值 , 则 首先 别 除 它 ， 再 计算 特征 多 项 式 的 系数 。 

震 要 指出 的 是 , 如 果 4 为 符号 气 阵 ， 该 施 数 仍然 适用 , 但 得 出 的 不 是 系数 向 
量 ， 而 是 多 项 式 的 数学 表达 式 本 喘 。 
例 3-13 试 求 出 例 3-9 中 给 出 的 4 短 阵 的 特征 多 项 式 。 
求解 可 以 通过 下 面 的 poly() 函数 直接 来 出 该 矩阵 的 特征 多 项 式 。 

>> A=[16 2 3 13;511 108;978612; 4141415 1];i) p=poly(A) 

pO=[1 -34 -80 2720 0] ; norm(p-PpO) 

得 出 特征 多 项 式 系数 为 1.-34, -80,2720. -1.813 x10-13。 该 系数 和 理论 值 的 差 的 范 
数 为 2.2810x107- 芒 。 

用 符号 运算 工具 箱 中 的 poly() 数 同样 可 以 求 出 天 阵 的 特征 多 项 式 。 
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>> A=Sym(A) ; PoLYy(A) 
由 解析 解 方法 可 以 得 出 其 特征 多 项 式 为 z4 - 34z3 - 80z2 + 2720z。 
在 实际 应 用 中 还 有 其 他 简单 的 数值 方法 可 以 精确 地 求 出 矩阵 的 特征 多 项 式 系 
数 。 例如, 下 面 给 出 的 Leverrier-Faddeerv 递 推 算法 是 求 取 生 阵 的 特征 多 项 式 的 一 
种 有 效 的 递 推算 法 。 


1 
Ch 一 一 天 t( 人 At) ti 二 人 十 chHT 大 二 于 (3-2-8 


其 中 忆 ; = Tci = 1。 该 算法 首先 给 出 一 个 单位 阵 了 并 将 之 赋 给 尺 ; ， 然 后 对 每 
个 大 的 值 分 别 求 出 特征 多 项 式 参 数 ， 并 更 新 玉 : 气 阵 ， 最 终 得 出 矩阵 的 特征 多 项 
式 系数 cx。 该 算法 可 以 直接 由 下 面 的 MATLAB 语句 编写 一 个 polyl() 函数 实 
现 ， 该 函数 还 实现 了 poly() 函数 的 其 他 调用 方法 ,可 以 全 面 取 代 该 函数 。 
function c=polyl(A) 
[nr ,ncj=size(A) ; 


if nc==nr % 给 出 知 为 方 阵 ， 则 用 Leverrier-Faddeev 算法 求 特 征 多 项 式 
I=eye(nc); R=I; c=f[fl zeros(1,nc)]，; 
for KX=1:nc，c(Ck+l)=-1/k*rtTrace(A*R) ; R=A*R+c(k+l1)*I，end 
elseif (nr==l | nc==1) % 给 出 为 网 量 时 , 构造 矩阵 
A=A(isfinite(A) ); n=length(A); c=[1 zeros(1,n)]: 
for j=l:n，c(2:(j+l1))=c(2:(j+l))-ACj).rc(1:j); end 
else  % 参数 有 误 则 给 出 错误 信息 
eIIOT( Argument must be a Vector or a Square matrix.，) 
enda 


调用 新 的 polyl1(4) 函数 , 则 可 以 得 出 精确 结果 。 
例 3-14 试 求 向 量 吾 = [alaa,aa,aa,as] 对 应 Vandermonde 和 矩阵 的 特征 多 项 式 。 
求解 可 以 用 4=vander( 吾 ) 函数 构造 一 个 Vandermonde 给 阵 4， 这 样 就 能 直接 使 用 
poly(4) 函数 获得 该 给 阵 的 特征 多 项 式 。 


>> Syms al a2 a3 a4 a5 Xi A=Vander([at a2 a3 a4 a5] )， 
collect(pPoly(A) ,x) % 按 z 合并 同类 项 , 化 简 多 项 式 
该 算 阵 的 特征 多 项 式 数学 表示 为 
det( 4) 一 和 2 十 (一 aa3 一 Qi1 一 0Q5)2” 十 (a5al 十 Csal 十 5a3 一 2a4 一 2a: 一 Q2 一 a3)Z5 
二 (adai +asa3s 十 adas5 十 a2a5 +ada3s -一 asal45 一 2a2a5a4 十 azal 一 2aaa4a3 十 205 十 a3)z? 


2 4 ， 22 ，4 3 2 2 2 3 5 
十 (一 3a4a3a5 十 05 十 ad4a5 十 a4 一 0501 十 065a3 十 2azajia4 -asd 十 3)jz 一 中 


6. 和 宅 阵 多 项 式 的 求解 
矩阵 多 项 式 的 数学 形式 为 


妃 =a4 +aa4 十 :十 oa 二 an (3-2-9) 


3.2 甜 阵 基 本 分 析 


和 


其 中 ,4 为 一 个 给 定 和 矩阵 , 了 为 和 4 同 阶 次 的 单位 矩阵 ,这 时 返回 的 矩阵 召 为 抢 
阵 多 项 式 的 值 。 矩阵 多 项 式 的 值 在 MATLAB 语言 环境 中 可 以 由 polyvalm() 本 
数 求 出 ， 该 函数 的 调用 格式 为 巨 =polyvalm(a ,4) ， 其 中 ,，a 为 多 项 式 系 数 降 桶 
排列 构成 的 问 量 , 即 a= [cl,a> ,aa 1i]。 

相应 地 ， 还 可 以 按 点 运算 的 方式 定义 一 种 多 项 式 运 算 为 


人 一 QZ 了 十 am.( 人 (7 一 直 十 十 aol (3-2-10) 


这 时 , 定 阵 C 可 以 由 语句 C=polyval(a,z) 直接 计算 出 来 。 

右 由 MATLAB 的 符号 运算 工具 箱 给 出 多 项 式 p,， 则 可 以 调用 subs() 函数 
求 出 点 运算 意义 下 的 多 项 式 的 值 C=subs(p,s,z) 。 
例 3-15 Cayley-Hamilton 定理 是 矩阵 理论 中 的 一 个 比较 重要 的 定理 ， 其 内 容 为 : 落 
竹 阵 4 的 特征 多 项 式 为 


js) = det(s 了 一 4) =als" +aasn 十 .十 ans 十 anal (3-2-11) 


则 有 4) = 0 亦 即 ai47" +az4"- 十 … 二 ank4+an = 0。 假 设 和 给 阵 人 邓 为 
Vandermonde 天 阵 ， 荆 验证 其 满足 Cayley-Hamilton 定理 。 
求解 可 以 由 下 面 的 MATLAB 语句 来 验证 Cayley-Hamilton 定理 。 
>> A=Vvandqer([LI1234567|]) 
aa=poly(A) ;i B=polyvalm(aa,A); Dorm(B) 
则 可 以 构造 出 下 面 的 Vandermonde 答 阵 ， 并 求 出 误差 纸 阵 的 范 数 为 2.1886 x 106。 
1 ] ] ] 1 1 
06:4 32 16 8 4 2 
729 2443 | 2 9 3 
4 一 | 4096 1024 250 64 16 1 
15620 gl25 625 125 25 5 
46650 7776 1296 216 36 6 
117649 16807 2401 343 49 了 
由 于 使 用 的 Poly() 子 数 会 产生 一 定 的 误 善 ， 而 该 误差 在 答 阵 多 项 式 求 解 中 导致 了 巨 
大 的 误差 ,从 而 得 出 错误 结论 。 由 此 看 来 ， poly() 函数 的 误差 有 时 是 不 可 忽略 的 。 如 
果 把 上 面 语 句 中 的 Poly() 子 数 用 Polyi() 函数 代替 ， 则 可 以 得 出 如 下 结果 : 
>> aal=polyt(GA) ; Bt=polyvalm(aal,A);， norm(BT1) 
可 见 ， 由 此 得 出 的 召 矩阵 就 会 等 于 0， 故 该 矩阵 满足 Cayley-Hamilton 定理 。 


3.2.2 ”符号 多 项 式 与 数值 多 项 式 的 转换 


知已 知 数值 多 项 式 系数 构成 的 向 量 p= [al ,aaz，… ,ai ， 则 可 以 通过 符号 
运算 工具 箱 提 供 的 poly2sym() 函数 转换 成 多 项 式 表示 。 若 已 知 多 项 式 的 符号 表 


je 拓 才 | 一 
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达 式 ， 则 可 以 由 sym2poly() 国 数 转换 成 系数 回 量 形式 。 这 两 个 图 数 的 调用 格 陈 
都 是 很 简单 的 : 
=poly2sym(D) 或 F=poly2sym(p,Zz) YY 问 量 转 多 项 式 
DP=Ssym2poly( 户 ) % 多 项 式 转 问 量 


例 3-16 已 知 多 项 式 扩 = S 十 2s4 十 3%5 十 4s2 十 5s 十 6， 试 用 不 同形 式 表示 该 多 项 式 。 
求解 该 多 项 式 可 以 用 两 种 形式 先 定义 出 来 。 例 如 ， 可 以 用 数值 形式 先 定义 再 用 相应 
的 方式 将 其 转换 成 符号 型 的 多 项 式 。 


>> P=[123456];/ 先 由 系数 按 降 老 顺序 排列 表示 多 项 式 
f=poly2sym(P,)v:) 人 以 了 交 为 算 子 表示 多 项 式 


这 样 得 出 的 多 项 式 为 FU) 一 妇 十 204 二 3o3 十 42 十 5 十 6。 显 然 ， 另 一 种 方法 是 需要 
先 表 示 符 号 形式 的 多 项 式 ， 然 后 用 转换 函数 将 其 转换 成 数值 形式 。 

>> P=Sym2poly(f) /6 转换 成 数值 形式 的 多 项 式 
这 样 会 得 出 向 量 P = |1,2,3,4,5,6]。 


3.2.3” 逆 和 窍 阵 与 广义 逆 和 矩阵 


1. 窍 阵 的 逆 和 矩阵 
对 一 个 已 知 的 ?xx7m 非 奇 异 方 阵 4 来 说 , 若 有 一 个 同样 大 小 的 C 和 气 阵 满足 


4C=-C4=-T (3-2-12) 


式 中 了 工 为 单位 阵 ， 则 称 C 和 抢 阵 为 4 矩阵 的 道 矩 阵 ， 并 记 作 C = 4-1， 
MATLAB 语言 中 提供 了 inv() 函数 ,可 以 直接 用 来 求 取 矩阵 的 道 矩 阵 , 亦 
届 C=inv(4) 。 该 函数 同样 适用 于 符号 变量 构成 的 矩阵 的 求 道 。 
例 3-17 试 来 取 Hilbert 敌阵 的 送 矩 阵 。 
求解 考虑 4x4Hilbert 和 给 阵 ， 调 用 MATLAB 的 天 阵 求 北 函 数 inv()， 则 可 以 立即 得 
出 该 纸 阵 的 逆 和 矩阵 。 
>> H=hilb(4); H1=inv(H) ，H*Hi 
这 样 得 出 的 逆 矮 阵 五 ; 为 
15.9999999999993 --119.999999999992 “239.999999999979 -139.999999999986 
一 119.999999999992 “1199.9999999999 --2699.99999999976 “1679.99999999984 


239.99999999998 一 2699.99999999976 “6479.9999999994 -4199.99999999961 
一 3.999999999987 1679.99999999984 -4199.99999999961 “2799.99999999974 


这 里 还 可 以 应 用 MATLAB 的 语句 来 检验 得 出 的 北 和 矩阵 是 否 符 合 条 件 。 例 如 ,计算 原 
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本 


短 阵 百 和 求 出 的 北 矩 阵 百 ; 之 积 ， 则 


1 2.2737x10” 1 一 4.5475Xx10- ”2.2737X107- 

7.1054x1077 1 -1.1369x10-… 1.1369x10-… 
中 一 7.1054x10-3 U 1 0 
3.5527x10-5 1.1369x10- 卫 一 1L1369x10- 卫 | 


二 者 之 积 应 该 为 单位 阵 ， 但 实际 上 这 样 的 各 有 点 误差 。 对 大 规模 给 阵 米 说 ， 如 果 
用 上 述 的 检验 方法 显得 太 麻 烦 ， 所 以 可 以 将 结果 减 去 一 个 单位 阵 ， 对 其 误差 用 求 范 
数 的 方法 ， 对 得 出 的 给 阵 进 行 检验 。 如 果 误 差 和 给 阵 的 范 数 是 一 个 微小 的 数 ， 则 可 以 接 
受 得 出 的 遂 答 阵 ， 否 则 应 该 认为 其 不 正确 。 从 结果 看 ， 此 误差 虽然 未 小 于 MATLAB 
给 阵 运算 的 一 般 误 差 (10- ~ 10- ”数量 级 )， 但 还 是 比较 小 的 ， 因 此 可 以 接受 得 出 
的 雍 答 阵 。 

考虑 到 高 阶 辽 ilbert 短 阵 接近 于 奇异 算 阵 ， 一 般 不 建议 用 inv() 函数 直接 求解 ， 
可 以 采用 invhitb() 函数 直接 产生 北 矩 阵 。 对 于 低 阶 和 婚 阵 ,用 invhilb() 计算 出 来 的 
逆 算 阵 的 精度 也 显著 改善 了 。 若 扩大 天 阵 的 阶 次 ， 例 如 需要 研究 13 x 13 的 Hilbert 和 珑 
阵 ， 则 两 种 求 北 的 方法 都 将 失效 。 解 决 这 样 问题 的 最 好 方法 是 采用 解析 解 方法 。 

符号 运 彰 工具 箱 中 也 对 符号 给 阵 定 义 了 inv() 通 数 ， 即 使 对 更 吉 阶 的 非 奇 异 短 
阵 也 可 以 精确 求解 出 甜 阵 的 逆 和 矩阵 来 。 现 在 先 显 示 6x6 的 Hilpbert 逆 短 阵 为 

>> H=Sym(hilb(6));， HL=inv(CH) 


这 样 求 出 的 精确 逆 给 阵 为 
36 一 630 3360 一 7560 7560 一 2772 
-630 14700 -88200 211680 -220500 83160 
7 3360 “一 88200 ”564480 “”--1411200 1512000 ”一 582120 
1 一 -一 


一 fo00 211680 一 11200 3628800 “一 3969000 ”1552320 
f5b0 ”一 2050U ”1512000 -3969000 4410000 “一 1746360 
一 172 83160 -582120 1552320 ”一 1746360 698544 


其 实 ， 用 符号 运 站 工具 箱 可 以 求解 出 更 高 阶 Hilbert 给 阵 的 逆 甜 阵 。 例 如 ， 来 解 
30 阶 算 阵 ， 可 以 使 用 下 面 的 命令 ， 得 出 精确 的 逆 答 阵 ， 这 时 误差 为 0。 

>> H=Symkhilb(30)); norm(double(Hxinv(H)-eye(size(H))) ) 
例 3-18 试 对 例 3-9 中 给 出 的 奇异 算 阵 4 求 北 ， 并 观察 用 数值 方法 对 真正 奇异 的 址 阵 
求 北 会 发 生 什 么 现象 。 
求解 首先 输入 该 矩阵 ， 则 可 以 用 inv() 函数 对 其 求 逆 。 

>> A=[16 2 3 13; 5 1L1 108;976142;， 444415 1: 

B = inV(CA) ，A*B 

该 邓 数 调用 将 给 出 如 下 的 警告 信息 ， 提 示 用 户 该 纸 阵 接近 于 奇异 。 


WarnlnEg: Matrix is close to singular or badly scaled. 


5< 第 3 章 线性 代数 问题 的 计算 机 求解 


人 


Results ay be inaccurate. RCOND = 1.306145e-017 . 


事实 上 ,AQ 敌阵 是 奇异 给 阵 ， 但 通过 数值 算法 后 得 出 的 是 接近 奇异 的 结论 。 该 提 
示 说 明 得 出 的 着 矩阵 可 能 是 不 正确 的 ， 得 出 的 逆 具 阵 召 和 4 召 答 阵 分 别 为 


0.93483 ”2.8147 一 2.8147 一 0.9383 ] 0 一 1 一 0.25 
万 一 1014 2.8147 ”8.4442 一 8.4442 一 2.8147 4 万 一 一 0.25 0 0 0.875 
一 2.8147 一 8.4442 8.4442 2.8147 | 0.25 0.5 0 0.25 
一 0.9483 一 2.8147 2.8147 0.9383 40.15634 0.125 0 1.734 


事实 上 ， 奇 异 徐 阵 根本 不 存在 一 个 相应 的 北 和 矩阵 ， 能 满足 式 (3-2-12) 中 的 条 件 。 
对 这 里 给 出 的 问题 还 可 以 试用 符号 运算 工具 箱 中 的 函数 ， 但 由 于 和 具 阵 奇异 ， 故 inv() 


也 数 也 无 能 为 力 。 
>> A=SymCA) ; inV(A) 
这 时 将 得 出 错误 信息 为 


Y77 Error Using ==> SYm/inv 
ETIOT，(in inverse) Singular IatTrix 


例 3-19 MATLAB 的 答 阵 求 逆 函 数 同样 适用 于 含有 变量 的 矩阵 。 例 如 ， 对 于 下 面 的 
Hankel 短 阵 ， 可 以 直接 用 inv() 函数 得 出 其 逆 和 矩阵 。 
>> Syms al a2 a3 a4; H=hankel([al a2 a3 a4]) ，inv(H) 


这 样 得 出 其 北 抵 阵 为 
0 0 0 1/a4 
F-1_ | 0 0 1 /as 一 1/cjdaa 
| 0 1/aa4 一 1/a3aa3 一 1/ad(aaaa 一 a2) 
1/aa 一 1/aias 一 1/a3(aozaa 一 a3) (--aldd 十 2a2a3sa4 一 Q8)/a4 
2. 窍 阵 的 广义 道 


表面 已 经 介绍 过 ， 即 使 用 解析 解 求 解 的 符号 运算 工具 箱 对 奇异 矩阵 的 求 首 也 

是 无 能 为 力 的 ,因为 其 道 矩阵 根本 不 存在 。 另 外 ,长 方形 的 矩阵 有 时 也 会 涉及 到 

个 能 求 逆 的 问题 ， 这 样 就 需要 定义 一 种 新 的 “ 道 和 矩阵 ”。 对 于 要 研究 的 矩阵 4, 如 
打 存 在 一 个 矩阵 入 ,满足 

4NV4=4 (3-2-13) 


则 六 宅 阵 称 为 4 的 广义 道 矩 阵 ,， 记 作 TV = 4-。 如 果 4 和 抵 阵 是 一 个 风 xym 的 
长 方形 矩阵 , 则 六 矩阵 为 mm xzm 阶 和 矩阵。 满足 该 条 件 的 广义 道 矩阵 有 无 穷 多 个 。 
定义 下 面 的 范 数 最 小 化 指标 为 


min 14z -- 吾 | (3-2-14) 


则 可 以 证 明 ,， 对 于 一 个 给 定 的 矩阵 4, 存在 一 个 惟一 的 矩阵 M 使 得 下 面 的 3 个 
人 条件 同时 成 立 。 


3.2 .给 阵 厌 本 分 析 3 
(4AIT4=4 
CI AT4AT 一 AT 
4NM 与 MA4 均 为 Hermite 对 称 托 阵 
这 样 的 算 阵 Af 称 为 矩阵 4 的 Moore-Penrose 广义 道 宅 阵 , 记 作 AWAY = 4+。 
从 上 面 的 3 个 条 件 中 可 以 看 出 ， 第 一 个 条 件 和 一 般 广 义 首 的 定义 也 是 一 样 的 ,所 
不 同 的 是 它 还 要 求 满足 第 二 个 和 第 三 个 条 件 ， 这 样 将 得 出 惟一 的 广义 逆 失 阵 了 。 
MATLAB 提供 了 求 取 和 拖 阵 Moore-Penrose 广义 逆 的 函数 pinv() 。 该 函数 
的 调用 格式 为 


Ad=pinv(4) ”4% 按 吉 认 精度 求 取 Moore-Penrose 广义 道 
AI=pinv(4,e) 4% 按 指定 精度 e 求 解 广义 道 第 阵 


其 中 , e 为 判 0 用 误差 限 , 如 果 省 略 此 参数 , 则 判 0 用 误差 限 选 用 机 器 的 精度 eps， 
这 时 将 返回 4 的 Moore-Penrose 广义 逆 矩 阵 RMWf 。 如 果 .4 和气 阵 为 非 奇异 方 阵 ， 则 
该 函数 得 出 的 结果 就 是 抢 阵 的 道 阵 , 但 这 样 求解 的 速度 将 明显 慢 于 inv() 函数 。 


例 3-20 考虑 例 3-9 中 给 出 的 奇异 矩阵 4， 例 3-18 中 用 符号 运算 工具 箱 中 inv() 函 
数 仍 不 能 获得 问题 的 解析 解 ， 因 为 解析 解 不 存在 。 所 以 这 里 将 考虑 Moore-Penrose 广 
义 北 甜 阵 的 求解 。 
>> A=[l16231413;5141 108;976142,， 41414 15 1 ] ; 
B=pinv(A) ，A*B 
这 样 可 以 得 出 广义 逆 天 阵 万 ， 并 求 出 4 妃 如 下 


U.1011 一 0.0739 一 0.0614 0.0636 0.95 ”一 0.15 0.15 U.Ub 
万 二 一 U.0364 0.0386 0.0261 0.0011 4 万 二 -0U.15 0.55 0.45 0.15 
0.0136 --0.0114 -0.0239 0.05111| 0U.15 0.46 40.55 ”一 0.15 
一 0.0489 0.0761 0.0886 一 0.0864 0.05 U.1]0 -0.15 0.95 


这 个 结果 就 不 再 是 单位 阵 了， 因为 不 存在 一 个 4+ 能 使 它 成 为 单位 阵 。 这 样 得 出 
的 4 ”应 该 能 使 得 式 (3-2-14) 中 的 范 数 取 最 小 值 。 现 在 检验 Moore-Penrose 广义 北 的 
3 个 条 件 如 下 : 

>> 卫 OTm(Az*Br#A-A) ，Dorm(BrA+rB-B) ，Dnorm(ArB-B?*A:，) ，Dnorm(B*#A-A*B，) 
这 4 个 误差 给 阵 范 数 分 别 为 3.3781x10- 4, 9.3458x10-17 ,1.3651xl10-15.1.6555x10-15。 
由 此 证 实 得 出 的 逆 天 阵 确实 是 原 和 矩阵 的 Moore-Penrose 广义 逆 。 现在 对 得 出 的 召 再 
求 一 次 Moore-Penrose 广义 北 ， 则 可 看 出 


16 1.99999999999999 3 13 
CA+i 二 5 11 10 8.00000000000001| _ 4 
”|8.99999999999998 “6.99999999999999 6 12 


4 14 15 1.00000000000001 


84 第 3 章 线性 代数 问题 的 计算 机 求解 


间 


6 1 4 
例 3-21 考虑 给 定 的 长 方形 短 阵 4 三 E 0 1 
-3 -2 一 5 


分 析 ， 例 如 获得 和 托 阵 的 秩 、Moore-Penirose 广义 北 等 ， 并 分 析 得 出 的 广义 遂 和 矩阵 性 质 。 
求解 可 以 给 出 下 面 的 语 自 对 该 甜 阵 进行 分 析 ， 则 可 见 该 矩阵 的 秩 为 2， 故 原 矩 阵 为 非 
满 秩 憩 阵 。 

>> A=[6,1,4,2,1; 3,0,1,4,2; -3,-2,-5,8,4] ， Tank(A) 

由 于 4 短 阵 为 谨 异 和 矩阵， 所 以 应 该 使 用 pinv() 函数 求 取 甜 阵 的 Moore-Penrose 
广义 北 ， 并 可 用 通过 下 面 的 检验 语 旬 对 Moore-Penrose 广义 逆 的 条 件 逐 一 验证 ,证 实 
该 广义 逆 甜 阵 确 实 满足 条 件 。 


>> jiA = Pinv(A) ，norm(iA*rAkiA-iA)，% 非 满 秩 算 阵 的 广义 递 
DOITm( 和 有 水 员 -AAA) ，Torm(IAz*A-A 7 水 ) ，TOorm(AjiA-A7 冰 AI ) 
0.073025 ”0.041301 ”一 0.022147 
0.010774 0.0019952 一 0.015563 
广义 递 答 阵 为 4+ = | 0.04589 ”0.017757 “一 0.038508| ， 并 得 出 4 个 误差 矩阵 的 范 
0.032721 “0.043097 ”0.063847 
数 分 别 为 0.016361 0.021548 ”0.031923 


14+44+ 一 4 =1.0264x10 715, 44+ 4 一 4 =8.1145x10- 
4+4 -4T(04+)T| = 3.9098x10-16. 44+ (4+TATI = 1.6653x10-16 


2 1 
4 2|， 试 对 该 矩阵 进行 基本 
8 4 





3.2.4 和 欠 阵 的 特征 值 问题 


1. 一 般 和 矩阵 的 特征 值 与 特征 向 量 
对 一 个 矩阵 4 来 说 ， 如 果 存 在 一 个 非 零 的 向 量 z， 且 有 一 个 标量 和 满足 


4 一 和 Z (3-2-15 ) 


则 称 入 为 4 矩阵 的 一 个 特征 值 ， 而 z 称 为 对 应 于 特征 值 入 的 特征 向 量 。 严 格 说 
来 , 2 应 该 称 为 4 的 右 特征 向 量 。 如 果 托 阵 4 的 特征 值 不 包含 重复 的 值 , 则 对 应 
的 各 个 特征 同 量 为 线性 无 关 的 , 这 样 由 各 个 特征 向 量 可 以 构成 一 个 非 奇异 的 矩阵 。 
如 果 用 它 对 原始 矩阵 作 相 似 变换 ， 则 可 以 得 出 一 个 对 角 和 矩阵。 和 拖 阵 的 特征 值 与 特 
征 门 量 由 MATLAB 提供 的 函数 eig() 可 以 容易 地 求 出 。 该 函数 的 调用 格式 为 


d=eig(4) % 只 求解 特征 值 
[YY ， 妃 ]=eig(4) 4% 求解 特征 值 和 特征 向 量 
其 中 , d 特征 值 构成 的 向 量 ， 万 为 一 个 对 角 和 矩阵 ， 其 对 角 线 上 的 元 素 为 矩阵 4 的 


特征 值 ， 而 每 个 特征 值 对 应 的 Y 矩阵 的 列 为 该 特征 值 的 特征 向 量 ， 该 矩阵 是 一 个 
满 秩 宅 阵 。MATLAB 的 矩阵 特征 值 的 结果 满足 4Y = 人 万 , 且 每 个 特征 向 量 各 
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元 素 的 平方 和 ( 即 2 范 数 ) 均 为 1。 如 果 调 用 该 函数 时 只 给 出 一 个 返回 变量 ， 则 将 
只 返回 和 托 阵 4 的 特征 值 。 即 使 4 为 复数 矩阵 . 也 段 样 可 以 由 eig() 函数 得 出 其 
特征 值 与 特征 回 量 矩 阵 的 。 

前 面 介 绍 的 矩阵 特征 多 项 式 的 根 和 特征 值 是 间 样 的 概念 , 所 以 若 精确 已 知 矩 
阵 的 特征 多 项 式 系数 , 则 可 以 调用 roots() 函数 来 计算 矩阵 的 特征 值 。 

矩阵 特征 值 的 求解 算法 是 多 种 多 样 的 ,最 常用 的 有 求解 实 对 称 抢 阵 特征 值 
与 特征 向 量 的 Jacobi 算法 、 原 点 平移 QR 分 解法 与 两 步 QR 算法 i 。 和 矩阵 的 特 
征 值 与 特征 回 量 的 求解 有 许多 标准 的 和 子 程序 或 程序 库 可 以 直接 调用 ， 如 著名 的 
EISPACK 软件 包 “3 等 。 MATLAB 中 的 eig() 函数 是 基于 两 步 QR 算法 实现 
的 ， 该 数 也 同样 可 以 求解 复数 算 阵 的 特征 值 与 特征 向 量 抢 阵 。 当 矩阵 含有 重 特 
征 值 时 , 特征 同 量 和 矩阵 可 能 趋 于 奇异 . 所 以 在 使 用 此 函数 时 应 该 注意 。 
例 3-22 求 出 例 3-9 中 给 出 的 甜 阵 4 的 特征 值 与 特征 向 量 短 阵 。 
求解 可 以 调用 eig() 函数 直接 获得 矩阵 4 的 特征 值 。 

>> A=[16 2 3 13; 5 11 10 8; 97 6 12; 4 14 15 切 )eig(A) 
得 出 的 特征 值 为 34,8.9443, -8.9443,0。 符 号 运算 工具 箱 中 也 提供 了 eig() 函数 ， 理 
论 上 可 以 求解 任意 痪 阶 矩 阵 的 精确 特征 值 ， 对 于 给 定 的 4 算 阵 ， 可 以 由 eig(sym(A) ) 
命令 求 出 特征 值 的 精确 解 为 0,34, 士 4V5。 

如 果 想 来 出 高 精度 的 数值 解 ， 则 可 以 给 出 如 下 命令 vpa(ans ,70) 。 

对 于 数值 短 阵 4， 可 以 通过 下 面 的 语句 同时 求 出 答 阵 的 特征 值 和 特征 向 量 为 

>> 1V ,dj=eigE(A) 
得 出 的 特征 向 量 和 矩阵 和 特征 值 给 阵 分 别 为 


0.5 一 0.8236 0.3764 --0.2236 4 0 0 U 
_- --U.D 0U.4230 “0.0236 一 0.6708 了 U .9443 0 4 

-0.5 0.02346 0.4236 0.6703 | U HU 一 5.9443 0 

--0.5 0.3764 -0.8236 0.2236 U U 0 6.67x10- 2 


同样 ， 用 符号 运算 工具 箱 中 的 [wo,d 人 =eig(sym(4)) 函数 也 可 以 求解 出 特征 值 和 
特征 向 量 答 阵 的 解析 解 为 


-8vV5-17 8v5-17 1 -1 4v5 0 0 0 
4V5+T9 一 4V5+9 1 -3 | 0 -4v5 0 0 
1 1 1 3 0 34 0 
4v5+7 -4V5+7 1] 1 0 0 0 0 


可 上 大 ,在 前 面 的 例子 中 两 次 调用 了 eig() 函数 , 但 由 于 返回 参数 个 数 不 一 致 ， 
押 以 前面 的 调用 返回 窍 阵 4 的 特征 值 与 特征 向 量 , 而 后 面 的 调用 只 返回 符 阵 4 
的 特征 值 而 不 返回 特征 向 量 矩 阵 。 另 外 , 返回 特征 值 的 格式 也 因 返 回 变量 个 数 不 
间 而 不 同 。 
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如 果 一 个 定 阵 包含 重 特征 值 ， 则 理论 上 和 矩阵 将 为 育 异 抢 阵 。 但 因为 
MATLAB 数值 运算 出 现 的 误差 ,不 一 定 能 精确 计算 出 矩阵 的 重 根 ， 这 样 将 得 出 
接近 奇异 的 Y 窍 阵 。 

老 想 由 C 或 Fortran 语句 从 最 底层 编程 , 则 需要 编写 相当 大 的 程序 才 可 以 完 
成 特征 值 和 特征 向 量 的 计算 ， 例 如 ，EISPACK 四 中 提供 的 子 程序 源 程序 有 500 
多 条 语句 。 该 子 程序 提供 的 算法 是 数值 的 , 不 能 进行 解析 运算 。 

2. 矩阵 的 广义 特征 向 量 问题 

香菜 窍 阵 4 售 有 重 特 征 值 , 则 必定 会 使 得 特征 向 量 和 矩阵 为 奇异 扎 阵 ， 这 会 
约束 特征 向 量 和 矩阵 的 应 用 。 为 了 保证 特征 向 量 和 矩阵 非 奇 异 ， 需 要 引入 广义 特征 向 
量 的 问题 。 假 设 存 在 一 个 标量 入 和 一 个 非 零 向 量 z, 使 得 


4z7 一 入 Pr (3-2-16) 


成 立 ,， 其 中 吾 定 阵 为 对 称 正定 矩阵 ， 则 入 称 为 广义 特征 值 , 而 z 向量 称 为 广义 特 
征 门 量 。MATLAB 还 提供 了 求 取 广义 特征 值 的 方法 。 事 实 上 ,普通 的 矩阵 特征 值 
问题 可 以 看 成 是 广义 特征 值 问 题 的 一 个 特例 ,因为 若 假定 妃 = 了 为 单位 阵 ， 则 式 
(3-2-16) 中 的 形式 可 以 直接 转化 成 普通 矩阵 特征 值 问题 。 

文献 9] 中 给 出 了 广义 特征 值 问题 的 QZ 算法 .在 MATLAB 中 给 出 的 eig() 
畏 数 可 以 直接 用 来 求 取 和 矩阵 的 广义 特征 值 和 特征 向 量 , 这 时 的 调用 格式 为 


d=eig(4, 忆 ) % 求解 广义 特征 值 
[Y , 刀 ]=eig(4, 玉 ) 4% 求解 广义 特征 值 和 特征 向 量 
这 一 冰 数 可 以 直接 得 出 矩阵 的 广义 特征 值 向 量 @g， 也 可 以 返回 一 个 特征 向 量 
算 阵 Y 及 一 个 对 角 型 特征 值 矩阵 刀 , 满足 4VY = 吾 太 万 。 值得 指出 的 是 ， 该 冰 
数 可 以 求解 吕 矩阵 为 奇异 抢 阵 时 的 广义 特征 值 问 题 。 


例 3-23 假设 给 出 如 下 的 答 阵 





D] 7 6 5 2 0 一 1 一 2 
7 10 8 了 DI --1 2 过 
4= 6 8 10 9 二 = -4 -4 1 10 
D 7 9 10 0 -2 -3 8 


请 求 出 4, 瑟 算 阵 的 广义 特征 值 与 特征 向 量 徐 阵 。 
求解 使 用 下 列 命令 可 以 求 出 徐 阵 的 广义 特征 值 和 特征 向 量 。 
>> A=l5,7,6,5; 了 ,10,8,7， 6,8,10,9; 5,7,9,10] 
B=[2,6,-1,-2; 5,-1,2,3; -3,-4,1,10; 5,-2.-3.8] 
[V,D]=eig(A,B) 
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这 样 可 以 得 出 特征 值 和 特征 向 量 矩 阵 分 别 为 


4.7564 0 0 0 
门 _| 0 0.047055 十 0.17497j 0 0 
”| 0 0 0.047055 一 0.17497j 0 
0 0 0 -0.003689 
0.3697 “0.37409 + 0.62591j ”一 0.37409 - 0.62591j 1 
UV _ |0.99484 -0.067434 -- 0.25314j 一 0.067434 + 0.25314j 一 0.60903 


0.79792 ”0.92489 十 0.020481 0.92389 -- 0.026381j ”一 0.23164 
1 一 0.65986 -- 0.32628]j ”一 0.65980 十 0.32028] ”0.13186 


符号 运算 工具 箱 中 的 eig() 函数 不 支持 广义 特征 值 的 运 痉 。 

3. 复数 矩阵 的 特征 值 与 Gershgorin 定理 

当然 ,任意 复数 矩阵 的 特征 值 可 以 由 MATLAB 中 的 eig() 函数 精确 求解 。 
这 里 换 讨 的 内 容 虽 然 不 能 直接 用 于 复数 守 阵 特征 值 的 精确 求解 ， 但 由 该 方法 引 
出 了 一 个 新 的 多 变量 系统 分 析 与 计算 机 辅助 设计 的 领域 -一 多 变量 系统 的 逆 
Nydquist 阵列 频 域 分 析 。 

Gershgorin 定理 是 基于 道 Nyquist 阵列 的 多 变量 方法 的 核心 。 对 复数 矩阵 


ce 
C 一 。 本 (3-2-17) 
性 记 1 ， 作 灵 刀 
来 说 , 矩阵 的 特征 值 入 满足 
| 入 一 ckk | 入 >》 ce 用 | 和 一 ckk 人 >》 | ci | (3-2-18) 
了 天 7 天 天 


换 人 本 话说 ， 该 矩阵 的 特征 值 位 于 一 族 以 ckk 为 圆心 ， 以 不 等 式 右面 的 表达 式 
为 半径 的 贺 构 成 的 并 集 内 ， 而 这 些 圆 又 称 为 Gershgorin 圆 。 另 外 ， 上 面 两 个 不 等 
式 表示 的 关系 分 别称 为 列 Gershgorin 圆 和 行 Gershgorin 圆 。 

其 实 ， 对 传统 的 Gershgorin 和 定理 直接 拓展 ,就 可 能 得 出 更 小 半径 的 圆 ; 


[入 一 ckk | 过 Inin [ cp | 》 | C 关 ] (3-2-19) 


5 5 
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间 


3.2.5 和 矩阵 的 Kronecker 乘积 


忠 阵 的 KKronecker 滋 积 在 一 些 特殊 窍 阵 方程 求解 中 有 其 独特 的 作用 。 假设 4 
和 矩 阵 为 xy?7a 窍 阵 , 则 算 阵 4 和 吾 的 攻 ronecker 乘积 如 下 定义 
Qil1 妊 四 orn1 用 
4 有 = (3-2-20) 
an 本 本 Qnrm 殖 


MATILAB 提供 了 kron() 函数 ,可 以 计算 C = 4@ 互 ,该 秃 数 的 调用 格式 
为 C =kron(4, 玉 ) 。 任 意 维 数 的 矩阵 均 可 计算 上 ronecker 乘积 。 


例 3-24 假设 4 和 已 算 阵 如 下 给 出 ， 试 求 出 4@@ 妃 和 万 @ 4。 








求解 可 以 输入 这 两 个 敌阵 ， 然 后 得 出 所 需 的 人 ronecker 乘积 矩阵 
>> A=lL7,5,5; 4,4,2; 9,8,7]; B=[2,6,2; 2,3,0] ， 
Ct1=Kron(CA,B) ，C2=Kkron(B ,A) 
两 个 乘积 短 阵 和 如下， 可 见 ， 二 者 是 不 相同 的 . 


14 42 14;10 30 10 10 30 10 JI4 10 1042 30 30:14 10 10 
1421 0;1015 0;10 15 0 3 8 4:2424128 8 4 


二 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


3S 248248 4 12 34 


一 一 


18 16 14;:54 48 42118 16 14 


208120460| 410102115150 00 
1 54 18;10 和 8 1614 42 14 3S412126:00 0 
I8270)1624 0 142]1 0 ja% 16 14;27 2 4 21; 0 U 0 


3.2.6” 答 阵 微 积 分 运算 


前 面 介绍 的 微 积 分 问题 都 是 标量 函数 的 微 积 分 问题 ， 可 以 由 符号 运算 工具 
箱 中 的 diff() 和 int() 函数 直接 求解 。 对 给 定 函 数 为 矩阵 函数 的 情况 ， 则 需要 
按照 下 面 几 种 情况 单独 讨论 。 

1. 单 变 量 函 数 的 微 积 分 

候 放 窃 阵 4 掏 的 每 个 元 素 ai 都 是 上 的 函数 , 则 4( 矩阵 的 微分 定义 为 
由 每 个 元 素 对 了 上 微分 构成 的 矩阵 。 玫 阵 4 人 的 积分 定义 也 是 一 样 的 。 

MATILAB 的 diff() 和 int() 函数 可 以 直接 用 于 矩阵 的 微分 和 积分 。 


1 四 4e-t sint 、、 
例 3-25 假设 已 知 短 阵 A(D) 一 | 1 | | 试 求 岂 ( 四 ,将 其 积分 ， 观 罕 
征 否 能 还 原 4( 刀 和 矩阵 。 
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求解 中 明 at 为 符号 变量 ， 则 可 以 立即 定义 出 4() 短 阵 ， 并 利用 符号 运算 工具 箱 的 
diff() 和 int() 函数 直接 来 出 矩阵 的 微分 和 积分 天 阵 
>> SYyms a 七 ; A=[t ”3，,3#t ,4kxexp(-5*#t)kSint); 1 cos(5*#t) ,Sin(Car#t)] ; 
AL1=djiff(A) ，A2=int(AtLD) 


Ai 


0 -5Ssi5t CCOR 7 U Cos 与 SI Qt 


3t2 3 一 20e-5tsint er5tcost 交 | 人 3 4e-5tSsint 
一 


可 见 ， 甜 阵 的 微分 41(t) 可 以 立即 得 出 对 其 求 积 分 则 可 以 得 出 4z(f) 给 阵 。 可 
见 ， 除 了 原 4( 天 阵 的 常数 项 外 ， 其 余 各 项 均 能 还 原 。 


2. 多 元 畏 数 对 定 阵 的 微 积分 
假设 已 知 多 变量 标量 函数 记忆 )， 其 中 天 为 如 xx 人 矩阵 , 则 qdjAX)/d 的 
定义 为 


djdzil dj 太 dr dj /dzinm 
qd 瑟 
QQ 三 dqzoa dj 六 dao， 人 dj 六 dznnm 


例 3-26 考虑 二 次 型 函 数 flz) = 1I4c -2pIz， 斌 求解 该 函数 的 极 值 问题 110]。 
求解 假设 4={eih)， 8 = [人 ]， 则 二 次 型 阴 数 可 以 写成 
太 ) 一 ail71 -aa273 十 十 Coer 
十 (ai2 十 Q2ljzrliz2 十 (al3 十 C31)2153 十 十 (nn -1 十 Qnrnn_1izZnzn 1i 
一 20171 一 2bo7o 一 一 2 
由 高 等 数字 已 知 ， 若 一 个 函数 有 极 值 ， 则 该 函数 对 各 个 自 变量 的 导数 都 等 于 霍 。 
对 给 定 的 函数 求 导 ， 则 
241171 十 (al2z 十 ao2liz2 十 :+(an 十 anlizn 一 201 


dr(z) (aa2l 十 al2)71 十 2a2272 十 十 (an 十 an2jZn 一 2p2 





qz 
(anl 二 ain)jzl 十 (an 十 Gon)zZ2 十 .十 2ann7n 一 2b， 


求解 该 方程 则 将 得 出 zi 的 值 ， 这 些 值 相对 于 函数 Flz) 的 极 值 点 。 特 别 地 ， 著 憩 
阵 于 为 对 称 短 阵 ， 则 Ca 十 (ji 一 Qi -一 2Q71 故 向 量 < 可 以 由 4D 一 避 直接 来 出 。 
3. 多 元 图 数 的 Jacobi 矩阵 
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而 前 和 二 届 有 胃 和 省 和 


假设 有 ?7 个 且 变 量 的 7 个 函数 定义 为 
JJ 一 户 (ZZ2， ,Znj 
2 站 (3-2-22) 
bm - jz 72 nj 
则 相应 的 人 友 对 zj 求偶 导 ,， 则 得 出 矩阵 
9010 01710r 070zn 
02/ 97Z1 00a / 072。 2/ 97Zn [3223) 
3 921 5/ DZ2 | 9Vm 92Zn 


该 矩阵 又 称 为 Jacobi 矩阵 ， 它 在 图 像 处 理 、 机 器 人 等 诸多 领域 中 均 是 很 有 用 的 
概念 。Jacobi 矩阵 可 以 由 MATLAB 的 符号 运算 工具 箱 中 的 jacobian() 钞 数 直 
接 求 得 。 该 函数 的 调用 格式 为 J=jacobian(y,z) ， 其 中 , z 是 自 变量 梅 成 的 向 
量 , y 是 由 各 个 函数 构成 的 问 量 。 
例 3-27 假设 有 直角 坐标 和 极 坐 标 变换 公式 为 工 =rsingcosd, yy =rsingsin 办 > 一 
rcos10， 试 推导 其 Jacobi 天 阵 。 
求解 可 以 先 申 明 3 个 特 号 变量 并 描述 3 个 函数 ， 这 样 可 以 用 下 面 的 语句 容易 地 求解 
出 其 Jacobi 和 寻 阵 。 
>> Syms 大 theta phi; X=TkSinkthetal)kcos(Phiy) ; 
y=T*#gSin(theta)*Sin(Phi); Z=TrykCcos(theta) ; 
J=jacobian([x; y; z],[r theta phi]) 
sinlbcosd 7rcosgcoso 一 rsinpsint 


可 以 得 出 了 = |snosind recosbosin 7rsngcosd 由 |。 
COS 1 一 ”Sin 0 


3.2.7 和夫 阵 分 析 在 控制 理论 研究 中 的 应 用 举例 


本 节 将 针对 控制 理论 中 若干 个 重要 问题 介绍 拖 阵 分 析 的 基本 应 用 。 例 如 ， 控 
制 系统 的 可 控 性 和 可 观测 性 的 判定 是 基于 判定 矩阵 求 秩 结果 的 ， 状 态 方程 到 传递 
函数 转换 是 矩阵 求 逆 的 ， 线 性 系统 稳定 性 分 析 是 基于 撼 阵 或 多 项 式 特 征 值 求解 问 
题 的 ,系统 的 极点 配置 是 基于 和 拖 阵 的 综合 运算 的 , 所 以 矩阵 分 析 问 题 在 控制 理论 
研究 中 是 很 重要 的 。 本 节 将 通过 一 些 例子 介绍 这 些 问 题 的 求解 方法 。 

1. 状态 空间 的 可 控 性 、 可 观测 性 


3:2 .给 阵 基 本 分 析 2 

线性 系统 的 可 控 性 和 可 观测 性 是 基于 状态 方程 的 控制 理论 的 基础 ， 可 控 性 和 
可 观测 性 的 概念 是 Kalman 于 1960 年 提出 的 , 这些 性 质 为 系统 的 状态 反馈 设 
计 、 观 测 器 的 设计 等 提供 了 依据 。 假 设 系 统 由 状态 方程 (4, 吾 ,C ,万 ) 给 出 ,对 任 
意 的 官 始 时 刻 如， 如 果 状 态 空 间 中 任 一 状态 zi 人 可 以 从 初始 状态 zi(t) 处 ， 由 
有 界 的 输入 信号 妇 的 驱动 下 , 在 有 限时 间 去 内 能 够 到 达 任 意 预 先 指定 的 状态 
zitr)， 则 称 此 状态 是 可 控 的 。 如 果 系 统 中 所 有 的 状态 都 是 可 控 的 ， 则 称 该 系统 为 
完全 可 控 的 系统 。 

假设 系统 由 状态 方程 (4, 吾 , C ,万 ) 给 出 , 对 任意 的 初始 时 刻 加， 如 果 状 态 空 
闻 中 任 一 状态 zi() 在 任意 有 限时 刻 去 的 状态 zi(lt) 可 以 由 输出 信和 号 在 这 一 时 间 
区 间 内 te t, 去 ] 的 值 精 确 地 确定 出 来 , 则 称 此 状态 是 可 观测 的 。 如 果 系 统 中 所 有 
的 状态 都 是 可 观测 的 , 则 称 该 系统 为 完全 可 观测 的 系统 。 

系统 的 可 控 性 和 可 观测 性 的 最 简单 测试 方法 是 可 控 性 矩阵 和 可 观测 性 矩阵 的 
求 秩 ,可 控 性 矩阵 和 可 观测 性 矩阵 可 以 分 别 如 下 构造 


CC 
一 4A 


人 一 互 , 4 瑟 , 42 忆 ， 1 4"-! 召 |， 人 = | C43 (3-2-24) 
Cr 4n-1 


则 系统 的 可 控 性 和 可 观测 性 可 以 分 别 由 rank( 人 大) 和 rank( 丰 ) 直接 判定 。 
例 3-28 判定 下 面 离散 状态 方程 模型 的 可 控 性 。 


一 22 -0U7 15 一 ] 6 9 
U02 -6063 6 一 1.5 4 6 

z|(K 十 1)7] = 06 -0g _。， _05 2Z(K7) 十 1 4| (KRT 
14 -0.1 一 1 一 3.5 8 4 


求解 可 以 通过 下 面 的 MATLAB 语句 将 系统 的 4 和 了 避 算 阵 输入 到 MATLAB 的 工 
作 空 间 ， 这 样 就 可 以 用 下 面 的 语 印 直 接 判 定 系 统 的 可 控 性 。 
>> A=[-2.2,-0.7,1.5,-1; 0.2,-6.3,6,-1.5; .， 
0.6,-0.9,-2,-0.5; 1.4,-0.1,-1,-3.5]， 
B=[lL6,9; 4,6; 4,4; 8,4] ;) Tc=ctrb(A .B) 


生成 可 控 性 判定 矩阵 
6 9 -18 -22 54 52 -162 一 118 
rn _|46 -12 -18 36 58 -108 一 202 
-5 44 -2 -10 36 26 -108 -74 
8 4 -24 -6 72 2 -216 34 
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是 


>> Tcl=[B,A+B，A-2#+kB,A-3+kB]; 7 或 用 直接 方法 建立 可 控 性 判定 给 阵 
rank(Tc) /6 判定 系统 的 可 控 性 ， 因 为 可 得 秩 为 3， 所 以 系统 不 可 控 

2. 状态 方程 到 传递 函数 的 转换 

对 状态 方程 式 (3-1-8) 两 端 同 时 作 Laplace 变换 ， 则 可 以 得 出 


sTX(s) = 4 大 (s) 十 已 UJ(s) 5 
Y(s) = CX(s) 十 站 Urls) 
式 中 工 为 单位 和 矩阵， 其 阶 次 与 矩阵 4 相同 。 这 样 从 式 (3-1-8) 可 以 得 出 
X(s) = (5 4)-1BU(s) (3-2-26) 
可 以 由 下 面 的 式 子 得 出 等 效 的 系统 传递 函数 抢 阵 模型 为 
C(s) = 站 (s)U (s) =C(sT -4)-: 太 十 万 (3-2-27) 


MATITLAB 的 控制 系统 工具 箱 提 供 了 Gai=tf(G) 函数 ,可 以 直接 用 来 求 取 
系统 的 传递 函数 模型 。 
例 3-29 试 求 出 例 3-8 中 给 出 的 多 变量 状态 方程 模型 对 应 的 传递 函数 矩阵 。 
求解 由 下 面 语句 可 以 立即 得 出 传递 函数 珑 阵 
6,8.7,8.4,6; -5.9,-8.6,-8.3,-6]， 
B=[1.5,0.2; 1,0.3; 2,1; 0,0.5]; C=[2,0.5,0,0.8; 0.3,0.3,0.2,1]， 
D=zeros(2,2); G=ss(A,B,C,D); YY 状态 方程 模型 
G1=tfkG) % 显示 结果 从 略 
由 得 出 的 结果 可 以 按 数 学 形式 将 传递 函数 短 阵 改写 成 
3.5s” -- 144.1s2? -- 20.69s -- 0.8372 ”0.9553 - 64.1352 _ 9.1615 -0 .374 
中 = 54 十 53 十 0.35s2 十 0.055 十 0.0024 54 十 3 十 03552 十 0055 二 00024 


1.15s3 一 36.32s2 ~- 6.225s 0.1339 ”0.8553 _ 15.71s< -- 2.619s 一 0.04559 
s4 十 5s3 十 0.35s2 十 0.05s 十 0.0024 s4 十 s3 十 0.35s2 十 0.05s 十 0.0024 


3. 状态 空间 系统 的 稳定 性 

连续 状态 空间 的 稳定 性 要 求 4 矩阵 没有 s 右 半 平 面 的 特征 值 。 离 散 系 统 则 要 
求 五 矩阵 不 含有 单位 圆 外 的 特征 值 。 

由 于 历史 局 限 性 ,经 典 控制 中 分 析 系 统 稳定 性 的 方法 主要 采用 间接 方法 ， 如 
连续 系统 的 Routh-Hurwitz 判 据 ， 离 散 系统 的 Jury 判 据 03 等 ， 这 些 判 据 需 要 构 
霹 啊 应 的 表格 ， 比 较 麻 烦 ， 且 不 直观 。 随 着 计算 机 技术 的 飞速 发 展 , 特别 是 随 着 数 


3.2 矩阵 基本 分 析 


和 


学 语言 如 MATLAB 的 日 蔓 普 及 ,求解 一 个 系统 的 特征 根 轻而易举 ， 所 以 无 需 册 
使 用 间接 方法 判定 系统 的 稳定 性 , 由 eig(G) 或 pole(G) 即 可 以 求 出 系统 全 
部 特征 根 , 根据 特征 根 的 实际 分 布 殉 能 直接 判定 系统 稳定 性 .对 离散 系统 来 说 , 用 
abs() 函数 可 以 得 出 全 部 特征 根 的 幅 值 ,老人 存在 幅 值 大 于 1 的 特征 根 ， 则 离散 系 
统 不 稳定 。 
MATLAB 函数 的 pzmap(C) 可 以 绘制 出 系统 全 部 零 极 点 的 位 置 ， 离 散 系 
统 还 可 以 同时 绘制 出 单位 圆 ， 并 由 极点 和 单位 圆 的 关系 判定 系统 的 稳定 性 。 
例 3-30 假设 有 开 环 高 阶 系统 的 传递 函数 
10s4 十 50s3 十 100s2 + 100s 上 40 
3 "十 21s6 十 184s5 十 870s4 十 2384s3 + 3664s2 + 2496s 
斌 分析 单位 负 反 馈 下 闭环 系统 的 稳定 性 。 
求解 通过 下 面 的 MATLAB 语句 输入 系统 的 传递 函数 模型 并 得 出 单位 负 反馈 构成 的 
闭环 系统 模型 ， 还 可 以 立即 求 出 系统 的 全 部 闭环 极点 
>> num=[10,50,100,100,40]; den=[1,21,184,870,2384,3664,2496 ,0] ; 
G=tf (num,den); GG=feedback(G,1); % 输入 开 环 模型 并 得 出 闭环 模型 
pzmap(CGG) AAA 用 名 有 形 显示 系统 的 全 部 的 零 极 点 位 置 
eig(GG) 兴 显示 系统 的 极点 ， 为 节省 版 面 , 这 里 只 给 出 其 值 
闭环 系统 的 极点 为 -6.9223, --3.6502 士 j2.302, -2.0633 土 j1L.7923, --2.6349，. 
-0.015765， 因 为 该 系统 全 部 极点 都 在 5s 并 半 平 面 ， 故 此 闭环 系统 是 稳定 的 。 图 
3-1 中 显示 的 极点 位 置 也 证 实 了 上 面 的 结论 。 


CU5) 一 


Pole 一 zero Map Pojle-Zero Map 


Imazimary 入 XIS 


Laginary 入 Xi 





-7 -6 -9 -4 -3 -2 -! 和 
Real 和 和 is 





图 3-1 连续 系统 零 极 点 位 置 图 3-2 ”离散 闭环 系统 零 极 点 位 置 


其 实 ， 采 用 零 极 点 变换 语 自 zpk(GG) 可 以 得 出 如 下 的 霍 极 点 模型 
10(s 十 2)(s 十 1)(s2 十 2s 十 2) 


《7 5 一 7 DPI DT 一 一 一 一 一 
一 GT695GT263505T001577TTTTD79T7T0OIT7TS 18.65 


晤 量 志 里 
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和 惠 闻 看 


6z“2 一 0.6z 一 0.12 
2z4 一 23 二 0.25z2 十 0.25z 一 0.125 


采样 周期 为 了 = 0.1 秒 。 且 己 知 控制 器 模型 为 Ge(z) = 0.3 二 一 0 斌 分析 单位 负 反 馈 


2 十 0U.8 
下 闭环 系统 的 稳定 性 。 
求解 闭环 系统 的 特征 根 及 其 模 可 以 由 下 面 的 MATLAB 语句 求 出 
>> num=ft6 -0.6 -0.12]; den=[1 -1 0.25 0.25 -0.125] ; 
H=tf (numn,den, Ts:,0.1); 1 输入 系统 的 传递 函数 模型 
2Z=tf(:z,ITs:,0.1);， Gc=0.3+r(Z-0.6)/(z+0.8); % 控制 器 模型 
GG=feedback(HyrGc,1);  % 闭环 系统 的 模型 
Pzmap(GG) ” A 绘制 系统 的 闭环 零 极 点 位 置 图 
abs(eig(GG) :) 名 来 取 闭 环 系 统 的 特征 根 的 模 ， 并 将 结果 转 置 显示 
可 以 得 出 各 个 特征 根 的 模 为 1.1644, 1.1644, 0.5536, 0.3232, 0.3232， 可 见 ， 由 于 前 两 个 
特征 根 的 模 均 大 于 1， 所 以 可 以 判定 该 闭环 系统 是 不 稳定 的 。 闭 环 系统 的 霍 极 点 还 可 
以 由 pzmap(GG) 语句 绘制 出 来 ， 如 图 3-2 所 示 。 从 图 中 可 以 看 出 ， 系 统 含 有 单位 圆 外 
的 极点 ， 所 以 系统 是 不 稳定 的 。 
利用 系统 零 极 点 变换 的 语句 Zpk(GG) 也 能 容易 地 得 出 系统 的 零 极 点 模型 
G(z)= 1.8(z 一 0.6)(z 一 0.2)(z 十 0.1) 
(z 一 0.5536)(z2 -- 0.03727z 十 0.1045)(z2 十 0.3908z 十 1.356) 
4. 线性 系统 的 极点 配置 
令 控 制 量 将 人 三 v 昌 一 下 了 ,代入 开 环 系统 的 状态 方程 模型 ， 则 在 状态 
反馈 窍 阵 天 下 ,系统 的 闭环 状态 方程 模型 可 以 写成 


Zi=(4 一 瑟 乓 )z(t 十 厂 v 人 (1 
g( 直 =(C 一 D 开 )z 人 (十 有 人 


例 3-31 假设 离散 系统 的 受 控 对 象 传递 函数 为 刀 (z) = 





(3-2-28) 


如 果 一 个 系统 是 完全 可 控 的 , 则 可 以 通过 引入 状态 反馈 的 方法 将 其 闭环 极点 
配置 到 任意 预先 指定 的 位 置 。 假 设 闭环 系统 期 望 的 极点 位 置 为 /ii = 1 …… ,m， 
则 球 环 系统 的 特征 方程 w(s) 可 以 表示 成 


ca(5) 王 ]]G 一 Hi) 一 5 和 十 as 十 as 十 十 an -18 十 am (3-2-29) 
?1 一 


候 设 原 系统 的 开 环 特征 方程 w(s) 可 以 写成 
al(S) = det(sz 一 4) = 和 十 as 十 as 十 十 om 1s 十 an (3-2-30) 
各 该 系统 完全 可 控 ， 则 状态 反馈 向 量 玉 可 以 由 下 式 得 出 
素 一 了 一 人 1 (3-2-31 ) 


3.2 竹 阵 基本 分 析 


前 浊 


其 中 DT = [(an -oa (aa 一 0) 有 = 轨 ,4 瑟 .… ,4 至] 为 可 控 性 关 
且 


和 


0 1 0 .Cl 了 
0 0 3 | 
入 = | : (3-2-32) 
Q1 ] 
] 


可 以 看 出 因为 也 为 非 奇 异 Hankel 年 阵 ,， 故 该 矩阵 可 逆 。 如 果 系 统 完全 可 控 ， 
则 单 变 量 系统 的 歼 矩 阵 可 六 ,所 以 通过 状态 反馈 同 量 天， 可 以 任意 地 配 站 闭环 
系统 的 极点 。 基 于 此 算法 可 以 编写 出 MATLAB 函数 bass_pp() ， 其 清单 在 下 面 
给 出 。 


function K=bass_PP(A,B， 


卫 ) 
al=poly(P); a=poly(A); 4% 求 出 原 系 统 和 闭环 系统 的 特征 多 项 式 
L=hankel(a(end-1:-1:1));， C=ctrb(A,B) ; 
K=(al(end:-t1:2)-a(end:-1:2))*inv(L)*rinv(Cy) ， 


这 里 给 出 的 极点 配置 方法 只 能 用 于 单 变 量 系统 的 极点 配置 ， 还 有 各 种 各 样 
其 他 的 极点 配置 方法 , 如 MATLAB 的 控制 系统 工具 箱 提供 的 基于 Ackermann 
算法 的 函数 acker() 和 和 鲁 棱 极 点 配置 算法 place()， 它 们 的 调用 格式 与 前 面 的 
bass_pP() 函数 完全 一 致 ， 其 中 Place() 函数 还 可 以 用 于 多 变量 系统 的 极点 配 
置 , 在 实际 配置 时 应 该 使 用 此 函数 。 


例 3-32 假设 系统 的 状态 方程 模型 为 


0200 -0 1 2 
10000 -1 0 0 

0 1 000 00 0 1 

zb=|0003 0 0|zbb+|0 vb 
2001 0 0 0 1 
00 -10 1 0 0 0 


并 想 通过 状态 反馈 将 闭环 系统 的 极点 配置 到 -1,-2, -3, -4, -1 土 j， 则 可 以 使 用 下 面 
的 语 撮 直接 进行 极点 配置 ， 并 检验 闭环 系统 极点 位 置 
>> A=[0,2,0,0,-2,0; 1,0,0,0,0,-1;， 0,1,0,0,0,0; 
0,0,0,3,0,0; 2,0,0,1,0,0; 0,0,-1,0,1,0] ; 
B=[ti,2; 0,0; 0,1; 0,-1; 0,1，0,0] ; 
p=[-1 -2 -3 -4 -1+1i -1-1i];，% 期 望 闭环 极点 位 置 
K=place(A,B,P)， 4% 系统 极点 配置 
eig(A-B*+K): 关闭 环 系统 极点 检验 ， 显 示 特 征 根 向 量 的 转 置 
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和 本 前 上 和 和 症 惠 和 和 


可 以 设计 出 状态 反馈 算 阵 玫 如 下 ， 且 确实 能 将 闭环 系统 极点 配置 到 指定 位 置 。 


7.9333 ”一 18.553 一 19.134 20.05 13.698 “22.126 


全 二 |-0.36944 -2.0412 -2.3166 -9.5475 0.57469 1.5013 


可 以 看 出 ， 由 上 面 的 语 自 可 以 立即 设计 出 极点 配置 的 状态 反馈 控制 器 绑 阵 ， 并 将 
系统 的 闭环 极点 配置 到 预期 的 位 置 。 注 意 ， 因 为 系统 是 多 变量 系统 ， 所 以 bass_pp() 
和 acker() 也 数 均 不 能 使 用 ， 只 能 使 用 Place() 函数 进行 极点 配置 。 

5. 线性 系统 的 频 域 啊 应 分 析 

对 连续 线性 系统 G(s) 来 说 ， 如 果 用 jw 取代 s， 则 可 以 得 出 系统 的 频 域 
啊 应 模型 G(jw)。 对 一 个 已 知 的 同 量 w 做 上 述 的 替换 ， 则 得 出 的 G(jw) 为 系 
统 的 频 域 啊 应 向 量 。 对 系统 频 域 分 析 来 说 ， 应 该 按照 等 对 数 间 距 构造 向 量 
w=j1ogspace(a;,b,N) ， 该 语句 将 生成 在 (10",10”) 区 间 上 均匀 分 布 的 w 向 
量 ，N 为 频率 所 个 数 ， 其 输 认 值 为 50。 

已 知 C(s) 求 取 CUjw) 有 两 种 常用 方法 ,其 一 是 用 jw 向 量 分 别 取 代 G(s) 的 
分 子 和 分 母 多 项 式 中 s， 则 由 得 出 的 复数 做 除法 就 能 得 出 所 需 的 频 域 响应 向 量 

w=1ogspace(-3,3); w1=w*rSsqrt(-1); % 构造 频率 点 向 量 
[num,denj=tfdqata(C，v');i % 提取 传递 函数 模型 
Cl=polyval (num,wi) ./Vpolyval(den ,cwi) ; 


必 一 种 方法 是 基于 状态 方程 的 计算 方法 ,由 于 系统 状态 方程 由 式 (3-2-27) 给 
出 ， 故 可 以 用 循环 的 方式 计算 出 每 个 频率 点 处 C(jw) 的 值 。 

事实 上 ，MATLAB 控制 系统 工具 箱 提 供 了 强大 的 频 域 响应 曲线 绘制 函数 ， 
直接 使 用 下 面 的 函数 就 可 以 绘制 出 各 种 频 域 响 应 曲线 绘制 函数 


bode(G) ，bode(G,{fwm,wwv}) ，bode(G ww) ，  % Bode 图 
nyquist(C) ，nyquist(G ,{wn,wwv}) ，nyquist(G,w)， % Nyquist 图 
nichols(C)，pnichols(G ,{wn,wM)，nichols(G,w)， Nichols 曲线 


这 些 函 数 除了 能 精确 地 绘制 出 系统 频 域 响应 曲线 外 , 还 具有 传统 方法 不 具备 

的 功能 ， 如 在 Nyquist 图 上 可 以 直接 读 取 频 率 信 息 ， 弥 补 了 传统 频 域 响应 的 不 足 ， 

为 更 好 地 进行 系统 的 设计 提供 了 强大 的 功能 。 另 外 , 利用 _ grid 命令 还 可 以 在 图 
上 和 登 印 系 统 的 等 M 曲线 和 等 N 曲线 。 

例 3-33 考虑 连续 线性 系 滋 承 -sf 

考虑 连续 线性 系统 的 传 遂 表 数 模型 G(s)= 5 AT 


制 系统 的 Nyquist 图 ,并 读 出 该 曲线 和 负 实 轴 交 点 处 的 频率 值 。 

求解 可 以 由 下 面 的 命令 直接 绘制 出 系统 的 Nyquist 图 ,并 和 醉 印 等 幅 值 轩 ， 如 图 3-3 
(aj 所 示 。 由 于 传递 函数 分 母 含 有 s， 故 当 低频 时 增益 很 大 ， 所 以 图 中 采用 了 ylim() 
函数 对 其 y 轴 局 部 放大 。 


， 会 绘 
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省 国有 


>> 5=tfs，)，G=(s+8)/(Syr(S~2+0.2*#S+4) 水 (S+T7) 汪 (SS+S3) ) ; 
nyquist(G) ，grid 4% 绘制 Nyquist 图 并 有 登 印 等 幅 值 贺 
ylim([-1.5 1.5]) 4% 根据 需要 手动 选择 纵 坐 标 范 转 
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(a) 系统 的 Nyquist 图 (b) 从 Nyquist 图 上 读 取 附 加 信息 
图 3-3 系统 的 壬 域 啊 应 分 析 绪 果 


单 击 曲线 上 的 任何 一 点 则 将 显示 出 该 点 的 频率 信息 ， 所 以 利用 这 里 提供 的 新 技术 
可 以 建立 起 增益 的 实 部 、 上 鹿 部 及 频率 直接 的 相互 关系 。 单 击 Nyquist 图 和 负 实 轴 的 交 
点 ， 则 可 以 得 出 如 图 3-3 (bj 所 示 的 信息 显示 ， 从 而 得 出 交点 频率 为 wc = 1.64rad/s。 
例 3-34 考虑 前 例 的 连续 系统 ， 试 比较 不 同 采 样 周 期 下 离散 化 模型 的 Bode 图 。 
求解 选择 采 祥 周期 了 = 0.1 秒 ， 则 可 以 得 出 离散 化 模型 ， 该 模型 的 Bode 图 可 以 用 同 
样 的 命令 直接 绘制 出 来 ， 如 图 3-4 (aj 所 示 。 

>> S=tf(2S2)i G=(s+8)/(S*r(S -2+0.2kS+4)#(S+1)(S+3) ) ; 

G1=c2Qq(4G,0.1); bode(G1 ) 
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(a) 代 三 0.1 时 离散 化 系统 的 Bode 图 (b) 不 同 采 样 周 期 下 系统 的 Bode 图 
图 3-4 离散 化 系统 的 Bode 图 


选择 不 同 的 采 样 周期 ， 则 可 以 得 出 如 图 3-4 (b) 所 示 的 Bode 图 。 随 着 采样 周期 的 
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晤 前 音 音 间 间 和 


不 同 选择 ， 可 以 得 出 不 同 的 Bode 图 。 可 见 ， 低 频 时 离散 模型 接近 连续 模型 。 采 样 周期 
越 大 ， 则 高 频 响 应 与 连续 模型 的 差异 越 大 。 因 为 高 频段 对 应 于 时 域 的 初始 响应 ， 所 以 
采样 周期 越 大 ， 开 始 时 段 系统 的 时 域 响应 越 不 精确 。 

>> bode(G) ，hold on; for T=[0.1:0.2:1] ，bode(c2d(G,T) ) ，end 

6. 复数 矩阵 的 对 角 占 优 与 多 变量 系统 的 解 艳 

假设 多 变量 反馈 系统 的 前 向 通路 传递 函数 矩阵 为 Q(s)， 反 馈 通 路 的 传递 函 
数 窍 阵 为 瑟 (s)， 则 闭环 系统 的 传递 函数 矩阵 为 


cs)=T+TQGs) 五 (5 QQ(s) (3-2-33) 


其 中 了 十 @Q(s) 互 (s) 称 为 系统 的 回 差 (return difference) 矩阵 。 因 为 稳定 性 分 
析 利 用 回 差 矩 阵 的 逆 抢 阵 性 质 ， 所 以 在 频 域 分 析 中 用 道 的 Nyquist 分 析 更 方 
便 ， 由 此 出 现 了 在 多 变量 频 域 分 析 系 统 中 的 道 Nyquist 阵列 (inverse Nyquist 
array，INA)03 方 法 。 

类似 于 单 变量 系统 ，Nyqnuist 图 是 研究 包围 (-1,j0) 点 的 周 数 来 研究 稳定 性 
的 ,对 回 差 矩阵 的 INA 来 说 ,可 以 研究 其 包围 (0, j0) 点 的 情形 。 

假发 在 某 一 频率 w 下 ,多 变量 系统 前 向 回路 的 INA 表示 为 
GaUw) …: dipUw) 


no 


QUw) = (3-2-34 








doiUjwj) dopr(jw) 
其 中 bjw) 为 复数 量 。 对 于 频率 响应 的 所 有 数据 来 说 ,将 由 一 系列 Gershgorin 
圆 的 包 络 线 可 以 构成 Gershgorin 带 ， 若 对 全 部 的 w 来 说 ， 各 个 对 角 元 素 的 
Gershgorin 市 均 不 包含 原点 ， 则 称 原 系统 为 对 角 占 优 系统 。 显 而 易 见 ， 对 角 优 势 
熄 阵 的 特征 根 不 位 于 原点 处 ,， 则 单位 反馈 的 闭环 系统 是 稳定 的 。 

选 定 了 频率 癌 量 刀 ， 并 已 知 系统 的 多 变量 系统 模型 ， 则 可 以 用 多 变量 频 域 设 
计 工 具 箱 中 提供 的 mv2fr() 函数 直接 获得 系统 的 频 域 响应 数据 


盏 =mv2fr(N ,dtD) % 已 知 多 变量 传递 了 本数 
瑟 =mv2fr(4, 呈 ,C,D,uw) 4% 已 知 系统 的 状态 方程 模型 


其 中 ,返回 的 五 是 由 多 变量 频率 响应 数据 构成 的 矩阵 ， 是 多 变量 频 域 设计 
工具 箱 的 基本 数据 格式 。 该 工具 箱 提 供 了 多 变量 系统 的 Nyquist 图 形 绘 制 函数 
plotnyq() 和 Gershgorin 圆 绘制 的 函数 fgersh(), 但 由 于 调用 过 程 较 烦琐 , 所 以 
对 和 输入 个 数 与 输出 个 数 相等 的 系统 来 说 ， 编 号 了 一 个 新 的 函数 inagersh( 五 ) ， 
可 以 直接 绘制 出 系统 带 有 Gershgorin 带 的 道 Nvquist 图 ,该 函数 的 内 容 如 下 ， 
functijion inagersh(H,nijy) 
t=L0: .1:2+pi,2*pi]:; [nr,nc]=size(H); nw=nr/nc; ii0=1:nc， 


3.2 矩阵 基本 分 析 


痢 和 间 站 


if argin==1，1ii=1:ncji ]jJj=l:nci 
elSe，jii=nij(l); jj=nij(2); enda 
for 1i=1:nc，circles{ 人 ily=[U enda 
for k=1:nw %Y 对 各 个 频率 获取 逆 Nyquist 阵列 
Ginv=:inv(H(CCk-1)*nc+l:kyxnc,:)); nyq(:，:，K)=Ginv; 
for j=1:Dnc 
ij=find(ii0-=j) ; 
v=min([sum(abs(Ginv(ij,j))),sum(absk(Ginv(j,ij)))]); 
XO=real(Ginv(j ,j)); yO=imag(Ginv(j ,jy)) ; 
r=sum(abs(v)); 计算 Gershgorin 贺 的 半生 
Circles{tjj=[circles{tj+，XxOo+rz*rcos(t)+Sqzrt(-1)k(YO+TrySin(t))] ; 
emnad ,end 
for i=ii，for j=jj 绘图 
if nargin==1，Subplot(nc,nc,(iz-1)*nc+j) ; end 
for k=1:nw，NN(CK)=nyq(i,j,k); endq 
if i==j，% 对 角 图 ， 带 有 Gershgorin 带 
plot(real(NN) ,imag(NN) ,real(circles{ijy) ,imag(circles{fily)) ;| 
el1se % 非 对 角 元 素 
plot (real(NN) ,imag(NN) ) 
enaQa ， 
eaQ , end 


如 乐 议 函数 刘 两 个 输入 变量 ， 则 第 2 个 输入 变量 n;; 允许 指定 绘制 某 个 (?， 刀 
对 的 Nyquist 图 。 和 MFD 工具 箱 提 供 的 plotnyq() 函数 相 比 ，inagersh() 函 
数 首 先是 调用 格式 简单 得 多 ， 另 外 ,， 由 于 每 个 Gershgorin 圆 的 半径 选择 行 和 列 
Gershgorin 圆 的 最 小 半径 ， 所 以 不 再 那么 保守 。 


例 3-35 考虑 多 变量 系统 模型 


U.806s 十 0.204 一 os 一 工 42 
Ge) - s2 十 1.15s 十 0.202 s 十 12.8s2 十 13.6s 十 2.36 
1.95s“ 十 2.12s 十 0.49 7.15s2 十 25.8s 十 9.35 


s 十 9.15s2 十 9.39s 寸 1.62 5s4 十 20.8s3 十 116.4s2 十 111.6s +T 18.8 


试 分 析 该 系统 是 不 是 对 角 占 优 的 系统 ， 如 果 不 是 ， 试 用 前 置 补偿 短 阵 开 p 一 


0.3610 ”0.4500 
-1.1300 1.0000 对 其 补偿 ， 分 析 其 对 角 贞 优 性 。 


求解 用 下 面 的 语句 可 绘制 出 系统 的 递 Nyquist 曲线 ， 如 图 3-5 (a) 所 示 。 


>> glt=tf([0.806 0.264] , [1 1.15 0.202]) 
g12=tf([-15 -1.42] , [1 12.8 13.6 2.36] ) ; 
g21=tftf([L1.95 2.12 0.49j ,[1 9.15 9.39 1.62]) ; 
g22=tf([7.15 25.8 9.35] ,[1 20.8 116.4 111.6 18.8]); 
G=[gl1，g12; g21，g22] ; w=Logspace(-2,1.5) ; 


间 
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(a) 系统 的 INA (b) 天 5 补偿 后 的 INA 


图 3-5 多 变量 系统 的 逆 Nyquist 阵列 图 


从 图 形 可 以 看 出 ， 尽 管 闭 环 系 统 稳 定 ， 但 由 于 Gershgorin 带 太 宽 ， 包 围 原点 ， 不 
能 保证 为 对 角 优 势 系统 ， 所 以 在 设计 时 有 很 多 困难 。 

考虑 前 置 补 偿 甜 阵 下， 则 可 以 用 下 面 的 语 提 绘制 出 补偿 系统 的 带 有 Gershgorin 
带 的 INA 曲线 ， 如 图 3-5 (bj 所 示 。 可 见 这 时 得 出 的 Gershgorina 带 明 显 变 窗 ， 系 统 为 
对 角 优 势 系 统 ， 易 于 设计 与 进一步 分 析 。 


>> Kp=[0.3610,0.4500; -1.1300,1.0000] ; 
G=SsSS(G*KP) ; H=mv2fr(G.a,G.b,G.c,G.d,w);i inagersh(H); % INA 曲线 


3.3 ”和 旗 阵 的 基本 变换 与 分 解 


本 节 首 先 引 入 和 矩阵 的 相似 变换 概念 ， 然 后 给 出 矩阵 的 几 种 分 解 方法 ， 如 三 角 
分 解 、Cholesky 分 解 、 伴 随和 扎 阵 变换 、Jordan 变换 和 奇异 值 分 析 方 法 等 ， 并 介绍 
这 些 宅 阵 变换 方法 在 控制 系统 研究 中 的 应 用 。 


3.3.1 筷 阵 的 相似 变换 与 正 交 和 矩阵 


对 茶 方 阵 4 来 说 ,如 果 存 在 一 个 非 奇异 的 召 矩阵 ， 则 可 以 通过 下 面 的 方式 
对 原 4 算 阵 进行 变换 。 
瑟 一 万 -4 (3-3-1) 


这 样 的 变换 称 为 相似 变换 , 而 互 称 为 相似 变换 矩阵 。 相 似 变换 后 ,不 矩阵 的 秩 、 
迹 、 行 列 式 和 特征 值 等 均 不 发 生变 化 , 其 值 和 4 矩阵 完全 一 致 。 通 过 适当 选择 变 
换 定 阵 ， 孢 能 有 目的 地 将 任意 给 定 的 4 矩阵 相似 变换 成 特殊 的 矩阵 表示 形式 ， 
而 不 改变 原来 4 的 重要 性 质 。 
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对 于 一 类 特殊 的 相似 变换 矩阵 全 , 如 果 它 本 身 满 足 富 -三 人) 其 中 了 为 全 
的 Hermite 共 斩 转 置 矩 阵 ， 则 称 全 为 正 交 赵 阵 ， 并 将 之 记 为 久 = 全 。 可见 , 正 交 
矩阵 CQ 满足 条 件 


QQ 上 QQ 一 (3-3-2) 


其 中 ,了 为 灵 x 史 的 单位 阵 。 

MATLAB 中 提供 了 求 取 正 交 和 矩阵 的 函数 @=orth(4) ， 该 函数 能 求 出 4 
矩阵 的 正 交 基 抑 阵 入 .大 4 为 非 奇 异 和 矩阵 ， 则 得 出 的 正 交 基 和 拖 阵 Q@ 满足 式 
(3-3-2) 的 条 件 . 若 4 为 奇异 失 阵 ， 则 得 出 的 矩阵 Q 的 列 数 即 为 4 矩阵 的 秩 , 且 
满足 QQ = 了， 而 不 满足 QQ* = 了 。 

D985 3 


例 3-36 求 出 4== 算 阵 的 正 交 短 阵 。 


U32 1 
235 9 
JJd 95 
求解 ”一 个 已 知 红 阵 的 正 交 纸 阵 可 以 用 orth() 函数 直接 得 出 ， 并 可 以 验证 满足 正 交 
矩阵 的 性 质 。 
>> A=[5,9,8,3; 0,3,2,4; 2,3,5,9; 3,4,5,8] ; Q=orth(A) ， 
BOTICQ *+Q-eye(size(A)) ，Dnorm(eye(size(A)-Q*Q:) 


一 0.01907 0.77381 ”一 0.026187 一 0.12858 
一 0.25485 一 0.15506 0.94903 U.10174 
-0.51978 一 0.52982 ”一 0.15628 ”一 0.65169 | 
-0.52999 ”一 0.31058 “一 0.27245 ”0.74055 


例 3-37 重新 考虑 例 3-9 中 给 出 的 奇异 算 阵 4， 试 求 出 其 正 交 基 矩阵 。 
求解 可 以 通过 下 面 的 MATLAB 语句 求 取 并 检验 其 正 交 基 给 阵 。 注 意 ， 因 为 4 为 奇 
异 算 阵 ， 故 得 出 的 坊 为 长 方形 短 阵 。 

>> A=[16,2,3,13; 5,11,10,8; 9.7,6,12; 4,1t14,15,1] ，Q=orth(A) 


一 0.5 “0.67082 0.5 
一 U5 0.22361 一 0.5 
-0.5 0.22361 ”一 0.5| 
一 0.52 一 0.67082 ”0.5 


从 而 得 出 正 交 和 天 阵 为 @@== 


这 时 得 出 的 正 交 基 矮 阵 为 久 = 


3.3.2 ”和 矩阵 的 三 角 分 解 和 Cholesky 分 解 


1. 一 般 托 阵 的 三 角 分 解 
矩阵 的 三 角 分 解 又 称 为 地 U 分 解 , 它 的 目的 是 将 一 个 矩阵 分 解 成 一 个 下 三 角 
算 阵 也 和 一 个 上 三 角 和 矩阵 CU 的 乘积 , 亦 即 4 = 天 U, 其 中 天 和 TD 符 阵 可 以 分 
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全 省 是 由 浊 学 和 本 让 二 


列 写 成 
1 tI1 ?2 YU1n 
了 /21 = 1422 12m 
lna 1 ， ] nn 


由 这 两 个 矩阵 可 以 简单 地 号 出 一 个 矩阵 4 , 其 中 


LI LUIi2 ”21n 
[21 122 …: 也 2 
4F 一 了 +TU-T=| 
ln1 /2 nr 
这 样 产 生 的 和 拖 阵 与 原来 的 4 抢 阵 的 关系 可 以 写成 
Cl11 一 11， C&12 一 芭 12， Qtln 二 区 1 
CQ21 一 /21111， 0Q22 一 [21112 十 22， Wan 一 VoltUan 十 也 27m 
所 一 上 
Cn 一 [na1211， Cm2 一 [1112 十 [na122， Cnrnmn 一 人》 7 十 nn 
大 一 1 


由 陈 (3-3-5) 可 以 立即 得 出 求 取 /5 和 ii 的 递 推 计算 公式 


7 一 1 
4 一 > Cui i 一 1 
一 1 一 和 
1 三 一 一 ，( < ?)， 太 ti 一 Qi 一 》 ipuai (WU > 


亿 7 一 1 
该 公式 的 递 推 初 值 为 


Li 一 Qi， Li1 一 iTT1 ， 2 一 1 ,2 ) 儿 


人 在 MATILAB 中 也 给 出 了 基于 主 元 素 的 矩阵 LU 分 解 函数 lu()， 该 


调用 格式 为 


[五 ，[E]=lu(4) YX LU 分 解 ，4 = IUD 
[ 卫 ， 了 ， 忆 ]=lu(4) YX 忆 为 置换 矩阵 ，4 = 王 -1LTT7 


(3-3-3) 


(3-3-4) 


(3-3-5) 


(3-3-6) 


(3-3-7) 
函数 的 


其 中 , 也,，LC7 分 别 为 变换 后 的 下 三 角 和 上 三 角 和 矩阵。 在 MATLAB 的 lu() 函数 中 
考虑 了 主 元 素 选取 的 问题 ， 所 以 该 函数 一 般 会 给 出 可 靠 的 结果 。 由 该 函数 得 出 的 


3.3 给 阵 的 基本 变换 与 分 解 


导 和 和 和 中 呈 学 四 


下 三 角 定 阵 五 并 不 一 定 是 一 个 真正 的 下 三 角 和 矩阵 ， 因 为 选取 它 可 能 进行 了 一 些 元 
素 行 的 交换 ， 这 样 主 对 角 线 的 元 素 可 能 不 是 1, 而 在 矩阵 世 内 存在 一 个 惟一 的 如 
式 (3-2-1) 中 定义 的 置换 ， 其 各 个 元 素 的 值 均 是 1。 如 果 想 获得 有 关 换 行 依 息 ， 则 
可 以 由 后 一 种 格式 调用 lu() 困 数 , 这 时 书 为 单位 阵 变换 出 的 置换 矩阵 ，4 矩阵 
可 以 分 解 成 4 = 古 -1 五 D7。 
例 3-38 再 考虑 例 3-39 中 纸 阵 的 直 U 分 解 问题 。 分 别 用 两 种 方法 调用 MATLAB 中 的 
1u() 函数 ， 则 可 以 得 出 的 不 同 结 果 。 
求解 先 输 入 4 和 天 阵 ， 并 求 出 三 角 分 解 矩 阵 。 

>> A=[l162313;: 5 11 108; 978612;， 414 15 1j]; L1,U1]=1Lu(A) 
这 样 可 以 将 原 天 阵 分 解 为 


1 0 0 0 16 2 3 13 
7 = |03125 0.76852 1 0| |0 135 1425 一 2.25 
0.5625 0.43519 1 1|， 0 0 -1.8889 5.6667 

0.25 1 0 0 0 0 0 3.5527x 10-35 


可 见 ， 这 样 得 出 的 了 1 天 阵 并 非 下 三 角 纸 阵 ， 这 是 因为 在 分 解 过 程 中 采用 了 主 元 素 交 
换 的 方法 。 现 在 考 上 处 lu() 邓 数 的 另 一 种 调用 方法 [ 卫 ,D, 忆 ]=lu(4)， 得 出 


] U 00 10 2 3 ] 4 1] 0U00 0 

了 一 0.2o [1 00 T 太 - U 13.5 14.25 一 4 人 .29 万 一 000 1 
0.3125 0.76852 10|- 0 0 一 1.8889 95.6667 UL 0 0 
0.5625 0.43519 1 1 0 0 3.5527x10-?” 00 1 0 


注意 ， 这 里 得 出 的 书 矩阵 不 是 一 个 单位 天 阵 ， 而 是 单位 矩阵 的 置换 和 阵 。 结 合 
得 出 的 艺 :; 给 阵 可 以 看 出 ,已 答 阵 的 pz4 = 1， 表 明 需 要 将 研 ; 矮 阵 的 第 4 行 换 到 第 2 
行 ， pa,2 = pa43 王 1 表明 需要 将 了 工 ; 的 第 2 行 换 至 第 3 行将 原 第 3 行 元 素 换 至 第 4 行 ， 
这 样 就 可 以 得 出 一 个 真正 的 下 三 角 答 阵 了 了, 代入 inv()* 卫 +*L7， 则 可 以 精确 地 还 
原 入 短 阵 。 
由 于 前 面 给 出 的 lu() 函数 并 不 能 处 理 符号 矩阵 , 所 以 可 以 依照 该 算法 , 先 由 
却 (3-3-7 求 出 Cr 和 工 的 第 一 行 ,然后 由 式 (3-3-6) 用 递 推 的 方法 求 出 两 个 矩阵 
其 他 各 行 。 利 用 MATLAB 强大 的 抑 阵 运算 功能 ， 可 以 容易 地 设计 出 对 符号 矩阵 
的 LU 分 解 的 函数 lu() ， 该 函数 应 该 置 于 Csynm 路 径 下 ， 其 内 容 为 
function [L,Uj=lu(CA) 
D=JIength(A) ; U=sym(zeros(size(A))); L=sym(eye(size(A))) ， 
U(C1,:)=AC1,:);LC: 1t)=AC: ,1)VXUCL 1) ， 
for 1I=2:D， 
for j=2:i-1，L(i,j)=(AGi,j)-LGi,1:j-1)*U(i:j-1,j)XUG ,jena 
for j=i:n，U(Ci,j)=A(i,j)-LGa,1:i-1)*U(Ct:i-1l,j)，end 
ena 


了 
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注意 , 在 上 述 的 算法 中 并 未 对 主 元 素 进 行 任 何 选取 ， 因 此 该 算法 有 时 可 能 失 
效 ， 因 为 在 运算 过 程 中 0 可 能 被 用 作 除 数 。 如 果 需 要 通用 的 分 解 程序 , 用户 可 以 
将 主 元 素 选取 方法 引入 该 函数 !14 。 
例 3-39 考虑 例 3-9 中 短 阵 的 直 U 分 解 问题 。 
求解 先 输 入 44 纸 阵 ， 并 求 出 三 角 分 解 矩 阵 。 
>> A=[Ll623 13;511 108; 97612; 414141415 1 寺 :; 
[LL,UJ=1luCsym(A) ) 


这 样 可 以 将 原纸 阵 分 解 为 
1 0 0 0 16 2 3 13 
”| 5716 1 0 0 Fr _ 0 83/8 145/16 631/16 
”191/16 471/83 1 工 0 ”10 0 -68/83 204/83 
1/4 108/83 -3 1 0 0 0 0 


2. 对 称 窟 阵 的 三 角 分 解 一 Cholesky 分 解 
如 采 4 为 对 称 矩 阵 ， 利 用 对 称 和 矩阵 的 特点 则 可 以 用 LU 分 解 的 方法 对 之 进行 
分 解 ,将 原来 矩阵 4 分 解 成 


clii cl Q21 四 cnl 
4-DrD-| 人 (3.3-8) 
ci cn 四 do ann 
如 果 利 用 对 称 和 矩阵 的 性 质 , 则 工 U 分 解 可 以 简化 成 
7 一 1 
i 1] Ci 一 > dikd 
Qi 一 7 一 0 ] 纺 一 - -< 证 < -3-9 
2 ?大 J 1 U 2 ) 





该 分 解 算 法 又 称 为 对 称 和 矩阵 是 Choleskry 分 解 算 法 。 
MATLAB 提供 了 chol() 函数 来 求 取 拖 阵 的 Cholesky 分 解 矩 阵 万 ， 其 结 
果 为 一 个 上 三 角 和 矩阵 。 该 函数 的 调用 格式 为 刀 = cho1(4) 。 


9 d4 9 
例 3-40 考虑 一 个 对 称 的 4 阶 敌阵 4= | 1 6 。 ， 斌 得 出 其 Cholesky 分 解 。 
2 7 0 9 


求解 用 下 面 的 语 旬 可 以 对 之 进行 Cholesky 分 解 ， 得 出 妃 矩阵 。 
>> A=L9,3,4,2; 3,6,0,7j 4,0,6,0; 2,7,0,9] ，D=chol(A) 


3.3 敌阵 的 基本 变换 与 分 解 


三 上 和 


3 1 1.3333 0.66667 
加 ”|o 2.2361 -0.59628 2.8324 
这 样 可 以 得 出 妈 = |0 0 1 9664 ”0.40684| 

0 0 0 0.60648 


3. 正定 、 正 规矩 阵 的 定义 与 判定 
正定 拖 阵 是 在 对 称 和 矩阵 基础 上 建立 起 来 的 概念 。 在 介绍 该 概念 之 前 ， 先 给 出 
主子 行列 式 定 义 。 假 设 对 称 和 矩阵 4 可 以 写成 


Cli Qi2 ，CI13 CL1 .7 
人 12 C22 C23 (CD ,人 

人 = | .93 .023 033 0am (3-3-10) 
人] 人 > 7， (3 于 2 


则 左上 和 角 的 各 个 子 和 矩阵 的 行列 式 称 为 主子 行列 式 。 如 果 一 个 对 称 抢 阵 所 有 的 主子 
行列 式 均 为 正 数 ,， 则 称 该 宅 阵 为 正定 抢 阵 。 

相应 地 ， 可 以 引入 对 称 和 矩阵 的 半 正 定 和 矩阵 的 概念 ， 如 果 主 子 行列 式 均 为 非 负 
的 数值 ， 则 称 为 半 正 定 矩 阵 。MATLAB 的 函数 chol() 还 可 以 用 来 判定 矩阵 的 正 
定性 。 该 果 数 的 太一 种 调用 格式 为 [万 ,四 =chol(4) ， 陈 中 对 正定 的 4 和 矩阵 来 
说 ,返回 的 p = 0。 所 以 可 以 利用 这 个 性 质 来 判定 一 个 对 称 和 矩阵 是 否 为 正定 矩阵 。 
对 非 正 定 矩 阵 , 则 返回 一 个 正 的 p 值 ,p 于 为 4 矩阵 中 正定 的 子 抢 阵 的 阶 次 , 亦 
即 万 将 为 人 P- 1) 阶 方 阵 。 

如 果 复 数 方 阵 满 足 

4 AAA44: (3-3-11) 


则 其 中 4* 为 4 的 Hermite 转 置 , 亦 即 共 氏 转 置 , 这 样 4 筷 阵 称 为 正规 矩阵 。 判 
定 正 规矩 阵 由 和 定义 可 以 直接 完成 norm(4:*4-4*4:)<e 。 如 果 得 出 的 结果 为 
1,， 则 4 为 正规 矩阵 。 


例 3-41 斌 判定 对 称 姓 阵 4 = 是 否 为 正定 纸 阵 ， 并 求 出 其 Cholesky 


oo Sn CT 


《 
U 
1 


~ 司 悟 ] CT 
二 


分 解答 阵 。 
求解 用 下 面 的 语 和 提 可 以 对 4 给 阵 进行 分 解 ， 得 出 万 给 阵 ， 并 求 出 正定 的 阶 次 为 2， 
从 而 说 明 该 给 阵 并 非 正定 矩阵 ， 因 为 得 出 的 九 给 阵 不 满 秩 ， 且 了 夭 0。 

>> A=lL7,5,5,8; 5,6,9,7;， 5,9,9,0; 8,7,0,1]， [D ,pPJj=chol(A) 


2.6458 1 加 本 At 
这 样 可 以 得 出 姜 = 人 5584| ,了 = 3。 值 得 指出 的 是 ， 非 正定 天 阵 虽然 不 能 进 


行 Cholesky 人 分解， 但 可 以 采用 一 般 的 直 U 分 解 
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本 时 本 本 二 者 音 是 和 本 蚌 和 二 昌 和 是 


>> [L,U]=lu(Csym(CA) ) 


这 时 本 敌阵 可 以 通过 LU 分 解 为 
1 0 0 0 7 5 5 8 
57 1 0 0 rm-|lol77 38/7 9/7 
5/7 38/17 1 0 ” |10 0 -14/17 -146/17 
8/7 9/17 73/57 1 0 0 0 124/157 


非 对 称 和 矩阵 也 可 以 调用 chol() 函数 ,但 结果 是 错误 的 ， 它 首先 将 给 定 的 抢 
阵 强制 按 上 三 角子 矩阵 转换 成 对 称 筷 阵 。 在 严格 的 数学 意义 下 ,， 非 对 称 抢 阵 是 没 
有 Cholesky 分 解 的 。 


3.3.3 ”伴随 和 矩阵 变换 


对 一 个 给 定 的 一 般 矩 阵 4 ,如果 人 存在 一 个 列 向 量 w， 使 得 如 下 生成 的 矩阵 AM 
为 非 奇异 拖 阵 ， 则 通过 该 矩阵 可 以 将 原 和 矩阵 4 变换 成 伴随 矩阵 4。。 


一 ] 


人 0 T 0 0 
1 4 0 0 1 .0 

1M=| ”| 4=M-IA4MNM| 3-3-12) 
2 4 | 一 G， 一 Q_1 一 QQ， .一 Qi 


其 中 , oa 为 和 矩阵 的 特征 多 项 式 系数 ,det(sT 一 4) = s 十 als" 1 十 :十 an 可 
匈 ,， 由 于 v 窍 阵 可 以 任 选 ， 故 将 抢 阵 4 变换 成 伴随 矩阵 的 变换 矩阵 有 无 穷 多 种 。 

利用 下 面 的 MATLAB 语句 , 则 可 以 构造 出 变换 矩阵 AMf-1。 注 意 ， 因 为 本 函 
数 中 引入 了 随机 数 向 量 ,， 所 以 它 得 出 的 变换 矩阵 是 不 惟一 的 。 


function M=comp_map (和 ) 

=]1ength(A) ; 

while 1，v=floor(0.5+Trandf(t,n))， M=v， 
for 1i=2:D，MGi,:)=MCI-1l,:)*A，end 
庆 f Tank(M)==D，break ; end ， 

eDTQ 


--1U0 一 14 -17 一 9 
10 16 18 10 
0 一 了 0 U 
-9 一 15 -17 一 10 


例 3-42 给 定 和 矩阵 4 == ， 斌 选择 变换 给 阵 AM ， 和 将 其 变换 成 


伴随 和 矩 阵 。 
求解 由 前 面 的 语句 可 以 很 容易 地 构造 出 变换 上 天 阵 
>> A=[-10,-14,-17,-9; 10,16,18,10; 0,-1,0,0; -9,-15,-17,-10] ， 
MT1=SymCcomp_map(A)) ，AC=MikA*kinv(M1L ) 


3.3 答 阵 的 基本 变换 与 分 解 TO07 


是 和 


这 样 ， 可 以 得 出 变换 矩阵 和 变换 后 的 伴随 答 阵 为 


1 0 1 0 0 1 0 0 
1 -10 -5 -17 一 9 0 0 1 0 
4 = 31 52 53 30 1， 4 = 0 0 0 1 


-60 一 105 一 1  --59 -2 -6 一 一 4 


3.3.4 和 矩阵 的 Jordan 变换 
对 含有 重 特 征 值 窍 阵 4 通 间 不 能 直接 分 解 成 对 角 和 矩阵 ， 而 用 纯 特 征 值 求解 方 
法 必定 能 使 气 阵 的 特征 同 量 窍 阵 Y 含有 关 干 相同 的 列 ,， 使 得 该 矩阵 为 奇异 扎 阵 。 
例 3-43 分 别 用 数值 方法 和 解析 方法 求 出 下 面 徐 阵 的 特征 值 与 特征 向 量 甜 阵 。 
一 f] 一 65 一 4 一 46 
7 9 117 D0U 


0 4 & 4 
-67 -121 -173 -58 


4 一 


求解 用 MATLAB 语言 中 的 数值 算法 可 以 求 出 该 矩阵 的 特征 值 为 
>> A=[-71,-65,-81,-46; 75,89,117,50; 0,4,8,4; -67,-121,-173,-58] ， 
D=ejig(A) 
这 样 可 以 得 出 矩阵 的 特征 值 为 -8.0057, -8 士 0.0057323j, -7.9943。 其 实 ,该 矩 阵 的 特 
征 值 为 位 于 -8 的 4 重 根 ,所 以 用 数值 解 方法 得 出 的 特征 值 有 很 大 的 误 盖 ， 故 在 这 样 
的 问题 上 不 适合 采用 数值 算法 。 如 果 采 用 解析 算法 [5 ,qd]=eig(sym(4))， 则 可 以 得 
出 如 下 结果 : 


1718 -8 0 0 0 
一 1378 0 =-8 0 0 
1 0 0 -8 0 
一 1978 0 0 0 -8 


可 见 ， 该 给 阵 特 征 值 均 为 -8, 为 4 重 根 ， 故 而 得 出 的 特征 向 量 算 阵 实际 上 是 奇异 
答 阵 ， 因 为 4 列 均 相 同 ， 所 以 只 保留 了 一 列 。 


由 于 MATLAB 语言 、 其 他 数值 运算 语言 、 软 件 包 本 身 及 数值 算法 的 缺陷 ， 
均 在 计算 内 核 中 使 用 double 型 数据 结构 ， 导 致 对 某 些 有 重 根 和 矩阵 的 计算 中 间 过 
程 出 现 误 差 ， 押 以 在 纯 数 值 运 算 上 将 有 很 大 的 误差 ,即使 使 用 现在 最 好 的 数值 运 
算 方法 ,如 果 不 突破 双 精 度 的 数据 结构 的 限制 也 是 难以 避免 的 。 

为 解决 这 样 的 问题 ， 需 要 使 用 符号 运算 工具 箱 中 的 jordan () 函数 来 分 解 出 
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和 二 和 小 直 人 


Jordan 标准 型 ， 并 求 出 非 奇 异 的 变换 矩阵 。 该 函数 的 调用 格式 为 


J=jordan(4) % 只 退回 jordan 窍 阵 JI 
[LVY ,./]=jordan(4) % 返回 Jordan 上皇 阵 J 和 变换 矩阵 人 
有 了 变换 官 阵 交 ， 则 Jordan 标准 型 可 以 由 .J = VY-L4V 变换 出 来 。 注 
意 ，Jordan 年 阵 主 对 角 线 为 矩阵 的 特征 值 ， 次 主 对 角 线 为 1。 
例 3-44 试 对 例 3-43 中 给 出 的 和 给 阵 进 行 Jordan 分 解 。 
求解 符号 给 阵 的 Jordan 分 解 可 用 jordan() 函数 直接 进行 分 解 ， 得 出 所 需 的 矩阵 。 
>> A=[-71,-65,-81 ,-46， (5，89,117,50; 0,4,8,4; -67,~121,-173 ,-58] ; 
LV,Jj=jordan(sym(AD) ) 


利用 符号 运算 工具 箱 可 以 立即 得 出 
-18496 2176 -63 1 -8 1 0 0 
vv_ |1l444 -80 75 0 7 _|0 -8 1 0 
”| -8704 32 0 0 ”> 0 0 -8 1 
20672 “” -1504 -67 0 0 0 0 -8 


可 见 ， 这 样 得 出 的 Y 给 阵 就 是 满 秩 的 矩阵 了 。 对 它 求 递 ， 就 可 以 实现 用 普通 数值 运算 
难以 实现 的 功能 。 该 问题 将 在 后 面 失 阵 函数 的 例子 中 演示 。 
一 10 一 14 一 17 一 9 
例 3-45 已 知 具 有 复数 特征 值 的 天 阵 4 = | 0 2 训 10|， 试 求 出 其 
jordan 分 解 。 -9 一 15 一 17 一 10 
求解 复数 特征 值 给 阵 的 Jordan 标准 型 及 变换 矩阵 问题 也 可 以 由 jordan() 函 教 求 
取 。 可 以 用 下 面 的 语 匈 得 出 相应 的 变换 矩阵 与 Jordan 短 阵 为 
>> A=[-1t10,-14,-17 ,-9， 10,16,18,10; 0,-1,0,0; -9,-15 ,~-17,-10] ; 

[LV ,J]j=jordan(sym(A) ) 

这 样 可 以 得 出 Jordan 变换 开 阵 为 


-11+25 -11-2j -5 23 -1+j 0 0 0 
5- 本 5+5 0 -10 | 0 -1-j 0 00 
” 二 5 5 0 -10| “=| 0 0 -ll 1 
-6+7j -6-7j 5 12 0 0 0 -1 


在 实际 应 用 中 ,经常 不 希望 使 用 复数 型 的 Jordan 块 。 如 果 某 对 共 恩 复数 特 
征 值 为 Ai+i = 十 jw, 期 望 的 Jordan 块 可 以 写成 = 思 ? 。 知 想 获 得 这 


样 的 Jordan 块 ， 则 需要 对 原来 的 变换 矩阵 做 相应 的 处 理 ， 例如 新 变换 抢 阵 的 第 
2 十 1 列 分 别 改写 成 原来 这 两 列 元 素 的 实 部 和 虚 部 即 可 。 


33 .给 阵 的 基本 变换 与 分 解 . 人 
例 3-46 重新 考虑 例 3-45 的 Jordan 标准 型 ， 试 将 其 改变 为 实 矩 阵 。 
求解 分 别 令 原来 VY 甜 阵 的 前 两 列 为 原来 变换 和 矩阵 的 实 部 和 虚 部 ， 则 可 以 直接 对 原 甜 
阵 解 析 变 换 
>> A=[-1i0,-14,-17,-9; 10,16,18,10; 0,-1,0,0; -9,-15,-17,-10] : 

[V ,JJj=jordanktsym(CA)); VC [1 2])=[real(V(: ,1))，imag(V(: ,1)D)] 

J=inv(CV)*A*V 
这 时 变换 和 矩阵 和 ,Jordan 甜 阵 分 别 为 


-jl 2 -0 2 - 1 0 U 

9 -DO 人 一 区 -|L -1 0 8 

"= U 0U 一 0 ”= O 0 一 1 
-OO 了 9 2 U 0 U 一 | 


利用 撒 层 算法 也 可 以 构造 出 Jordan 变换 矩阵 和 Jordan 标准 型 。 若 4_ 为 伴 
随和 阵 ,， 并 假设 Jordamn 标准 型 可 以 最 终 写 成 


上 一 Qiag(.， 1 7) (3-3-13) 
其 中 n3 为 Jordan 块 的 个 数 。 若 对 应 于 X; 特征 值 的 特征 向 量 为 wm, 则 根据 特征 值 


的 情况 可 以 如 下 构造 变换 矩阵 的 相关 列 ， 并 得 出 相应 的 变换 矩阵 ; 
中 者 4 算 阵 的 第 ;个 特征 值 X, 为 mi; 重 的 实 根 ， 则 对 应 的 变换 子 和 矩阵 为 


] U U U 
人 入; ] 站 0 
入 ; 2A; 1 0 
一 | (3-3-14) 
1 d2 和 一 1] dm 


DT 

@@ 若 第 ;和 计 1 个 根 为 一 对 共 辆 复 根 \ = ci 十 jw, 则 有 二 = |Refo Imfo]|. 

这 样 可 以 构造 出 由 伴随 矩阵 到 Jordan 德 阵 的 变换 矩阵 下 = 人 … , 友 ]。 由 
一 般 窍 阵 4 变换 成 Jordan 矩阵 的 变换 矩阵 可 以 由 六 = NM 求 出 , 其 中 WMf 由 
式 (3-3-12) 给 出 。 
例 3-47 重新 考虑 例 3-42 中 给 出 的 和 阵 ， 试 将 其 变换 成 Jordan 敌阵 。 
求解 例 3-42 已 经 得 出 了 伴随 甜 阵 及 其 变换 天 阵 。 由 下 面 语句 

>> ML=Sym(CM1) ; Ac=M1*AcrinV(M1); [LV,D]=eig(Ac) 
可 以 得 出 原 短 阵 的 特征 向 量 矩 阵 V 和 特征 值 矩 阵 万 分 别 为 


一 | 了 ] -1 0 U U 

1 -1+j -1 一 j 0 -~-L 0 0 
到 一 。 ， ， 一 - ， 

一 ] 一 之 ] 2] 四 U U ”一 上 十 ]j 0 


1 2+9 2 一 2j 0 0 0 -1-ij 
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可 以 由 下 面 语句 进行 变换 
>> tl1=(-1).”[0:3]，:，T=[lit1，[0; t160t1:3).x[1:3] 7 ]]， 
T=[T real(V(: ,3)) limag(V(: ,3))] ，V=inv(M1)*T，J=inv(CVD7 冰 V 
从 而 得 出 各 个 变换 答 阵 和 变换 后 的 Jordqan 敌阵 为 


1 0 1 0 1 -2 7/4 -11/4 -1 1 0 0 
1T_|-L1-1-vy 0 2 -1 -1/2 10 -1 0 0 
1-20 ?| ”|0 2 -34 14| ”一 |0 0 -1-1 
-1 3 2 -2 -1 -5 5/4 3/4 0 0 1 -1 


3.3.5 和 矩阵 的 吞 异 值 分 解 
起 阵 的 奇异 值 也 是 第 阵 的 一 种 测度 。 对 任意 的 交 x 和 和气 阵 和 来 说 ,总 有 


4 4>0 44I>0 (3-3-15) 


且 在 理论 上 有 
rank( 4 4) = rank(447) = rank(4) (3-3-16 ) 


进一步 可 以 证 明 ，4T4 与 44T 有 相同 的 非 负 特征 值 \,， 在 数学 上 把 这 些 
非 负 的 特征 值 的 平方 根 称 作 和 矩阵 4 的 奇异 值 , 记 ci(4) = XIE 


1] 1 
例 3-48 现在 考虑 一 个 演示 例子 05， 假设 给 阵 4 二 1 | 其 中 由 = 5eps， 试 根据 
U 


却 〔3-3-16) 求 取 驴 答 阵 的 秩 。 
求解 显然 , 4 和 天 阵 的 秩 为 2。 用 MATILAB 运算 也 将 得 出 同样 的 结论 。 

>> A=[1 1; 5*eps,0; 0,5*eps] ; Tank(A) 

考虑 式 (3-3-16) 中 给 出 的 方法 计算 给 阵 4 的 秩 。 例 如 ， 用 4T4 来 求解 4 的 秩 ， 
则 可 以 得 出 

1 1 
4 4= 证 1 

在 双 精 度数 值 运算 中 ， 由 于 Hp2 为 10-39 级 数值 ， 所 以 加 到 1 上 事实 上 就 已 经 被 忽略 
了 ,所 以 4 4 矩阵 将 退化 成 么 给 阵 ， 再 求 其 秩 显 然 为 1， 从 而 可 以 断定 原 矮 阵 4 的 
秩 为 1， 这 与 实际 矛盾 ， 故 对 这 样 的 问题 应 该 引入 一 个 新 的 量 作为 矩阵 的 测度 ， 即 需要 
引入 奇异 值 的 概念 。 

假设 4 宅 阵 为 录 xm 和 矩阵, 则 4 和 矩阵 可 以 分 解 为 


于 一 了 IAA (3-3-17) 


3.3 短 阵 的 基本 变换 与 分 解  .、.，， .....， 划 
其 中 , 到 和 4 为 正 交 矩阵 ，4; = diag(cl,……… ,on) 为 对 角 上 矩阵 ， 其 对 角 元 素 满 
足 不 等 式 Il 之 Ga 之 … :之 Gh 之 0。 如 果 存 在 Or 一 U， 则 原 和 矩阵 于 为 奇异 和 矩阵 ， 
这 时 和 玫 阵 4 的 秩 应 该 等 于 矩阵 4; 中 非 0 对 角 元 素 的 个 数 。 
MATLAB 提供 了 直接 求 取 矩阵 奇异 值 分 解 的 函数 svd()， 其 调用 方式 为 


S=svd(4) % 只 计算 和 阵 的 奇异 值 
[了 ,4 ,AM]=svd(4) % 和 抑 阵 奇异 值 与 变换 矩阵 


其 中 , 4 为 原始 矩阵 , 返回 的 4; 为 对 角 和 矩阵 , 而 志和 Ad 均 为 正 交 变换 矩阵 ,并 
满足 4 王 工 4 。 

窍 阵 的 奇 江 值 大 小 通 贡 决定 矩阵 的 性 态 ， 如果 和 矩阵 的 奇异 值 变 化 特别 大 ， 则 
矩阵 中 茶 个 元 素 有 一 个 微小 的 变化 将 严重 影响 到 原生 阵 的 参数 ,这样 的 窟 阵 叉 
称 为 病态 算 阵 或 坏 条 件 托 阵 ， 而 在 官 阵 存在 趋 于 0 的 奇 开 值 时 称 为 和 奇异 起 阵 。 
诈 阵 最 大 奇异 值 cmax 和 最 小 奇异 值 cmin 的 比值 义 称 为 该 窍 阵 的 条 件数 ， 记 作 
cond(4), 即 cond(4) = omax/onin, 窍 阵 的 条 件数 越 大 , 则 对 元 素 变化 越 敏 感 。 
矩阵 的 最 大 奇异 值 和 最 小 奇异 值 还 分 别 记 作 5(4) 和 (4)。 在 MATLAB 中 也 
提供 了 函数 cond(4) 来 求 取 宅 阵 4 的 条 件数 。 


例 3-49 试 对 例 3-9 中 给 出 的 4 抵 阵 进行 奇异 值 分 解 。 
求解 如 果 调 用 MATLAB 中 给 出 的 绕 阵 奇 异 值 分 解 函 数 svd()， 则 可 以 容易 地 求 出 
4 和 ARA 竹 阵 以 及 该 甜 阵 的 条 件数 。 

>> A=[16,2,3,13; 5,11,10,8; 9,7,6,12; 4,14,15,1]; 代 ,AL,M]=svd(A) 
则 可 以 得 出 三 个 分 解 拭 阵 了 41，RAd 为 


-0U.o 0.6708 0.5 一 0.2236| !134 0 
一 U.o 一 0.2246 一 0.5 一 0.6708 0 17.889 0 
一 0.0 0.2236 -0.5 0.6708 | | 0 0 4.4721 
-0U.5 一 0.6708 0.5 0.2236 0 0 0 


一 0U5 0.5 0.6708 “0.2236 
一 0.5 一 Ubb 一 0.2236 ”0.0708 
| 一 0 -05 0.2236 一 0.60708 
-0U.D 0.5 一 0.6708 一 0.2236 


ee 


可 见 该 给 阵 含 有 0 奇异 值 ， 故 原 抵 阵 为 奇异 答 阵 。 由 cond(4) 可 以 求 出 该 矩阵 的 条 件 
数 为 3.2592x1016,， 接近 于 oo, 但 在 双 精 度数 值 运算 上 有 一 定 的 误差 。 
若 先 将 4 天 阵 转换 成 符号 矩阵 ， 则 调用 svd() 将 得 出 更 精确 的 奇异 值 分 解 矩 阵 。 


例 3-50 对 于 寻 和 和 的 矩阵 妨 == 1 | 1 | 来 说， 也 可 以 对 之 作 柯 异 值 分 解 。 全 


如 ， 可 以 对 下 面 的 长 方形 纸 阵 进行 奇异 值 分 解 ， 并 检验 分 解 的 结果 。 
求解 使 用 如 下 命令 则 可 以 得 出 


>> A=[1,3,5,7; 2,4,6,8];， [LAL ,MI=svd(A) 
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则 可 以 得 出 三 个 分 解 矩 阵 也， AI，W 为 


-0.1525 0.8227 -0.3945 ”一 0.38 
-0.6414 --0.7672| [14.269 0 0 0 |-0.3499 0.4214 0.2428 ”0.8007 
一 0.7672 ee | 0 0626s 0 0 -0.5474 0.0201 “0.6979 -0.4614 
-0.7448 --0.3812 -0.5462 ”0.0407 


对 这 个 例子 进行 北 运 算 ， 即 二 417WT, 则 可 以 还 原 成 原来 的 4 短 阵 。 由 前 面 的 分 
析 可 见 ， 这 样 得 出 的 短 阵 误差 是 很 小 的 。 


3.3.6 ” 算 阵 转换 方法 在 控制 理论 研究 中 的 应 用 举例 


前 面 介绍 的 矩阵 变换 技术 在 控制 理论 研究 中 起 着 重要 的 作用 。 基 于 相似 变 
换 技 术 就 可 以 将 一 个 一 般 的 状态 方程 变换 成 某 种 特殊 的 形式 ， 以 便于 更 好 地 进行 
系统 的 性 质 分 析 。 本 节 首 先 给 出 系统 的 相似 变换 的 概念 ,然后 介绍 基于 矩阵 相似 
变换 的 各 种 标准 型 及 变换 方法 。 
1. 线性 系统 的 相似 变换 
假设 存在 一 个 非 奇异 矩阵 下 ， 且 定义 了 一 个 新 的 状态 变量 向 量 > 使 得 
2 一 了 2， 这 样 关 于 新 状态 变量 z 的 状态 方程 模型 可 以 写成 
2 人 站 三 4z(t 十 吾 iu 人 (tb) _1 
| CezD+Dan ， 且 z(0) = 工 -1z(0) (3-3-18) 
式 中 4 = 人 -147， 万 ,= 了 -1 有 B，C = CT，, = 也。 在 托 阵 五 下 的 状态 变 
换 称 为 相似 性 变换 ， 而 人 又 称 为 相似 变换 矩阵 。 
控制 系统 工具 箱 中 提供 了 ss2ss () 来 完成 状态 方程 模型 的 相似 性 变换 ， 该 函 
数 的 调用 格式 为 Gi=ss2ss(G, 研 ) ， 其 中 G 为 原始 的 状态 方程 模型 ,人 为 变换 
息 阵 , 在 全 下 的 变换 结果 由 G; 变量 返回 。 注 意 ,在 本 函数 调用 中 输入 和 输出 的 
变量 都 是 状态 方程 对 象 ， 而 不 可 以 是 其 他 对 象 。 
2. 单 变 量 控制 系统 的 可 控 、 可 观测 标准 型 转换 
对 单 变 量 系 统 (3-1-8) 来 说 , 若 系统 的 特征 多 项 式 可 以 写成 


qdet(sz 一 4) 一 s" 十 as 十 as 十 :十 oa 18 十 an (3-3-19) 


则 可 以 构造 出 变换 矩阵 下 0 


T 二 4 五 ,4 五 ， ,4B, 瑟 (3-3-20) 
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是 和 


这 样 就 可 以 将 原 系 统 变 换 成 可 控 标 准 型 。 由 上 面 的 算法 ,可 以 用 MATLAB 容易 
地 写 出 变换 窍 阵 

oO=polyl1(4); 求 特 征 多 项 式 系数 ， 建 议 用 polyt1() 取代 poly() 

了 c=fliplrCctrb( 4 , 玉 ))*flipud(hankel((Cend-t:-1:1)7)) 


例 3-51 试 求 出 下 面 系 统 的 可 控 标 准 型 。 


一 4 -3 0 一 上 0 

. -3 一 r 一 1 一: -14 加 

zz 一 |0 1 13 -1 了 F 十 7 | 和 /= |0 0 12 0| z 
--] -3 -1 一 10 16 


求解 由 下 面 的 语句 可 以 得 出 转换 纸 阵 ， 并 得 出 可 控 标 准 型 
>> A=[-4,-3,0,-1; -3,-7,-1,-3; 0,-1,-13,-1;，-1,-3,-1,-10] ; 
B=[L0oji -14; 7; 16j; C=[0,0,12,0]j]; v=polyl(A) ; 
Tc=ftliplrCctrb(A,B))*flipud(hankel(v(endq-1:-1:1)7)) 
Gc=SS(inVCTc)*#AkTc ,invr(TCcJ)*B ,CrTc ,0O) 


变换 短 阵 和 标准 型 分 别 为 
0 ] 0 0 0 
5445 776 26 0 ,| 0 0 1 0|2。+10 
T, -| -9060 一 3909 一 433 一 14| 一 | 0 0 0 11<710 7 
14]15 859 145 了 -2105 -1693 -390 -34 | 


5400 3178 419 16 
y = |16980 10308 1740 84| = 


可 观测 系统 标准 型 是 可 控 标 准 型 的 对 偶 形 式 。 可 观测 标准 型 的 变换 矩阵 为 


]  .，.， On _， an 1 人 47 一 | 
T-: 一 | (3-3-21 ) 
飞 
] C 


拓 似 于 坪 面 的 可 控 标 准 型 变换 矩阵 ， 可 以 由 下 面 的 语句 定义 出 变换 抢 阵 


2=polyl(4); % 求 特征 多 项 式 系数 
了 o=inv(flipLr(hankel(ukend-1:-t:1)))*flipud(obsv(4,C))) 


例 3-52 试 求 出 例 3-51 中 状态 方程 模型 的 可 观测 标准 型 。 
求解 由 下 面 语句 可 以 直接 求解 本 问题 
>> A=[-4,-3,0,-1; -3,-7,-1,-3; 0,-1,-13,-1;， -1,-3,-1,-10] : 
B=[0; -14; 7; 16]; C=[0,0,12,0] ; v=polyl(A) ; 


第 了 部 ,线性 代数 问题 的 计算 机 未 解 
To=inv(fliplr(hankel(v(end-1l:-1:1)))*flipud(Cobsv(A,C)D)) 
Go=ss(inVv(To)*A*kTo,inVv(To)*#*B ,Cx*To ,0O) 

变换 给 阵 和 可 观测 标准 型 分 别 为 


0 0 0 -2105 16980 
-1/20 1/3 一 13/6 169/12 |1 0 0 -1693 10308 
T - -1/15 5/12 -8/3 209/12 520 1 0 -390 2 十 | 1740 | 2 
|/ 5 5711 7 RN 
15 -51/1 一 
/ / = [0,0,0,1]v 


3. 控制 系统 的 Jordan 标准 型 转换 

系统 的 Jordan 标准 型 可 以 由 [Gi ,]=canon(G,modal,) 函数 直接 求 
出 。 值 得 指出 的 是 , 阁 系统 的 4 矩阵 含有 复数 特征 值 ， 则 用 canon() 函数 不 能 和 
出 正确 的 结果 , 应 该 结合 前 面 Jordan 变换 的 方法 手工 构造 变换 矩阵 ,得 出 合适 的 
变换 系统 。 


例 3-53 试 求 出 例 3-51 中 状态 方程 模型 的 Jordan 标准 型 。 
求解 由 下 面 语句 可 以 直接 求解 本 问题 
>> A=[-4,-3,0,-1; -3,-7,-1,-3; 0,-1,-13 ,=-1: -1 ,-3,-1,-10] ， 
B=[0; -14; 7; 16]; C=[0,0,12,0] 
[Gj ,Tjj=canon(ss(A,B,C,D) ,modal1，) 


得 出 的 变换 姓 阵 为 
0.20668 ”0.14356 “0.010657 ”0.02689 
7 _ |-0.12614 -0.29795 -0.59173 ”一 0.38757 
ij” | -0.16674 -0.28172 0.43726 0.3g675 
_0.12424 -0.14959 -0.0011401 015718 
在 此 变换 矩阵 下 Jordqan 标准 型 为 
_2.0461 0 0 0 2.5135 
， 0 _14.159 0 0 | 一 6.172 
一 0 0 _11.448 0 “”|0.65693 
0 0 0 _6.3471 4.6012 


= |1.9932 -11.736 11.512 一 0.21883] z 


4. 多 变量 系统 的 Luenberger 可 控 标 准 型 
多 变量 系统 一 种 重要 的 可 控 标 准 型 实现 是 Euenberger 标准 型 ， 其 具体 实现 
方法 是 , 构造 可 控 性 判定 矩阵 ， 并 按照 下 面 的 顺序 构成 一 个 矩阵 S06]， 


S 二 (42 41b 5 .42-1D 4 -lbp ] (3-3-22) 
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有 过 上 时 和 


其 中 ex 是 能 保证 前 和 面 各 列 线性 无 天 的 最 大 指数 值 , 亦 即 最 大 可 控 性 指数 ， 取 该 矩 
阵 的 前 半 列 就 可 以 构成 一 个 到 x 于 的 方 阵 工 。 如 果 这 样 构成 的 满 秩 矩 阵 不 足 m” 列 ， 
交 即 多 变量 系统 不 是 宛 全 可 控 , 则 可 以 在 后 面 补足 能 够 使 得 了 为 满 秩 方 阵 的 列 ， 
可 以 通过 应 补 随机 数 的 方式 构造 该 矩阵 。 该 矩阵 求 道 , 则 可 以 按照 如 下 的 方式 提 


取出 相关 各 行 | 


lz，| ~ 提取 此 行 


Z (3-3-23) 
上 ，，| ， 提取 此 行 
则 可 以 依照 下 面 的 方法 构造 出 变换 矩阵 道 阵 开 
厅 
站 
| (3-3-24) 
jz 47 


通过 变换 矩阵 下 对 原 系 统 进行 相似 变换 ， 即 可 以 得 出 Luenberger 标准 型 。 
前 面 介 绍 的 方法 很 适合 用 MATLAB 语言 直接 实现 ,根据 算法 ， 可 以 编写 出 如 下 
的 函数 来 生成 变换 矩阵 下。 


tunction T=]luenberger(A,B) 
Dn=Size(A,1); p=size(B,2); S=[; sigmas=[] ; k=1; 
tor ii=1:P 
for j=0:D-1I 
S=[S,A*j*B(:,i)]; 
if Tank(CS)==XK，X=K+l ; 
else，sigmas(i)=j-1i;j S=S(:,t:end-1);， break;i end， 


enQ 
if X> 卫 ，break， end 
end 
k=k-1; % 如 果 不 是 完全 可 控 ， 则 用 随机 数 补 足 满 秩 矩阵 
1 二 人 <Dn ， 
While TankkS) =n，8S(:,k+l1:n)=flLloor(ti0o*rrand(n,n-x))，end 
end 


L=inv(CS) ;iT=[] ， 


量 晶 时 曲 
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衣 和 血 埋 有 和 


for 1I=1|: 和 P 

for j=0:sigmas(i)，iT=[iT; L(i+sum(sigmas(1:1i)),:)*A~j] end 
已 卫 马 
if k<n，iT(k+tin,:)=L(k+liend,:); end % 不 可 控 时 补足 满 秩 矩阵 
T=inv(iT); % 构造 变换 矩阵 


例 3-54 试 变换 出 下 面 给 出 的 状态 方程 模型 的 Luenberger 标准 型 。 


15 6 -12 9 3 3 

4 14 8 -4 2 

| 2 4 10 -227 的 + -2 -2| 70 
9 6 -12 45 3 9 


求解 可 以 先 输入 系统 的 状态 方程 模型 ， 用 luenberger() 函数 建立 起 所 需 变换 矩阵 ， 
最 终 获 得 系统 的 Luenberger 标准 型 
>> A=[15,6,-12,9; 4,14,8,-4; 2,4,10,-2; 9,6,-12,15] ; 
B=[L3,3; 2,2; -2,-2; 3,9]; T=luenberger(A,B) % Luenberger 变 换 阵 
A1=jinVv(T)I*A*T，B1=inv(T)*B 对 系统 进行 变换 ， 即 可 得 出 此 标准 型 


其 数学 表示 形式 为 
18 3 6l2 3 0 1 0 0 0 0 
| -48 2 -792 2 -144 30; -57.6 9.6 1 0 
4 -2 442 -2| 2 四 四 0 0 罗 二 | 订 亲 | 2) 
I18 3 -468 9 0 0; -108 24 0 1 











这 里 不 夯 行 给 出 Luenberger 可 观测 标准 型 的 变换 搬 阵 算法 ， 因 为 可 观测 
性 问题 与 可 控 性 问题 是 对 偶 的 , 故 到 =inv(luenberger(4: ,CC )，) 。 

5. 控制 系统 的 结构 分 解 

对 于 不 完全 可 控 的 系统 ,还 可 以 对 之 进行 可 控 性 阶梯 分 解 ， 即 构造 一 个 状态 
变换 矩阵 工 ， 就 可 以 将 系统 的 状态 方程 (4, 召 , C, 刀 ) 变换 成 如 下 形式 


个 0 0 _ _ 
4 和 -人 1 -一 re (《 ~ ( 区 
- 公 上 癌 [Ca Co (3-3-25 ) 


该 形式 称 为 系统 的 可 控 阶梯 分 解 形式 ,这样 就 可 以 将 系统 的 不 可 控 子 空间 
(4e, 0, Ce) 和 可 控 子 空间 (4。, 百 ., C.) 直接 分 离 出 来 。 构 造 这 样 的 变换 矩阵 不 是 
简单 的 事 , 但 可 以 借用 MATLAB 中 的 现成 函数 ctrbf () 对 状态 方程 模型 进行 这 
样 的 阶梯 分 解 [4。 ,已 . ,CT]=ctrbf (4, 已 ,C)， 该 函数 就 可 以 自动 生成 相似 
变换 矩阵 Te,， 将 原 系统 模型 直接 变换 成 可 控 性 阶梯 分 解 模型 。 如 果 原 来 系统 的 状 
态 方程 模型 是 完全 可 控 的 ， 则 此 分 解 不 必 进 行 。 
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例 3-55 会 求 出 例 3-28 中 给 出 的 不 完全 可 控 系 统 的 可 控 阶 梯形 式 。 
求解 通过 下 面 的 语句 对 之 进行 分 解 ， 即 可 得 出 可 控 性 阶梯 分 解 形 式 
>> A=[-2.2,-0.7,1.5,-1; 0.2,-6.3,6,-1.5,，.，. 
0.6,-0.9,-2,-0.5;) 1.4,-0.1,-1, -3.5j， 
B=[L6,9; 4,6; 4,4; 8,4]j; C=[1 2 3 4]， 
[Ac,Bc,Cc,Tcj=ctrbft(A ,BC) 


得 出 的 可 控 阶 梯 标准 型 为 
二 0 U | 0 U 

， 8 -3823 -05145 01271 0 0 

字 LTD 太一 -3.637; 0.1827 -3.492 _01215| 2Z07) 计 | 2754 575 | (ET) 


-4.114; 一 1.888 1.275 一 2.685 -11.15 一 11.93 
系统 的 阶梯 标准 型 变换 纸 阵 是 不 惟一 的 ， 用 前 面 介 绍 的 luenberger() 函数 也 可 
以 构造 出 可 控 阶 梯 标 准 型 的 变换 天 阵 的 逆 和 天 阵 。 下 面 的 语句 仍然 能 构造 出 变换 短 阵 ， 
得 出 系统 的 可 控 阶 梯形 式 。 
>> T=inV(luenberger(A,B))，Gcl=ss2ss(ss(A,B,C,.0) ,T) 
这 样 可 以 得 出 变换 矩阵 和 阶梯 标准 型 分 别 为 


-05 -075 275 05 0 LT 0 
U 0 1 ，0 0 0 
| 2 6  _ 18 45 zt=| 0 0 | am 
o 一 | -77 -2345 705 1775|， 0 本 
2 7 20 5 


内 三 |58 231 49; -27.35 ] zx 


可 观测 性 阶梯 标准 型 可 以 由 obsvf () 函数 直接 求解 ， 也 可 以 由 ctrbf () 函 
数 求 解 ， 因 为 可 控 性 问题 和 可 观测 性 问题 是 对 偶 的 , 所 以 可 以 由 下 面 语 句 求 解 
[1L4: ,Co。, 肋 。 ,1 人]=ctrbf(4: CC， 克 ;) ， 日 io=inv(z1 )，4 =41， 
6. Lyapunov 和 定理 与 正定 函数 
100 多 年 前 ， 俄 国学 者 Lyapunov 建立 了 -- 套 非 线 性 系统 稳定 性 判定 的 
万 法 。 他 通过 构造 Lyapunov 代数 阔 数 , 由 其 正定 性 来 定性 判定 系统 的 稳定 
性 . Lyapunorv 定理 是 建立 在 标量 函数 〖(z) 的 正定 、 负 定 定 义 下 的 。 若 函数 T(z) 
在 非 零 状 态 夭 0 下 值 恒 为 正 , 即 V(z) > 0， 则 称 (zz) 为 正定 图 数 ， 若 恒 为 负 ， 
则 称 负 定 函 数 。 
例 3-56 试 判定 通 数 V(zZ) = 10z? 十 473 十 73 十 20422 一 27273 一 47173 的 正定 性 质 。 
]0 1 一 
求解 可 见 该 函数 为 二 次 型 通 数 ， 可 以 建立 起 其 二 次 型 答 阵 O = E 4 一 1， 
-2 --| 1 
这 样 就 可 以 通过 乔 定 短 阵 正 定 的 方式 判定 其 正定 性 质 。 由 于 得 出 的 Cholesky 矩阵 为 
3x3 的 ,所 以 该 给 阵 是 正定 的 ,也 就 是 说 ， 原 二 次 型 台数 Y(zZ) 是 正定 的 。 
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有 和 有 和 和 和 和 


>> Q=[10 1 -2; 1 4 -1; -2 -tt 1] ;chol(Q) 


Lyapunov 定理 为 : 对 系统 方程 之 = jz) 及 平衡 点 了 人 0) 三 0 来 说 , 者 存 
在 具有 连续 一 阶 可 导 的 正定 标量 函数 (上 zz)， 其 一 阶 导数 (人 zZ) 为 负 定 的 ， 则 
平衡 点 是 一 致 渐 近 稳定 的 。 当 然 , 这 种 稳定 性 判定 的 难点 在 于 Lyapunorv 函数 的 


构造 。 
7T1 一 一 Za(Z1 十 了 3) 十 2 
例 3-57 试 判定 系统 4 )  ， 在 原点 处 的 稳定 性 。 
业 2 一 一 ]1 一 Ta2(Z1 十 TZ2) 
求解 可 以 先 构造 出 Lyapunov 函数 Y(z) = z3 二 z3， 显然 该 函数 是 正定 的 。 该 阴 数 的 
全 导 教 可 以 写成 了 (z) = 9- 二 2 一 训 。 函数 的 导数 可 以 由 符号 运算 工具 箱 提供 的 
1 2 
diff() 求 出 ， 故 可 以 由 下 面 语 句 求 出 Y(z) 为 
>> SymS Xl X2; V=Xxl ”~2+X2” 2; T1=-X1+*(X1L1>2+X2”2)+X2| 
f2=-X1-X2xk(Xx1 ~2+X2”2); qdV=diftf(V,xt)*fl1+diff(V,x2)*xf2， 
simple(dV) 
从 而 得 出 TV(z) 王 一 2(Zz1 十 32) < 0U。 故 可 以 得 出 结论 ， 原 系 统 是 渐 近 稳定 的 。 
7. 均衡 实现 与 模型 降 阶 
在 介绍 均衡 实现 之 前 , 先 给 出 一 个 例子 来 演示 均衡 实现 的 必要 性 ， 


例 3-58 先 考虑 下 面 的 系统 状态 方程 模型 17 
加 是 
-相国 -Poem 四 


可 见 ， 互 向 量 中 的 两 个 元 素 与 C 向 量 中 的 相应 元 素 有 极 大 的 差异 ， 若 用 户 选 择 新 的 
状态 变量 21 = 10'zl 与 22 = 10-6zz， 则 可 以 将 原来 的 系统 相似 地 变换 成 


加 _ 四 虽 园 1 上 oO=Ta 图 

其 中 新 的 盏 和 C 〇 向 量 中 的 相应 元 素 则 有 了 可 比 的 尺度 ， 从 而 使 得 系统 的 分 析 与 设计 
更 容易 。 因 为 这 里 引入 的 相似 性 变换 重新 定义 了 系统 的 坐标 尺度 ， 使 得 其 更 “均衡 ”， 
故 这 样 的 变换 称 为 均衡 变换 。 

MATLAB 的 控制 系统 工具 箱 提供 了 balreal()， 可 以 由 已 知 模型 转换 出 均 
衡 实现 模型 。 该 函数 的 调用 格式 为 [cb ,9 ,了 ]=balreal(G) ， 其 中 G 为 原 系 
统 均衡 实现 的 状态 方程 模型 , 而 9g 向 量 为 从 大 到 小 排列 的 Gram 矩阵 元 素 ， 其 大 
小 反映 出 相应 状态 变量 的 重要 程度 。Grain 矩阵 的 详细 定义 在 第 4 音 给 出 。 者 上原 
系统 CG 由 状态 方程 给 出 , 则 全 抢 阵 为 线性 相似 变换 矩阵 。 


3.3 纸 阵 的 基本 变换 与 分 解 


和 


例 3-59 考虑 下 面 的 状态 方程 模型 ， 斌 得 出 其 均衡 实现 模型 。 


一 10 一 4.375  --d.125  --1.5 2 
8 0 0 0 0 
2O=| 。 1 0 | zG+ | wb 
0 0 1 0 0 


y(f) 三 |0.5 0.4375 0.75 0.75| z 人 bb 


求解 从 给 出 的 状态 方程 并 不 能 直接 看 出 哪个 状态 在 整个 系统 中 更 重要 ， 所 以 应 该 给 
出 下 面 语 句 来 获得 系统 的 均衡 实现 模型 
>> A=[-10,-4.375,-3.125,-1.5; 8,0,0,0; 0,2,0,0; 0,0,1,0] ; 
B=[2; 0; 0; 0]; C=[0.5,0.4375,0.75,0.75]; G=ss(A,B,C,0O) 
[Gi,gE,Tj=balreal(G) 


-0.81996 -0.31463 ”0.73015 “0.07656 0.92156 
.| 0.31463 -0.44795 3.7879 ”0.23645 本 _0.16627 攻 
zt 一 | 073015 37879 _7109 13934 _0.42015| “ 

0.07656 “0.23645 -1.3934 -16231 _0.04307 


y(t) = |0.92156 0.16627 -0.42015 -0.04307] z() 


可 见 ， 显 然 新 状态 zl 比 24 更 重要 。 得 出 的 Gram 向 量 9g 和 变换 和 给 阵 家 为 


0.51787 0.46078 (0.51264 ”0.83047 ”0.78661 
_ | 0.030858 | |-0.083135 -0.18125 一 0.040623 0.10147 
-| 0.012415 | “二 | -021007 0.0092529 “0.02343 “0.021731 
0.00057145 0.021535 “0.020906 -0.02947 ”0.021075 


通过 和 均衡 实现 ,可 以 得 出 处 理 后 系统 的 可 控 Gram 和 失 阵 ,根据 该 矩阵 的 值 可 
以 看 出 哪些 状态 重要 ,哪些 是 次 要 的 、 对 全 局 没有 太 大 影响 的 ,找到 这 些 状 态 ， 则 
可 以 将 其 忽略 掉 ， 从 而 得 出 所 需 的 降 阶 模型 。 

利用 矩阵 分 块 方法 ,可 以 重新 写 出 原 系统 模型 的 均衡 实现 表示 


1 加 4 412 十 已 
2 2 22 


已 : 
假设 状态 癌 量 z。 为 快 时 变 的 模 态 ， 则 在 土 很 小 时 就 可 以 近似 地 假设 z。 = 0。 
这 样 可 以 由 式 (3-3-26) 消去 状态 变量 z>， 得 出 的 状态 方程 模型 为 


尼 1 


履 2 











tt、， 1 一 C C2 图 十 忆 L (3-3-26) 
< 


| 2 = (4 一 4p4242)zi+( 硬 :一 4i24 汉 瑟 )u (3-3-27) 


一 (C， -一 C247 421] 小 1 十 ( 忆 -一 CC 4 万， 人 
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控制 系统 工具 箱 中 给 出 了 modred() 函数 来 求 取 降 阶 模型 ， 该 函数 的 调用 格 
式 为 G:=modred(G ,elim) ， 其 中 CG 为 均衡 实现 的 原始 模型 ，elim 为 需要 消去 
的 状态 变量 ，C: 为 降 阶 模型 。 
例 3-60 考虑 例 3-59 中 给 出 的 系统 模型 ， 因 为 直接 得 出 均衡 后 模型 的 Gram 向 量 为 
9 = [0.5179,0.0309,0.0124, 0.0006]。 显 然 ， 第 3, 4 个 状态 变量 对 输入 、 输 出 间 的 关联 
不 是 很 重要 ， 所 以 可 以 考虑 消去 这 两 个 状态 ， 得 出 降 阶 模型 。 调 用 模型 降 阶 函数 ， 则 
>> A=[-10,-4.375,-3.125,-1.5; 8,0,0,0; 0,2,0,0; 0,0,1,0] ; 
B=[2; 0; 0; 0]; C=[0.5,0.4375,0.75,0.75] ; G=ss(A,B,C,O) 
[Gl,g,Tj=balreal(CG); Gr=modred(G1 , [3 ,4] ) ; 


从 而 得 出 降 阶 模型 为 


一 U.141609 一 0.72862 U.87047 


宇 一 | rog6o 0 z 十 Et 4 3 = [0.87647 “0.40486] z + 0.025974v 


3.4 和 十 阵 方 程 的 计算 机 求解 


这 里 所 谓 的 矩阵 方程 既 包 括 线性 矩阵 方程 ,也 包含 矩阵 的 其 他 形式 的 方程 ， 
比如 工 yapunor 方程 、Stein 方程 、Sylvester 方程 和 Riccati 方程 ， 并 介绍 这 些 方 
程 在 控制 系统 研究 中 的 应 用 。 


3.4.1 线性 方程 组 的 计算 机 求解 


考虑 下 面 给 出 的 线性 代数 方程 
4z = 万 (3-4-1) 
其 中 , 4 和 吕 均 为 给 定 矩 阵 
0l1 Qi :an Di 02 bp 
4 
Qnr Qnr 天 br Da2 pnp 
可 以 由 给 定 的 4 和 吾 和 矩阵 构造 出 解 的 判定 矩阵 C 
ao aa on 0 0 
CC 


CQrnl Cnmp2 Qnrin ba Dom2 四 bm 
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和 


这 样 可 以 不 加 证 明 地 给 出 线性 方程 组 有 解 的 判定 定理 3: 
由 当 了 mm 三 mm 且 Trank(4) 三 寻 时 , 式 (3-4-1 有 惟一 解 


mT 一 4- 万 (3-4-4) 


用 MATLAB 语 襄 可 以 立即 得 出 该 方程 的 解 为 =inv(4)* 互 。 但 是 inv() 
吨 数 的 调用 也 有 值得 注意 之 处 。 例 如 , 关 4 和 矩阵 为 接近 奇异 的 抢 阵 ， 则 利用 此 数 
值 玫 数 有 可 能 产生 错误 的 结果 , 故 应 该 采用 符号 运算 的 inv() 函数 。 

行 采 用 符号 运算 工具 箱 ,， 则 可 以 直接 使 用 inv() 函数 , 如 果 能 得 出 方程 的 解 ， 
则 解 是 惟一 的 ， 如果 出 现 错误 信息 ， 则 再 考虑 其 他 的 情形 。 


] 了 了 荆 
2 
2 


例 3-61 求解 线性 代数 方程 组 大 -- 


2 5 
4 3 1 了 2 
1 3 4 3 3|- 
4 1 3 2 2 4 
求解 上 述 方 程 可 以 用 下 面 的 语句 直 接 求 出 ， 并 验证 其 精度 。 


>> A=[1234;432141;1324;4132]; B=[5 1;42: 3 3， 2 4] :; 


， 


X=1inV(AJ) 汪 B ，Torm(A*+X- 忆 ) 
则 可 以 得 出 原 方 程 的 数值 解 为 


一 1 .8 2.400U00U00000001 
1.866666666666667 ”一 1.266666666666667 
.50000660600666668 -3.266666666666668 
一 2.133334333333334 2.733333333333334 


:上 ”一 


将 上 面 的 解 代入 原 方 程 ， 得 出 的 误差 为 7.473&x10-15， 可 以 看 出 误差 是 很 小 的 ， 达 到 
10- 数量级。 事实 上， 如 果 采 用 zi=inv(sym(4))* 玉 符号 运算 语 名 将 得 出 精确 的 解 
-9/5 1275 
28/15 “一 19715 
58/15 “一 497115|， 
-32/15 41715 

go 当 rank(4) = rank(C) =7 < 性 时 , 式 (3-41) 有 无 穷 多 解 ， 可 以 构造 出 
线性 方程 组 的 站 一 7 个 化 零 向 量 z 7 = 1.2.… , 几 一 rr， 原 方程 组 对 应 的 齐 次 方 
程 组 的 解 全 可 以 由 z; 的 线性 组 合 来 表示 ,， 即 


为 Z1 一 由 horm(double(4*zmi- 吾 )) 可 见 误 差 为 0。 


和 一 GD1I 十 Q222 十 :十 Go PP，， (3-4-5) 


其 中 , ai = 1.2……) 贱 一 7 为 任意 常数 。 在 MATLAB 语言 中 可 以 由 null1() 直 
接 求 出 ， 其 调用 格式 为 


A=null(4) 求解 4 矩阵 的 化 零 矩 阵 
和 。=null(4,'r') 求解 4 矩阵 的 化 零 矩 阵 的 规范 形式 


2 第 半 线性 代数 门 题 的 二 用 机 本 朋 
nu11() 函数 也 可 以 用 于 符号 变量 描述 方程 的 解析 解 问题 , 其 中 2 的 列 数 为 怀 一 r， 
而 各 列 构成 的 向 量 又 称 为 矩阵 4 的 基础 解 系 。 
求解 式 (3-4-1) 中 给 出 的 非 齐 次 方程 组 也 是 较 简单 的 ,只 要 能 求 出 该 方程 的 
任意 一 个 特 解 ro， 则 原 非 齐 次 方程 组 的 解 为 z 一 多 十 zo 。 其 实 , 在 MATLAB 
语言 中 求解 该 方程 的 一 个 特 解 并 非 难 事 , 用 zo=pinv(4)* 召 即 可 求 出 。 


123 4 1 
|2211 13 
例 3-62 求解 线性 代数 方程 组 | 1 < | 天 = |， 
442 2 6 
求解 用 下 面 语 自 可 以 输入 信和 吾 甜 阵 ， 并 按 式 (3-4-3) 构造 出 C 瑜 阵 ， 从 而 判定 无 


阵 方 程 的 可 解 性 。 
>> A=[1234;22114; 2468;4422]; B=[1;3;2:6]: 
C=[A B]; [rank(A) ，rank(C)] 
通过 检验 秩 的 方法 得 出 算 阵 4 和 C 的 秩 相 同 , 都 等 于 2， 小 于 给 阵 的 阶 次 4 由 
此 可 以 得 出 结论 ， 原 线性 代数 方程 组 有 无 穷 多 组 解 。 可 以 考虑 利用 符号 运算 工具 箱 求 
解 原 问题 ， 得 出 方程 组 的 解析 解 。 
>> 2Z=nullk4sym(A) ) ，X0=Sym(Pinv(A))*B; Syms al a2; 
X=al*yZt(: ,1)+a2*+Z(:,2)+Xx0 W 或 更 简单 地 ，X1=x0O+Z* [al:;a2] 
则 基础 解 系 给 阵 2 和 特 解 向 量 z0， 从 而 构造 出 通 解 向 量 。 


129 125 125 

131 131 213 

0 1 罗 0 1 936 1 .96 

| 1 0 HI 0 131 | “131 
“=| -6 -7| ”0 二 | 125 二 -6027 二 | 1251= 8 - 10 
4 5 一 0 4 5 -10 四 
_39 _39 39 
_ 一 一 4 4 5aow -一 
131 131 4 502 一 31 


其 中 ai,az 为 任意 常数 。 

G@) 各 Tank(4) < rank(C), 则 式 (3-4 1) 为 矛盾 方程 , 这 时 只 能 利用 Moore- 
Penrose 三 义 揽 求解 出 方程 的 最 小 二 乘 解 为 z=pinv(4)* 吾 ， 该 解 不 满足 原 方 
程 ， 只 能 使 误差 的 范 数 测度 | 4z -- 殖 || 取 最 小 值 。 

例 3-63 如 果 万 矩阵 改 成 瑟 = [1,2,3,.41T， 则 通过 求解 可 见 

>> B=[1:4j"; C=[A B]， [rank(A)，rank(C) ] 
这 样 ，rank(4) = 2 夫 rank(C) = 3， 故 原始 方程 是 矛盾 方程 ， 不 存在 任何 解 。 可 以 使 
用 Pinv() 函数 来 取 Moore-Penrose 广义 送 ， 从 而 求 出 原始 方程 的 最 小 二 乘 解 为 


>> X=DPinV(AJ) 本 B ， 肥 *X-BB 


3.4 托 阵 方程 的 计算 机 求解 二 3 


是 证 本 


方程 的 解 和 误 善 分别 为 
0.5465648855 0.4 


0.4549618321 、 ，|18.8818x10-318 
Z 二 | 0.04427480916 | , 误 老 给 阵 为 0.3 
0.04732824427 1.7764x10 一 与 


显然 ， 该 解 不 满足 原始 代数 方程 组 。 


如 果 线 性 方程 为 
4 一 瑟 (3-4-6) 
则 可 以 对 上 陈 两 高 进行 转 置 处 理 ， 得 出 
4Tz = 盏 T (3-4_7) 


式 中 , z = 2 ， 亦 即 可 以 得 出 形 为 式 (3-4-]) 的 新 线性 方程 , 套用 上 述 的 几 种 情况 
则 可 以 求解 原始 线性 方程 组 。 


3.4.2 Lvyapunorv 方程 的 计算 机 求解 


1. 连续 Lyapunorv 方程 
连续 Lvapunov 方程 可 以 表示 成 


4 和 +TX4T=-C (3-4_8) 


Lyapunorv 方程 来 源 于 微分 方程 稳定 性 理论 ， 其 中 要 求 -C 为 对 称 正 定 的 
?.X 包 矩阵 ,从 而 可 以 证 明 解 蕊 亦 为 内 xx 刀 对 称 矩 阵 。 这 类 方程 直接 求解 是 很 困 
难 的 , 不 过 有 了 MATLAB 这 样 的 计算 机 数学 语言 ,求解 这 样 的 问题 就 轻而易举 
了 。 可 以 由 控制 系统 工具 箱 中 提供 的 1yap() 函数 立即 得 出 方程 的 解 ， 该 函数 的 
调用 格 去 为 和 =1yap(4,C) ， 所 以 若 给 出 Lyapunorv 方程 中 的 4 和 CC, 则 可 以 
立即 获得 相应 Lyapunor 方程 的 数值 解 。 下 面 将 通过 例子 演示 一 般 Lyapunorv 方 
例 3-64 假设 式 (3-4-8) 中 的 4 和 C 纸 阵 分 别 为 


]0 5 4 
4 7 9 


试 求解 相应 的 上 yapunov 方程 ， 并 验证 解 的 精度 。 
求解 输入 了 给 定 的 矩阵 ， 可 以 由 下 面 的 MATLAB 语 忽 求 出 该 方程 的 解 。 
>> A=[123;456;)780]; C=-[10，5，4:， 5，6，7，4， 7 了 7，9j ; 
X=1Lyap(A,C) ，Dmorm(A*X+XyAI+C) 
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可 以 得 出 原 方程 的 数值 解 为 


一 3.94444444444445 3.8888858888885589 0.3888888888885891 
素 一 | 3.88888888888889 ”一 2.77777777777178 0.22222222LL2L2LL 1 
0.388888888888891 “0.222222222222221 一 0U.1 111LT1II TILIL< 


误差 矩阵 的 范 数 为 2.0934x10- 导 。 可 见 ， 得 出 的 方程 解 丰 基本 满足 原 方 程 ， 且 有 较 高 
精度 。 当 然 ， 后 面 还 将 给 出 解析 解 求解 方 法 。 


2. Lyapunoy 方程 的 解析 解 
为 方便 叙述 , 可 以 将 Lyapunor 方程 的 各 个 窍 阵 参数 表示 为 


心 1 心 2 7 王 ] C2 Cr 
沁 7m 十 1 省 mmz 十 2 rn Crm 十 1 Crm 十 2 CC2m 

入 二 | C= 
炎 (r 一 1)m+1 迪 人 (rm+2 nr CO 一)m 二 1 Cr)m+2 ”Cnm 


利用 KKronecker 滋 积 的 表示 方法 , 可 以 将 Lyapunor 方程 与 成 
(4@T+Te4z= -ec (3-4_9) 


可 见 ,， 这 样 的 方程 有 惟一 解 的 条 件 并 不 局 限于 -C 为 对 称 正 定 矩 阵 ， 形 如 式 

(3-4-8) 的 方程 只 要 满足 (4&@T+HTQ@ANA) 为 非 奇 异 的 方 阵 即 可 保证 惟一 解 。 

例 3-65 仍 考虑 例 3-64 中 给 出 的 Lyapunov 方程 ， 试 来 出 其 解析 解 。 

求解 由 下 面 的 语句 可 以 求 出 其 解析 解 ， 将 其 解 代 入 原 方 程 可 以 验证 这 一 点 。 

>> AO=SyYmCKTOD(A ,eye(3))+Kkronkteye(3) ,A) ) ; 
c=Teshapek(C ,9,1); XO=-inV(AO)*+*Cc;i X=Teshape(x0,3,3)， 

-71/18 35/9 7/18 
35/9 -25/9 2/9 
7/18 ”2/9 -1/9 

例 3-66 传统 Lyapunov 方程 的 条 件 LC 为 实 对 称 正 定 纸 阵 ) 能 否 突破 ? 

求解 受 微分 方程 稳定 性 影响 ， 以 前 的 传统 观念 似乎 Lyapunov 类 方程 有 惟一 解 的 充 

分 必要 条 件 是 --C 答 阵 为 实 对 称 正 定 矩 阵 。 事 实 上 ， 式 (3-4-12) 中 给 出 的 线性 矩阵 方 

程 在 不 满足 该 条 件 的 情况 下 仍 有 惟一 解 。 例 如 ， 例 3-64 中 给 出 的 4 和 天 阵 不 变 ， 将 C 

矩阵 改 为 复数 非 对 称 矩 阵 


可 以 得 出 方程 的 解析 解 为 2 = 


心 








C= 一 |2+5 6 11+6j 


5+2j 11 十 j 2 十 12j 





1 十 1j 3 二 3j 9 


用 上 述 方法 可 以 输入 和 和 QC 和 和 阵 ， 可 以 立即 解 出 满足 该 方程 的 复数 解 为 


3.4 矩 阵 方 程 的 计算机 求解 < 


本 


>> A=[l1 2 3;456; 了 8 0]; 
C=- [1+11，3+31，12+101; 2+51，6，11+61; 5+21，11+11，2+12I] ; 
AO=SyYm(kKron(A,eye(3) )+KITOon(eye(3) ,A)) 
c=reshape(C: ,9,1); x0=-inv(AO)*C;i X=Treshape(x0 ,3,3)， 
可 以 得 出 方程 的 解析 解 为 


-5/102 十 1457/918j 15/17 -371/459j ”一 61/306 十 166/1459j 
zx 一 | 4/17 -626/459j -10/51 上 + 160/459j 115/1153 十 607/1459j 
-55/306 + 166/459j 一 26/153 -. 209/459j “203/1153 十 719/918j 


经 验证 ， 得 出 的 解 确 实 满足 原始 的 Lyapunov 方程 。 故 可 以 得 出 结论 ， 如 果 不 考 
虑 Lyapunov 方程 稳定 性 的 物理 意义 和 Lyapulov 函数 为 能 量 的 物理 原型 ， 完 全 可 以 
将 Lyapunorv 方程 进一步 扩展 成 能 处 理 任 意 C 甜 阵 的 情形 。 


3.4.3 Stein 方程 的 求解 
Stein 方程 的 一 般 形 式 为 
4X_X+O=0 (3-4_10) 


这 里 ,， 所 有 的 和 窍 阵 均 应 该 是 刀 x 允 方 阵 。 类 似 于 前 面 的 介绍 , 令 厌 矩阵 的 向 量 展 
开 为 了, @ 定 阵 的 同 量 展 开 为 g, 则 Stein 方程 可 以 由 下 面 的 线性 方程 直接 解 出 。 


《本 一 互 ` CC 4jz 一 (3-4-11) 


例 3-67 试 求解 Stein 方程 。 














求解 由 下 面 的 语句 可 以 直接 求解 该 方程 
>> A=[-2,2,1; -1,0,-1; 1,-1,2]; B=[-2,-t,2; 1,3,0; 3,-2 2]: 
Q=[0,-1,0j -1,1,0; 1,-~1,-1]; x=inv(eye(9)-kron(B，,A))*Q(C:) 
X=TeSshape(x,3,3) ，DmnorR( 有 水 水 也 -X+) 
区 芝 0.0081889 ”一 0.16998 
可 以 得 出 方程 的 解 为 忆 = |-0.02771 0.0094891 -0.18375 | 。 代 回 原 方程 可 得 误 
0.21942 0.28077 -0.045524 
差 和 矩阵 范 数 为 6.9774xi10-16。 
作为 Stein 方程 的 一 个 特例 ,控制 系统 中 采用 的 离散 Lvapunorv 方程 的 一 般 
表示 形 却 为 





4X4 -XXX+Q=0 (3-4-12) 


和 晶 血 时 
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间 间 二 


人 在 Stein 方程 中 令 已 = 4 就 可 以 得 出 离散 Lyapunorv 方程 。 该 方程 可 以 
由 MATLAB 控制 系统 工具 箱 的 dlyap() 函数 直接 求解 。 该 函数 的 调用 格式 
为 下 =dqlyap(4,QG)， 其 实 , 如 果 4 和 矩阵 是 非 奇 异 和 矩阵 ， 则 等 式 两 凋 同时 右 乘 
(4 ) 一 ,了 束 可 以 将 其 变换 成 连续 的 Sylvester 方程 ,可 以 用 第 3.4.4 节 给 出 的 算法 
求解 其 解析 解 。 


例 3-68 求解 下 面 的 离散 Lyapunov 方程 
8 1 6 8 1 6 l16 4 1 
3 5 7| 和 3 5 7| -XXX+|l9 3 1=0 
4 9 2 4 9 2 4 2 1 
求解 该 方程 可 以 直接 用 dalyap() 方程 求解 出 来 
>> A=[8,1,6; 3,5,7; 4,9,2]; = [16,4,1; 9,3,1; 4,2 .1]， 
X=dlyap(A,QR) ，Dorm( 及 本 X 本 :一 X+ 昌 ) /4 精度 验证 
方程 的 解 如 下 ， 且 方程 解 的 误差 为 2.7778x10-15。 
-0.164744254744667 “0.0691496225433971 TI 








0.0o28428990760884 ”一 0.0297849627662817 ”一 0.00615417767725561 
一 0.1019783641208 0.0449589914281342 ”一 0.0305406582654483 


用 一 





3.4.4 _ Sylvester 方程 的 计算 机 求解 
3Sylvester 方程 的 一 般 形 式 为 
4 大 十 大刀 二 _C (3-4_13) 


其 中 , 4 为 x 寻 矩阵 , 吾 为 mm xm 和 矩阵 ,CC 和 瑟 均 为 见 xmm 和 矩阵 。 该 方程 
义 称 为 厂 义 的 Lyapunoy 方程 , 式 中 4 为 寻 x7m 竹 阵 , 瑟 为 mm xm 和气 阵 。 仍 可 
以 利用 MATLAB 控制 系统 工具 箱 中 的 1yap() 函数 直接 求解 该 方程 。 该 函数 的 
一 自 调 用 格式 为 ” 羽 =1yap(4， 妃 ，C)， 该 函数 采用 的 是 Schur 分 解 的 数值 解 
法 求解 方程 。 如 果 想 得 到 解析 解 ， 类 似 于 前 述 的 一 般 Lyapunor 方程 ,可 以 采用 
Kronecker 乘积 的 形式 将 原始 方程 进行 如 下 变换 : 


04@ 亚 十 五 双 万 )z=ec (3-4-14) 


如 果 (4@ 天 十 五 @ 吾 IT) 矩阵 为 非 奇异 矩阵 ， 则 Sylvester 方程 有 惟一 解 。 
综合 上 述 的 算法 ， 可 以 编写 出 Sylvester 型 方程 的 解析 解 求解 程序 ]yap.m， 
将 其 置 于 @sym 目录 下 ， 以 后 再 求解 时 只 需 将 4, 妃 ，C 和 抢 阵 之 一 设置 成 符号 恋 
量 , 就 可 以 直接 调用 该 函数 了 。 这 样 改 写 的 函数 清单 为 
function X=IYyYap(CA,B,C) 注意 应 该 置 于 @SYn 目录 下 
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量 是 


If narglin==2，LC=B; B=A "ii enq 
[n,mj=size(C); AO=KronkA,eye(m) )+Kkron(eye(n) ,B7) ; 


七 工 y 
C1=C); XO=-inV(AO)*C1(:) ; X=TeshapekCx0 ,m,Dn) ，; 
catch，error(:singular matrix found.:)，end 


重新 考虑 Stein 方程 ,如 果 方 程 右 飞 召 -. 则 方程 可 以 变换 为 
4 瑟 十 天 (一 已 )- = -QQ(CB) 一 (3-4-15 ) 
故 可 以 将 该 方程 变换 成 Sylvester 方程 ,由 前 面 介 绍 的 方法 直接 求解 。 类 似 地 ， 考 
感 式 (3-4-12) 中 给 出 的 离散 Lyapunorv 方程 , 两 端 同时 右 乘 (4T)-1, 则 原来 的 离 
撩 Lyapunorv 方程 可 以 变换 成 
入 十 瑟 [ 一 (4 ) = -QQL4 ) 一 (3-4-16) 
放 令 已 = -(4) CC = QL4D-， 则 可 以 将 其 变换 成 式 (3-4-13) 所 示 的 
Sylvester 方程 ， 故 也 可 以 通过 新 的 1yap() 函数 求解 该 方程 。 该 函数 的 具体 调用 
格 去 为 
入 =JIyYap(symn(4) ,C) % 连续 Lyapunory 方程 
入 =1yapk(sym(4) ,-inv( 召 ) ,@*xinv( 互 )) y Stein 方程 
入 =1yap(sym(4),-inv(4:),QOxrinv(4')) YY 离散 Lyapunorv 方程 
天 =1yap(symn(4) ,万 ,C) y Sylvester 方程 


8 1 6 Il6 4 1 1 2 3 
例 3-69 求解 Sylvester 方程 |3 5 7| 和 +X|9 3 1 = 14 5 6|。 
4 9 2 4 2 1 7 8 0 








求解 调用 1yap() 函数 可 以 立即 得 出 原 方程 的 数值 解 为 
>> A=[8,1,6; 3,5,7; 4,9,2]; B=[16,4,1; 9,3,1; 4,2,1]; 
C=-[t,2,3; 4,5,6; 7,8,0]; X=1Lyap(A,B,C) ，norm(A*xX+X*+B+C) 
可 以 得 出 方程 的 解 为 
| 0.074871873700251 ”0.089913.433762636 | 
天 一 |0.00807164473631289 0.481441768049986 -0.216033912855526 
0.0195770826298445 “0.18264382872543 1.15792143917653 
其 误差 为 4.5315x10-…。 经 检验 可 见 该 解 精度 较 高 。 如 果 想 获得 原 方 程 的 解析 解 ， 则 
可 以 使 用 下 面 的 语 自 ， 并 可 验证 得 出 的 解 确实 满足 原始 方程 。 
>> X=1yap(sym(A) ,B,C) 
方程 的 解析 解 为 
1349214/18020305 “648107/17208122 | 


290907/36040610 ”3470291/7208122 “3892997/18020305 
70557/3604061 。 1316519/7208122 。 8346439/17208122 


是 一 
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例 3-70 重新 考虑 例 3-67 和 例 3-68 中 给 出 的 Stein 方程 和 离散 yapunoyv 方程 ， 试 求 

取 其 解析 解 。 

求解 这 两 个 方程 可 以 通过 下 面 的 语句 求解 出 解析 解 。 

>> A=[L-2,2,1; -1,0,-1;， 1,-1,2}]，B=[-2,-1,2:， 1,3,0;， 3,-2,2] ， 

Q=[0,-1,0; -1,1,0; 1,-1,-1]XL=lyap(sym(A) ,-inv(B) ,Q*inv(B) ) 
A=[8,1,6; 3,5,7; 4,9,2j; Q=[16,4,1; 9,3,1; 4,2,1]; 
X2=1yap(sym(A) ,-inv(AI) ,Qrinv(A:)) ，Dnorm(doub1le(A*xXx*#+A -X+Q) ) 

方程 的 解 为 


--2613/94298 ”2237/235745 “一 43319/235745 


4147/47149 ”3861/471490 “一 40071/235745 
大; 一 
20691/94298 ”66191/235745 “一 10732/235745 


汉王 | 36746487/695391200 “”--20712201/695391200 -4279561/695391200 


-70914857/695391200 ”31264087/695391200 -4247541/139078240 
例 3-71 求解 下 面 的 Sylvester 方程 。 


8 1 0 3 1 2 
5 了 | ] -| | 
4 9 2? 5 6 
求解 Sylvester 方程 能 解决 的 问题 中 并 未 要 求 C 答 阵 为 方 阵 ， 利 用 上 面 的 语句 仍然 能 
求 出 此 方程 的 解析 解 ， 这 里 还 可 以 尝试 上 面 编 写 的 Lyapunov 方程 解析 解 求 解 的 新 函 
数 1yap()， 可 以 直接 求解 上 述 的 方程 。 
>> A=[8,1,6; 3,5,7; 4,9,2]; B=[2,3; 4,5];，C=-[1,2; 3,4; 5,6]， 
X=Jyap(Sym(A) ,B,C) 
--2853/14186 | 





一 22912341/139078240 ”48086039/695391200 ET 





得 出 方程 的 解 为 蕊 = | -557/14186 ”一 8817/156744 


9119/14186 50879/156744 





3.4.5 Riccati 方程 的 计算 机 求解 
Riccati 方程 是 一 类 很 著名 的 二 次 型 矩阵 方程 式 ， 其 一 般 形 式 为 
4T 瑟 十 X4 -XXXTC-0 (3-4_17) 


由 于 含有 未 知 矩 阵 下 的 二 次 项 , 所 以 Riccati 方程 的 求解 要 比 Lyapunov 方 
柱 是 难 。 当 前 不 存在 一 般 Riccati 代数 方程 的 解析 解 方法 ， 只 有 各 种 数值 方法 ， 
如 基于 Schur 变换 的 算法 4 和 基于 和 气 阵 广义 特征 值 的 算法 [204。MATLAB 的 控 


3.4 甜 阵 方程 的 计算 机 求解 


再 和 


制 系统 工具 箱 基 于 后 者 提供 了 现成 函数 are()， 可 以 直接 求解 式 (3-4-17) 中 给 
出 的 方程 ， 瑟 =are(4, 吾 ,C) 。 值 得 指出 的 是 ,线性 系统 最 优 二 次 型 控制 中 的 
Riccati 方程 实际 上 土 是 这 里 能 求解 的 Riccati 方程 的 一 个 特例 ,因为 are() 郴 数 还 
能 求解 妃 和 C 窍 阵 不 对 称 ， 甚 至 是 复数 矩阵 的 Riccati 方程 。 控 制 系统 工具 箱 中 
care() 函数 甚至 可 以 求解 更 难 求解 的 Riccati 方程 2 


4 且 瑟 十 五 "大 4 十 ( 酝 三 盏 +9) 甩 一 (IX 瑟 TS )+TQ=0 (3-418) 


这 时 ， 函 数 求解 语句 为 [ 瑟 , 厂 ,G]=care(4 ,已 ,Q ,到 ,9 , 玉 ) 。 
例 3-72 考虑 式 (3-4-17) 中 给 出 的 Riccati 方程 ， 其 中 


-2 1 -3 2 2 一 ? 5 -4 4 
4=-|-1 0 -2| .5B=|-15 -2|, Cl1 0 14 
0 -1 -2 -1 1 2 1 -1 5 














斌 求 出 该 方程 的 数值 解 ， 并 验证 解 的 正确 性 。 
求解 可 以 用 下 面 的 语 旬 直接 求解 该 方程 。 
>> A=[-2,1,-3; -1,0,-2; 0,-1,-2]; B=[2,2,-2; -1 5 -2; -1 1 2]， 
C=[5 -44; 104; 1 -1 5]; X=are(A,B,C)，Dnorm( 和 及 ， 水 其 十 X 本 太一 又 水 中 类 X+C]) 
方程 的 解 如 下 ， 解 的 误差 为 1.8605x107-14。 


0.9873949085 -0.7083276969 rd 


入 一 | 0.5774056496 -0.1307923365 ”0.5775477684 


一 0.2840450002 ”一 0.07303697833 0.6924114883 





3.4.6 ”和 老 阵 方程 求解 在 控制 中 的 应 用 


矩阵 方程 求解 在 控制 中 有 广泛 的 应 用 , 例如 ,基于 Lyapunor 方程 的 求解 可 
以 得 出 控制 系统 的 可 控 性 、 可 观测 性 Granl 和 矩阵， 对 系统 的 性 质 有 更 进一步 的 理 
解 ; 系统 范 数 的 计算 可 以 为 求解 鲁 棒 控 制 问题 商定 基础 ; 采用 Riccati 方程 可 以 得 
出 满足 线性 二 次 型 指标 的 最 优 调 节 器 。 此 外 ,线性 系统 辨识 问题 可 以 利用 线性 超 
定 方程 的 最 小 二 溢 法 求解 ,这 部 分 内 容 将 在 第 6 章 中 另行 介绍 。 

1. 控制 系统 的 可 控 与 可 观测 Gram 和 矩阵 

系统 (4, 吕 ,C, 万 ) 的 可 控 性 和 可 观测 性 Gram 矩阵 分 别 定义 如 下 


了 -| e4: 刀 召 Te4 :dt， 工 . = | e4 5CTCe4tdt (3-4-19) 
0 0 
系统 的 Gram 矩阵 实际 上 就 是 下 面 Lyapunaor 方程 的 解 ,所 以 由 1yap() 直接 计 
算出 这 两 个 Gram 矩阵 


47. + 工 4 = -万 刀 ，4L75.+74= -CTC (3-4-20) 


3 第 3 章 线性 代数 问题 的 计 芷 机 求解 
由 gram() 函数 也 可 以 计算 Gram 窍 阵 : gram(CG，:c:)，gram(CG，o:) 。 
2. 控制 系统 的 最 小 实现 
对 传递 本 数 模 型 来 说 ， 如 果 其 相同 位 置 的 零 极 点 完全 对 消 ， 则 称 为 最 小 实现 
模型 。 最 小 实现 的 状态 空间 模型 则 是 系统 的 既 可 控 又 可 观测 的 子 空间 模型 。 
求 取 系统 的 最 小 实现 可 以 按照 以 下 的 3 个 步骤 。 
Gd 求 出 可 以 将 状态 变量 分 解 成 可 控 、 不 可 控 子 空间 的 相似 性 变换 矩阵 下 -1: 





_T-i4T -| 4 0 -人 -1 万 = | > 一 CT =|CC 
人. 一 了 Ar 全 2 已 .= 已 和 (ce 人 一 C | E -| 
(3-4-21) 
@ 求 出 可 以 将 可 控 子 空间 (4。, 吾 .,C。) 分 解 成 可 观测 子 空间 和 不 可 观测 子 
宝 间 的 相似 性 变换 托 阵 到 


4.= 人 -14. 瑟 = 四 人 ) 。= 代 -1.= 由 





_ 下 _ 
然后 构造 一 个 矩阵 元 -上 = | Tt 





T-1 | 
轩 构造 出 相似 性 变换 矩阵 三 -1 = 到 -IT 这 样 得 出 的 系统 (4 。 户 。G 
即 为 原 系统 的 最 小 实现 形式 。 在 这 样 的 相似 变换 矩阵 伙 下 , 整个 系统 的 规 


范 形式 可 以 写成 
本 0 | | 0 
之 一 用 4 4.12 之 十 已 L，2 三 【和 0 Co。 之 十 网 亿 
21 下 。 户 
(3-4-23) 
例 3-73 求 出 下 面 状 态 方程 模型 的 最 小 实现 。 
-DO8 0 0 d 
|-47 0 0 一 
zz=|000 dz+|l，lu2y=pP-2 一 22z> 
U0 0 --2 6 ] 


求解 可 以 由 下 面 的 MATLAB 语 折 实现 上 面 3 个 步骤 ， 得 出 系统 的 最 小 实现 模型 
>> A=[-5,8,0,0; -4,7,0,0; 0,0,0,4; 0,0,-2,6] 
B=[L4;-2;2;1] ;， C=[2,-2,-2,2] ; D=0， [LAc,Bc,Cc,Tc]j=ctrbf(A,B,C) ， 
Acl=Ac(2:4,2:4); Bct=Bc(2:4); Ccl=Cc(2:4)， 
[Ao ,Bo,Co,To]j=obsvf (Ac1 ,Bcl,Cc1) ， Ar=Ao(2:3,2:3); Br=Bo(2:3) ， 
Cr=Cok(2:3)) GTr=sSs(Ar,Br,Cr,D)，Grl=zpk(Gr) 
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本 


这 样 可 以 得 出 最 小 实现 及 其 塞 极点 模型 为 


，_ [1.7273 0.86244 | ，，[3.4112] ， 
一 |0.86244 一 0.72727 -3.371| ”Gu = 0 


y = [0, 一 2.9665]z (s 一 2)(s 十] 


3. 线性 系统 的 范 数 求解 
我 们 知道 ， 窍 阵 范 数 可 以 用 一 个 值 来 描述 -一 个 和 阵 的 “大 小 ”。 线 性 系统 也 有 
目 己 的 范 数 ， 系 统 的 范 数 是 系统 的 一 种 测度 : 


GO ta 范 数 的 定义 为 


| 
eol = |/ 古 | GGa)Pdu (3-4.24) 
本 .--jce 


ja 范 数 实际 上 是 当 输 入 信和 号 为 脉冲 时 , 输出 信号 的 平方 积分 的 平方 根 , 对 
随机 信和 号 来 说 ,1 范 数 是 在 白 噪 声 信和 号 激励 下 输出 信和 号 的 均 方 根 。 

定义 窍 阵 世 为 系统 的 可 控 Gram 和 窍 阵 ,系统 的 好 。 范 数 可 以 由 下 式 直接 
求 出 |Gl。 = tr(CZC )。 采 用 底层 MATLAB 语句 , 则 由 下 面 语句 求解 
了 =EgEramC,:c)); 9=trace(C+ 了 L* 人 CC ) 。 


Ql 1 范 数 的 定义 为 


(0 
1G(s 川 ~ = 0 (tt)12 


at 和 3) 分 别 为 系统 的 输入 和 输出 信号 ， 若 系统 稳定 ， 则 系统 的 
放 < 范 数 可 以 由 下 式 求 出 





(3-4-25) 


ICGGs)~ = suP Gow) (3-4-26) 


从 却 子 中 可 以 看 出 , 他。 范 数 实 际 上 是 频 域 响 应 幅 值 的 峰值 。 系 统 的 万 _ 
范 数 没有 直接 的 解析 方法 ， 只 能 通过 数值 方法 求解 。 对 给 定 一 个 正 数 
7 > 0， 当 且 仅 当 Hamilton 矩阵 


Fr | 4+ 瑟 RDIC 一 忆 忆 -BIT 3 1 or 
”CTT+DRR-IDTIC -(4+ 盏 及 -IDITC)T 2 
没有 纯 虚 数 的 特征 值 ,， 不 等 式 | Gll。 < 7 成 立 , 其 中 愉 = 2T-- DTD > 
0。 我 们 可 以 使 用 数值 最 优化 算法 来 求解 Y 参数 最 大 值 ， 比 如 简单 的 二 分 


是 有 有 让 时 昌 中 市 音 曲 站 


利用 MATLAB 语言 的 控制 系统 工具 箱 的 norm() 函数 ， 可 以 更 容易 地 求 出 
系统 G 的 1。 和 和 开 范 数 : norm(CG) ，norm(G inf:) 。 

4. 线性 二 次 型 最 优 控制 器 与 调和 器 妈 寺 

假设 线性 系统 的 状态 方程 模型 为 


(= 4z(b) 十 瑟 人 


(3-4-28) 
zt 三 CD 二 Du 人 bt 


可 以 引入 最 优 控制 的 性 能 指标 ， 即 设计 一 个 输入 量 忌 ( 妇 ， 使 得 


J= 2T(Lt) Sa 人 十 5 | TD)Qtoztb 十 we 人 Bu 人 b|dt (3-4-29) 
为 最 小 , 其 中 仿 和 玉 分 别 为 对 状态 变量 和 输入 变量 的 加 权 和 拖 阵 , 雪 为 控制 作用 的 
余 止 时 间 。 和 窍 阵 9 对 控制 系统 的 终 值 也 给 出 某 种 约束 ,这 样 的 控制 问题 称 为 线性 
二 次 型 (linear quadratic，LQ) 最 优 控制 问题 。 

由 线性 二 次 型 最 优 控制 理论 34 可知， 若 想 最 小 化 J， 则 控制 信号 应 该 为 


(人 t 一 一 严 一 瑟 (zz 人 (3-4-30) 
其 中 , 成 区 为 对 称 矩 阵 ， 该 矩阵 满足 下 面 著名 的 Riccati 微分 方程 
PI=-4IPH-PO4+PODBR-IBIPD-Q (3-4-31) 


尸 () 矩阵 的 终 值 为 P(t) = S。 可 见 ， 最 优 控 制 信号 将 取决 于 状态 变量 zt 与 
Riccati 微分 方程 的 解 成 ( 昌 。 

可 以 看 出 ，Riccati 微分 方程 求解 是 很 困难 的 ,而 基于 该 方程 解 的 控制 器 的 实 
现 融 更 困难 ,所 以 这 里 只 考虑 稳 态 问题 这 样 的 简单 情况 。 在 稳 态 的 情况 下 ,终止 
时 间 假 定 为 去 一 co,， 这 样 会 使 得 系统 的 状态 渐 近 地 趋 于 0。Riccati 微分 方程 的 
解 矩 阵 尸 (区 将 趋 于 常数 和 矩阵， 使 得 互 = 0。 在 这 种 情况 下 ，Riccati 微分 方程 
将 简化 成 

4+P4-PPBR-IBIP+Q=0 (3-4-32) 

该 方程 经 常 称 作 Riccati 代数 方程 ， 相 应 的 控制 问题 称 为 线性 二 次 型 最 优 调 
节 问 题 (LQ regulators, LQRJ)。 假设 妇 (= -天 zz 其 中 政 二 玉 -LBTP, 则 
可 以 得 出 在 状态 反馈 下 的 闭环 系统 的 状态 方程 为 (4 - 互 瓦 , 瑟 ,C -万 于 ,万 )。 

Riccati 代数 方程 的 求解 可 以 由 下 面 的 语句 直接 求 取 

太 =are(4, 玉 *inv( 玉 )* 已 : ,@);i 下 =inv( 尼 )+* 甩 + 万 

状态 反馈 窃 阵 所 和 代数 Riccati 方程 的 解 失 阵 书 也 可 以 由 控制 系统 工具 箱 

的 1qr() 函数 直接 求 出 : [天 , 尸 ] =]qdr( 4 ,已 ,@, 忆 ) 。 
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和 恒 本 和 


例 3-74 假设 连续 系统 的 状态 方程 模型 参数 为 


2 4 1 2z 1 2 
上] -2 -4 0 1 U 
4=- 1 4 JU 2 = 0 
2 -2 2 9 3 0 0 
1 4 6 2 | U 0 


选择 加 权 矩 阵 @Q = diag(1000,0, 1000, 500,500), 尼 = 五, 则 可 以 通过 下 面 的 语句 直接 
设计 出 系统 的 状态 反馈 答 阵 和 Riccati 方程 的 解 为 
>> A=[2,0,4,1,2; 1,-2,-4,0,1; 1,4,3,0,2; 2,-2,2,3,3; 1,4,6,2 ,1]; 
B=[1,2; 0,1; 0,0; 0,0; 0,0]; AAA 状态 方程 
Q=diag([1000 0 1000 500 5001); R=eye(2); 人 加 权 短 阵 输 入 
[K,P]=lqr(A,B,Q,R) 状态 反馈 短 阵 和 Riccati 方程 的 解 


这 样 可 以 直接 得 出 状态 反馈 给 阵 丽 与 Riccati 方程 的 解 矩 阵 为 


21.978 “24.09 21.978 --19.867 -17.195 15.978 -7.1739 
-19.867 27.463 -319.867 67.198 117.33 43.975 81.874 
开 = | -17.195 82.937| ， 王 = | -17.195 117.33 503.52 345.84 237.17 
15.978 “75.931 15.978 。 43.975 345.84 661.53 379.92 
一 7.1739 67.526 -7.1739 81.874 237.17 379.92 “374 


在 该 状态 反馈 下 ， 可 以 由 eig(A- 万 +* 开 ) 语 白 直接 得 出 闭环 系统 的 极点 为 
一 10.90U10U， 一 5.9113， 一 2.1770U, 一 5.8155 士 1j0.2961。 
5. 离散 系统 的 二 次 型 最 优 控制 
对 离散 系统 来 说 ， 二 次 型 性 能 指标 可 以 写成 
1 一 
J= 本 》 7(DQzl) 二 UTCb) Ra 人 (有 (3-4_33) 


此 一 癌 
其 相应 的 动态 Riccati 方程 为 122 
SUKE) = FT 1S( 直 -SC+TDGR-IGTS(ET 1 下 +Q (3-434) 
其 中 SN) =Q@，N 为 终止 时 刻 , 且 (五 , G) 为 离散 状态 方程 矩阵 。 对 二 次 型 最 优 
调 玉 问题 来 说 ，93 为 常数 窍 阵 ,， 这样 离 散 Riccati 代数 方程 为 
S -FT 5 SGR-: GTS| 严 十 @ (3-4_35) 
这 时 控制 律 为 和 
玉 - 五 二 GTSG| 局 TSF (3-4_36) 


离散 系统 的 代数 Riccati 方程 可 以 由 dare() 函数 求解 ， 控 制 律 羽 可 以 由 
dqlqr() 因 数 求解 ,其 调用 格式 为 [ 玉 ,S]=dlqr( 王 ,G,Q , 民 ) 。 
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昌 和 志 和 血 和 衣 过 和 本 有 本 和 学 音 本 上 学 学 是 和 昌 必 部 部 昌 和 是 学 


3.5 “” 非 线 性 运算 与 定 阵 末 数 求 值 


3.5.1 面向 矩阵 元 素 的 非 线性 运算 


MATLAB 提供 了 大 量 函 数 ， 允 许 用 户 对 矩阵 进行 处 理 ,， 前 面 介 绍 的 主要 是 
矩阵 的 线性 变换 ,本 节 将 介绍 如 何 对 和 拖 阵 进行 非 线 性 运算 。 

事实 上 ，MATLAB 提供 了 两 类 函 数 ， 其 中 一 类 是 对 矩阵 的 各 个 元 素 进 行 单 
独 运算 的 ， 而 另 一 类 是 对 整个 矩阵 进行 运算 的 。 表 3-1 中 列 出 各 种 对 和 抢 阵 的 各 个 
元 紊 单独 进行 非 线性 运算 的 函数 ,它们 的 调用 方法 是 很 显然 的 ， 其 标准 调用 格式 
为 “ 吾 = 函 数 名 (4) ， 例 如 玉 =sin( 4)。 


表 3-1 面 问 矩阵 元 素 的 非 线性 函数 表 


困 数 名 意 义 益 数 名 意义 

求 模 (绝对 值 ) 函数 肥 正 驴 、 人 余弦、 正切 函数 
求 平 方 根 函 数 自然 和 常用 对 数 

指数 函数 求实 虚 部 及 共 斩 复 数 
sin(),cos() ,tan() | 正弦 、 余 弦 、 正 切 函数 取 整 数 函 数 









abst 1) asjin()，acosf() ，atanf) 








sqrt() log() ，1og10() 









exp() real()，jimag()，conj() 


round() ,floor() ,ceil() 





3.5.2 ”一 般 矩 阵 函 数 求 值 


面 癌 矩阵 的 非 线性 运算 有 着 广泛 的 应 用 前 景 ， 例 如 求 取 某 个 失 阵 的 指数 可 以 
下 接应 用 于 将 连续 状态 方程 模型 变换 成 离散 状态 方程 模型 的 转换 过 程 。 本 节 将 介 
绍 碟 阵 指 数 函 数 的 运算 方法 ， 并 以 此 为 基础 介绍 矩阵 三 角 函 数 求解 的 方法 。 本 节 
还 将 给 出 通过 Jordqan 变换 求解 一 般 抑 阵 函数 的 算法 及 其 MATLAB 实现 。 

1. 算 阵 指数 的 运算 

除了 对 竹 阵 的 单个 元 素 进 行 单独 计算 以 外 ,一般 还 常常 要 求 对 整个 矩阵 做 这 
伴 的 非 线 性 运算 。 例 如 ,， 想 求 出 一 个 矩阵 的 e 指数 ， 就 需要 用 特殊 的 算法 来 完成 。 
文献 [23] 中 叙述 了 求解 矩阵 指数 的 19 种 不 同方 法 ,每 一 种 方法 都 有 自己 的 特点 
及 运用 范围 。 在 MATLAB 中 提供 的 求 取 和 矩阵 指数 的 函数 expm()， 其 调用 格式 
为 百 =expm(4) ， 该 函数 采用 Padg 近似 技术 来 求 取 矩阵 的 指数 。 该 图 数 还 可 以 
直接 用 于 符号 矩阵 的 求解 。 


-2 1 00 
0 -2 1 
例 3-75 考虑 下 面 给 出 的 短 阵 4== |0 0 -2 ， 试 来 出 该 禾 阵 的 指数 


和 对 数 ,， 即 e4 和 ln 4。 0 一 5 


3.5 . 非 线 性 运 工 与 下 阵 函数 求 值 1 3 
求解 如 果 对 此 和 绪 阵 进行 指数 运算 和 对 数 运算 ， 则 可 以 获得 以 下 的 结果 : 
>> Z=zeros(3,2); A=[[-2 10; 0 -2141;00-2],z; zZ),[-5 1:， 0 -5]]， 
expm(A) 4 数值 解 求 解 


可 以 得 出 指数 甜 阵 为 
0.13533528 0.13533528 “0.067667642 0 0 
0 0.13533528 ”0.13533528 0 0 
e4 = 0 0 0.13533528 0 0 
0 0 0 0.006737947 “0.006737947 
0 0 0 0 0.006737947 


原始 问题 还 可 以 调用 解析 解 函 数 expm()， 直 接 求解 e4t。 注 意 ， 这 里 包含 了 变量 
tf， 所 以 这 是 数值 葛 法 无 法 解 出 的 。 
>> SYmSs 七 ; expm(A*+t) 


ee ter2t/2 0 0 
0 er te 一 2 0 0 
这 样 可 以 得 出 状态 转移 甜 阵 为 e4t = | 0 0 6 一 2 0 0 |。 
0 0 0 ef te- 
0 0 0 0 et 
-3 -1 一 1] 
例 3-76 已 知 天 阵 4|0 -3 -1|， 斌 求 出 e4t。 
1 2 0 








求解 如 果 Jordan 标准 型 不 那么 明显 ， 则 不 能 采用 直接 写 出 的 方法 求解 e4!， 而 应 该 
采用 广义 特征 向 量 矩阵 的 方式 进行 变换 。 现 在 考虑 

>> Syms ;) A=[-3,-1,-1; 0,-3,-1;，， 1,2,0] ; SimpJle(eXxpm(A*t) ) 
这 样 可 以 得 出 该 给 阵 的 状态 转移 算 阵 


-ee (一 1 十 如 一 te 一 一 te 一 2 
e 人 一 | -ber2/2 -et(-2 二 2 二 12)/2 -te-2t(2 十 人 /2 
te 一 和 (2 十 如 /2 te 2t(t 十 4)72 et(2 十 达 十 4672 


下 面 演示 基于 Jordan 矩阵 变换 的 e4: 矩阵 处 理 方 法 。 
>> [LV,Jj=jordan(A) 4% Jordan 敌阵 变换 
则 可 以 得 出 Y 和 了 敌阵 ,并 根据 .JJ 写 出 e”! 


-2 1 0 e te 好 et/2 
0 -2 11|1，e“=| 0 e 一 2 te 一 刀 


0 0 =-2 0 0 e 于 








这 样 ， 原 给 阵 的 指数 答 阵 可 以 由 指令 inv(V)*evt*TWY 求 出 ， 其 结果 与 直接 求解 
的 结果 是 完全 一 致 的 。 
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其 实 , 用 这 样 的 方法 求解 矩阵 指数 不 是 此 例子 的 目的 ,因为 用 符号 运算 工具 
箱 中 的 expm() 函数 可 以 立即 得 出 所 需 的 结果 。 后 面 将 通过 例子 演示 其 他 函数 ,如 
正弦 等 函数 如 何 用 Jordan 矩阵 的 方法 求解 。 

2. 窍 阵 的 三 角 函 数 的 数值 运算 

MATELAB 下 没有 对 和 抢 阵 进行 三 角 函 数 运算 的 现成 函数 ， 求 解 其 数值 解 
可 以 通过 funm() 函数 。 该 函数 的 目的 是 求 出 矩阵 的 任意 函数 ， 其 调用 方法 
为 4i=funm(4 ,函数 名 :) ， 其 中 ,函数 名 应 该 由 单 引 号 括 起 来 。 例 如 ， 若 想 求 
出 下 阵 4 的 正弦 矩阵 ,， 则 可 以 使 用 命令 瑟 =tunm(4,:sin，) 。 

事实 上 , 氟 阵 的 非 线性 函数 运算 可 以 通过 震级 数 的 方法 简单 地 求 出 。 例 如 ， 
正弦 函数 可 以 由 下 面 的 寡 级 数 展 开 式 求 出 。 


4 王 1 和 4 了 43 十 工 45 二 . (3-5-1) 
Sln > ) 殊 于 | 3! 吕 ! | 
可 以 用 MATLAB 实现 正弦 函数 窜 级 数 的 展开 。 


function E=sinm1(A) 
E=zeros(size(A) ) ;FE=A，K=1， 
While DOTrm(E+F-~E，,1)>0，E=E+F; F=-A”2+F/((k+2)+r(k+1)) ，k=k+2，end 


例 3-77 重新 考虑 例 3-75 中 给 出 的 答 阵 ， 如 果 想 对 其 中 的 4 答 阵 进行 正 芍 运算 ， 由 
上 面 的 程序 可 以 看 出 ， 看 起 来 比较 复杂 的 给 阵 正 弦 函 数 的 震级 数 展开 运算 可 以 由 几 条 
MATILAB 语 白 容 易 地 编写 出 来 。 利 用 百 =sinmi(4) 函数 可 以 容易 地 求 出 原 和 给 阵 各 
的 正弦 短 阵 为 


一 0U.90929743  --0.41614684 ”0.45464871 0 U 

U 一 0.90929743 -0.41614684 0 0 

sin 4 = 0 0 0.90929743 让 0 
0 0 0 0.95892427 0.28366219 
0 0 0 0 0.95892427 


可 以 测 出 ， 该 了 数 一 共 进行 了 39 次 登 加 运算 。 
3. 矩阵 三 角 函 数 的 解析 运算 
绸 考虑 矩阵 三 角 函 数 的 解析 解 求 解 方法 。 先 考虑 标量 三 角 函 数 的 运算 公式 ， 


恨 据 著名 的 Euler 公式 eie = cosa 十 jsina 与 er-io 一 cosa 一 jsina 可 以 立即 导出 
1 1 
sin a 一 je 一 ee 人 )，cosa 王 5(e 十 e 了) (3-5-2 ) 


此 公 会 式 可 以 直接 用 于 a 为 矩阵 的 形式 。 下 面 通过 例子 演示 一 般 矩 阵 的 正弦 和 剑 驴 
曙 数 的 解析 解 运 算 。 
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本 


例 3-78 仍 考 虑 例 3-75 中 给 出 的 甜 阵 ， 斌 求解 shi 4。 
求解 可 以 利用 现成 的 expPm() 函数 求 出 天 阵 的 正 纺 函数 。 
>> Z=zeros(3,2);， A=[[-2 10;0-2141; 00-2],zZ; 2Z:,，[-5 1; 0 -5]]; 
j=sqrtk-1); AL1=(exPm(A*+]j) 一 exPm(-A+j) )A(2*#j) ， 
得 出 的 解 与 们 3-77 完全 一 致 , 证明 该 解 是 正确 的 。 
-7 0 一 


例 3-79 假设 给 出 如 下 的 天 阵 4 =- | |， 


--] -L 0 一 4 
斌 求 出 该 矩阵 的 正统 函数 Sin 4 和 余弦 通 数 CO0S At+。 
求解 根据 式 (3-5-2) 可 以 由 下 面 的 语 外 求 解 矩 阵 的 正弦 和 余弦 函数 
>> A=[-7,2,0,-1; 1T,-4,2,1;，2,-1,-6,-1，-1,-1,0,-4] 


己 知 该 徐 阵 有 重 特征 值 ， 


syms 七 ; j=Sym(SqIt(K-1) ) 
Al=simple((CeXxPm(A*jz#t) -exXxPm(K-A]j#t))A(2#]j)) ， 
A2=Ssimple((expm(A*+]j# 上 t)+expm(-Akjyt))V2) 

由 于 结果 过 于 宛 长 ， 这 里 只 列 出 其 正弦 也 数 的 结果 如 下 : 
-2/9sin 3t+( 刀 -7/9)sin6t-5/3tcos6t 一 smn3t/3 二 sin6t/3 十 tcos 6t 
-2/9sin3t 二 (三 二 2/9) sin6t+tcos6t3 -sin3t/3 一 2/3sin6t+tcos tt 

-2/9sin3t+( 一 2t 二 21/9) sin6t+4/3tcos6t -sin3t/3 上 +sin6t/3 一 2tcos ft 
4/9sin3t 十 (万 -4/9)sin 6t+Htcos6Gt/3 2/3sin3t 一 2/3sin 6t 十 tcos 6t 


Sin Qt 一 


-2/9sin 3t 十 (2/9+t)sin 人 it 一 2/3tcos6t sin3t/9+(-17/9+ 如 ) sin6t 一 2/3tcos6t 
-2/9sin 3t 二 (2/9+ 三 ) sin6t+4/3tcostt Sin3/9+(-17/9 二 妇 ) sin 6t 十 41/3tcos 6t 
-2/9sin3t 一 (7/9+2t) sin6t--2/3tcos6t sin3t/9 一 (1/9+212) sin 6t 一 213tcos 6 
4/9sin 3t 十 (-47/9+ 弓 )sin 6t+4/3tcos6t -2 9sin3tH(-7/9+t) sin 6t 二 4/3tcos6t 

4. 一 般 矩 阵 函 数 的 运算 

除了 对 整个 算 阵 求 取 矩阵 指数 之 外 , NIATLAB 还 允许 求 取 和 气 阵 的 其 他 非 线 
性 函数 ,其 中 常用 的 函数 还 有 logm() ( 生 阵 求 对 数 ) 、sqrtm() (矩阵 求 平方 根 ) 
和 funm() (十 阵 求 任意 畏 数 ) 等 。 可 以 看 出 , 这 里 的 函数 名 很 有 特点 ,每 个 函数 名 
在 标准 函数 名 的 后 面 加 了 一 个 后 缀 ,表示 对 和 拖 阵 而 不 是 对 矩阵 元 素 进 行 运算 。 

遗憾 的 是 ， 现 有 的 funm() 函数 是 基于 特征 值 和 特征 向 量 矩 阵 的 ,所 以 矩阵 
有 重要 时 ， 由 于 特征 向 量 和 矩阵 奇异 ， 故 得 出 的 结果 是 不 可 靠 的 ， 甚 至 是 错误 的 。 这 
里 将 介绍 基于 Jordan 和 挎 阵 的 定 阵 函数 求解 方法 。 

首先 可 以 将 rm 阶 Jordan 块 太 写成 .Ji = NT+ 五 ,其 中 ，》 为 Jordan 
算 阵 的 重 特征 值 ， 互 , 为 寡 零 矩阵 , 即 大 > 7 时 五 5 三 0。 这 样 可 以 证 明 , 所 
阵 困 数 岁 ( 天 ) 可 以 由 下 式 求 出 。 

OO 人 (Ai 


Vi) = 本 (AT 十 攻 (A) 瑟 十 :十 -一 五 凡 一 (3-5-3) 
(7 一 1 





虽 和 和 


.4 


4 一 术 -1 (3-5-4 


这 样 ， 该 矩阵 的 任意 函数 (4) 可 以 最 终 如 下 求 出 。 如 果 通 过 Jordan 矩阵 分 解 的 
方法 可 以 将 任意 矩阵 4 分 解 成 


由 (性 ) 
(4) = 六 V-: (3-5-5) 


JJmj 


根据 上 面 的 算法 可 以 立即 编写 出 新 的 funm() 函数 , 应 该 置 于 esym 目录 下 ， 
可 以 推导 任意 矩阵 函数 的 解析 解 。 该 函数 的 清单 为 四 


function F=funm(A ,fun ,xy) 
[V,Jj=jordan(A) ; vil=[0,diag(J,1)7] v2=[find(v1==0) ,Length(vt)+1] ， 
for Ii=1:1lengthGv2)-1 

V_lLlambda(i)=J(v2(i),v2(i)); vn(i)=v2(i+1)-v2(i) ， 
end 
m=l1ength(v_lambda) ; F=symn(D); 
for = :mm 

J1=JCv2(i):V2(i)+V_n(Gi)-1,v2(i):v2()+V_n(C)-1)， 

fJ=ftunJ(Jt,fun,x); F=diagm(F ,fJ) |; 
end 
F=V#Fy*kinVv(CV) ， 
function fJ=funJ(J,fun ,xy) 
Lam=J(1,1); fl=funi fJ=subs(fun,x,1am)*eye(size(J) ) ; 
H=diag(diag(J,1) ,1);， H1=H; 
for 1i=2:1ength(J) 

fl=qiffi(fl,x); al=subs(fl,x,1am); fJ=fJ+al*H1， HLt=H1*H7/i ; 
el 


议 图 数 的 调用 格式 为 4i=funm(4 ,funx,z) ,其 中 ,z 为 符号 型 自 变 量 , funx 
为 的 函数 表示 。 例 如 , 若 想 求 出 e4, 则 可 以 将 funx 填写 成 exp(x) 。 其 实 , funx 
参数 可 以 描述 任意 复杂 的 函数 ， 如 exp(x*#t) 表示 求 取 eat， 其 中 也 应 该 事先 设 
站 成 侍 号 变量 。 另 外 ,该 函数 还 可 以 表示 成 exp (xykcos (X#t) ) 型 的 复合 函数 ， 表 
未 希 要 求 取 W( 4) = ecost4b)。 
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和 站 


1] 一 4 2 1 
2 -1 -6 -1|， 
--| 一 1 0 一 4 
求解 可 以 用 下 面 的 语句 将 其 输入 到 MATLAB 环境 中 。 
>> A=[-7,2,0,-1; 1,-4,2,1; 2,-1,-6,-1; -1,-1,0,-4] |; 
如 果 想 求 出 V(A) = e os， 分 析 题 意 ， 可 以 用 下 面 的 语 旬 
>> SymSs X 七 ; Al=funmksym(A) ,exp(x+rcos(Xy# 七 ) ) , 工 ) 
得 出 的 结果 是 很 宛 长 的 ， 这 里 只 给 出 其 中 一 项 为 
WA) = 2/9e 一 os 守 十 (2tsin 6t 十 6t2 cos 6f)je-6cos6t 十 (cos6t 一 6tsin 6t)2e-6costt 
一 5/3(cos6t -- 6tsin 6t)e-sos6l 十 了 /9e-6cos6i 
可 见 ， 这 样 得 出 的 Wai(tti 有 很 多 项 均 是 ecos5 的 系数 项 ， 故 可 以 通过 合并 同类 项 的 
化 简 方 法 手动 给 出 下 面 的 命令 : 
>> CollectkCA1(1,1) ,exp(-6*rcos(6*#t) ) ) 
则 可 以 得 出 如 下 的 化 简 结 果 : 


例 3-80 已 知 短 阵 4 = 试 求 出 天 阵 函数 (4) = e4cos(4b。 


5 7 2 
思 1(4)=|12tsin 6t+6t2 cos 6t 十 (cos 6t 一 6t sin 6t) 一 3 coOSs 6t 十 9 e 一 9 cos 1 cos 3 


进一步 地 ， 若 令 上 = 1， 则 subs(41,t,1) 可 以 求 出 e4cos 4 的 精确 数值 解 为 


4.3583154 “6.504410916 ”4.363467442 ”2.132643538 

4cos4 | 4371767378 。” 6.507558809 ”4.380067313 ”一 2.116043667 
4.265287076 ”6.479511109 ”4.251835099 “一 2.247423775 
-8.620454583 ”一 12.98392202 -8.612154647 “4.383215207 


3.5.3 类 阵 函数 求 值 在 控制 系统 中 的 应 用 


表面 指出 了 算 阵 指数 函数 在 线性 系统 离散 化 中 的 应 用 , 这 里 将 给 出 具体 的 应 
用 实例 ,并 介绍 离散 状态 方程 模型 的 连续 化 方法 。 以 矩阵 指数 的 解析 运算 为 基础 
还 可 以 得 出 系统 的 状态 转移 矩阵 ， 从 而 得 出 线性 系统 时 域 响应 的 解析 解 。 这 里 将 
通过 例子 介绍 求解 的 全 过 程 。 

1. 连续 系统 的 离散 化 

假设 连续 系统 的 状态 方程 模型 由 式 (3-1-8) 给 出 , 则 可 以 写 出 状态 变量 的 解 
析 解 为 


站 


Z(t) 一 e4 人 to 人 二) +| et Br)dr (3-5-6) 
选择 采样 周期 为 了 ,对 之 进行 离散 化 ,可 以 选择 如 = 1T ,t+ 上 = (5 十 17， 可 得 
(天 十 1) 字 
Z[(E 十 1])T 一 e 和 2(KT) 十 | e+ 9 再 ww(r)dr (3-5-7) 
大 宛 
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考虑 对 输入 信和 号 采用 零 阶 保持 器 , 亦 即 在 同一 采样 周期 内 输入 信和 号 的 值 保持 
不 变 。 假 设 在 采样 周期 内 输入 信号 为 固定 的 值 (Ki)， 故 上 式 可 以 化 简 为 
7 
Z[(E 十 1)7] = e 和 (KET) 十 | e rd7 五 w(KT)) (3-5-8) 
0 
对 照 却 (3-5-8) 与 式 (3-1-9)， 可 以 发 现 ,， 使 用 零 阶 保持 器 后 连续 系统 离散 化 可 以 
直接 获得 离散 状态 方程 模型 ， 离 散 后 系统 的 参数 可 以 由 下 式 求 出 
T 
五 一 c 人 ，CG = | e“ rd7 万 (3-5-9 ) 
0 
且 二 者 的 C 与 厂 和 抢 阵 完全 一 致 。 当 然 , 严 矩阵 可 以 通过 expm() 函数 直接 求 出 ， 
而 G 和 阵 的 求 取 较 麻 烦 。MATLAB 的 控制 系统 工具 箱 提 供 了 很 实用 的 c2d() 函 
数 ,可 以 由 Ga=c2d(G,T)， 其 中 C 为 连续 系统 模型 , 人 为 采样 周期 ， 而 得 出 的 
Ca 为 变换 出 的 离散 系统 模型 。 


例 3-81 考虑 例 3-8 中 给 出 的 多 变量 状态 方程 模型 ， 假设 采样 周期 全 = 0.1 秒 ， 则 可 
以 用 下 面 的 命令 将 模型 输入 到 MATLAB 工作 空间 ， 并 得 出 离散 化 的 状态 方程 模型 。 


D=zeros(2,2); G=ssS(A,B,C,D); T=0.1;，Gd=c2d(G ,T) 
对 连续 状态 方程 模型 进行 离散 化 , 则 得 出 离散 系统 数学 表示 为 


-0.15 -1.6481 -1.6076 -114 -0.1842 “0.1272 
-| 0.5735 1.822 0.8018 0.5735| | 0.2668 。 0.1036 
“| 0.5765 0.8362 1.8059 0.5765| Ye | 0 367g 0.174 | 


一 .5665 ”一 0.8261 一 0.7959 “0.4236 一 0U.16057 ”一 0.02326 


[2 05 0 08 
一 |03 03 02 1 


2. 离散 状态 方程 的 连续 化 

奉 给 出 离散 状态 方程 模型 (3-5-7)， 则 在 采样 周期 人 下 获得 相应 连续 状态 方 
程 模型 (3-5-6) 的 过 程 为 离散 系统 的 连续 化 。 由 变换 式 (3-5-8) 可 见 ， 其 反 变换 可 
以 直接 由 下 式 得 出 124 


才 天 


1 
4= 元 mnF, 瑟 = (下 一 站 -4G (3-5-10) 


这 里 涉及 到 矩阵 求 对 数 的 过 程 。 矩 阵 的 对 数 可 以 由 logm() 函数 求 出 , 也 可 以 由 
前 面 介 绍 的 funm() 函数 求 出 。 在 MATLAB 环境 中 ,可 以 利用 其 控制 系统 工具 


3.5 . 非 线性 运 和 与 撼 降 函数 求 值 4 

箱 中 提供 的 _Gi=d2c(G) 函数 进行 连续 化 变换 , 其 中 在 调用 语句 中 无 需 再 申明 采 
样 周期 信息 ， 因 为 该 信息 已 经 包含 在 零散 模型 G 中 。 利用 该 语 杀 即 可 以 得 出 相应 
的 连续 系统 模型 Ci， 该 函数 同样 适用 于 融 有 时 间 延 迟 系统 。 
例 3-82 考虑 例 3-81 中 给 出 的 原 问 题 。 前 面 已 经 得 出 了 离散 化 的 状态 方程 模型 ， 试 用 
连续 化 方法 得 出 其 连续 模型 ， 观 篆 是 否 可 以 恢复 原来 的 连续 模型 。 
求解 由 下 面 的 语 旬 可 以 直接 求 取 对 应 的 连续 模型 ， 可 见得 出 的 结果 与 已 知 的 连续 模 
型 是 完全 一 致 的 。 

>> A=[L-12,-17.2,-16.8,-141.9; 6,8.6,8.4,6; 

6,8.7,8.4,6; -5.9,-8.6,-8.3,-6j |; 
B=[1.5,0.2; 1,0.3; 2,1; 0,0.5]; C=ft2,0.5,0,0.8， 0.3,0.3.0.2 .1]， 
D=zeros(2;,2); G=SS(A,B,C,D); T=0.1; Gd=c2d(G,T) ，G2=dq2c(Gd) 

如 果 采 用 底层 命令 ， 则 下 面 的 语 名 也 能 得 出 完全 一 致 的 结果 。 

>> At=1Logm(Gd.a)/T; B1=invV(Gd.a-eye(size(Gd.a)))*AtrGd.b 

3. 连续 状态 方程 的 解析 解 

在 某 给 定 信号 侯 折 的 激励 下 ,其 状态 变量 的 解析 解 可 以 由 式 (3-5-6) 得 出 。 
对 于 一 般 的 输入 信和 号 来 说 ,直接 由 坊 式 求 取 系 统 的 解析 解 并 非 很 容易 的 事 ， 因 为 
其 中 积分 项 不 是 很 好 处 理 。 如 果 能 对 状态 方程 进行 某 种 变换 ， 消 去 输入 信和 号 ， 则 
该 方程 的 解析 解 承 容 易 求解 了 。 这 里 将 对 一 类 典型 输入 信号 介绍 状态 增 广 的 方法 ， 
将 其 化 为 不 含有 输入 信和 号 的 状态 方程 ,从 而 直接 求解 原来 状态 方程 的 解析 解 25 。 

先 考虑 单位 阶 跃 信号 wb) = 100， 若 假设 有 另外 一 个 状态 变量 z，,(D 二 
fb)， 则 其 导数 为 之，(t) = 0， 这 样 系统 的 状态 方程 可 以 改写 为 


了 (t A: 刀 | | 人 
国 -人 人 区 交 1 


可 见 , 这 样 束 把 原始 的 状态 方程 转换 成 直接 可 以 求解 的 自治 系统 方程 了 


无 (上 二 人 A 庆 人 
| 太 0 = GE 2 
式 中 竹 介 = [zeT(D ,zwaG], 且 天 (0) = [er(0) ,其 解析 解 比 较 容易 求 出 
施 (1) 一 64 元 (0] (3-5-13) 


对 可 以 实现 这 样 变换 的 输入 信和 号 进行 扩展 ， 则 可 以 定义 一 类 典型 输入 信和 号 


2 一 2 (tt) 十 15 (1 一 》 Cj 站 十 ec 7 区 COS{ aa4t ) 十 QLa sin(db| (3-5-14) 


?一 属 
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量 哩 和 


引入 附加 状态 变量 zi = ec cos(dat Zna 三 etsin(datj，zna 一 20 人 (四 
zaHm+3a 一 um (人 人， 通过 推导 ,， 则 可 以 得 出 式 (3-5-12) 中 给 出 的 系统 增 广 状态 
方程 模型 ， 式 中 


4idB dBB0O0 ol | zt 
di 一 吧 0 Zn 人 2 
7 Zn+z( 妇 0 
0 0 0 Zn 二 4 人 1 
0; 0 
CI 
U0 0 Zn+mA3[ 吉 
(3-5-15) 
这 样 系统 的 状态 方程 模型 的 解析 解 为 
旋 () 一 e 生 诈 (0) (3-5-16) 


作者 用 MATLAB 语言 编写 了 一 个 函数 ss_augment() ， 可 以 用 来 求 取 系 统 
的 增 广 状 态 方程 模型 ， 该 函数 的 内 容 如 下 : 


function {Ga,Xaj=ss_augment(G ,cc,dd ,X) 
G=ss(G) ;i Aa=G.aji Ca=G.c;j Xa=X;i Ba=G.b; D=G.d， 
if (Length(dd)>0 女 sum(Cabs (dd))>le-5) ， 
if (abs(kdd(4))>1e-5) ， 
Aa=[Aa ddq(2)*Ba，dd(3)*xBa，... 
Zerosk2,1ength(aAa))，[dd(1) ,-dd(4) ;dd(4) ,dd(17]] 
Ca=[Cca dd(2)*D dd(3)*D] ; Xa=[Xa; 1; 0] ;Ba=[Ba;， 0; 0] 
el Se ， 
Aa=[Aa dd(2)*B; zeros(1,1ength(Aa)) ddq(1)] ， 
Ca=[ca dd(2)*D] ; Xa=[Xa; 1] ;Ba=[B;0] ; 
end 
end 
i 《lengthkcc)>0 & sum(abs(cc))>1e-5) ，M=1length(cc) ; 
Aa= [Aa Ba zeros(LIength(Aa) ,M-1); zeros(M-1, length(Aa)+1) ..， 
eye(M-1) ; zeros(1,1ength(Aa)+M)] ; 
Ca=[Ca D zeros(1,M-1)]; Xa=[Xa;i cc(1)] ;ii=1， 
for i=2:M，ii=iikii Xa(1Llength(Aa)+i)=cc(i)x*ii， 
end，end 
Ga=sS(Aa,zeros(sSize(Ca:)) ,Ca,D) : 


其 中 人 七 一 - [co ci， ““ ,Cnm |]， 且 ddq=|adi, qz, da, da4]。 构造 出 系统 的 增 广 状态 方程 模 
型 后 ， 则 可 以 用 MATLAB 符号 运算 工具 箱 的 expm() 函数 求 取 各 个 状态 变量 的 
解析 解 。 


3 . 非 线性 运 竺 与 纸 阵 男 数 求 值 
例 3-83 系统 的 状态 方程 模型 为 


一 19 一 16 一 16 一 19 
2 16 1 17 19 
20 7 10 20 
-20 一 10 -16 一 19 


zj/ 有 三 12 1 0;,0j xb 


色 () 十 zt( 世 ) 


] 
. 0 
了 (tt) 一 ] 
2 


其 中 状态 变量 初 值 为 z (0) = [0.11:2]。 假 设 系统 的 输入 信号 为 HH = 2 十 
2e-3t sin 2t， 试 求 出 该 方程 的 解析 解 。 
求解 ”分析 原 问题 ， 可 以 构造 出 多 项 式 系数 向 量 cc 和 指数 向 量 dd， 这 样 可 以 由 
ss_augment() 函数 得 出 系统 的 增 广 状态 方程 模型 
>> Cc=[2] ; dd=[-3,0,2,2]; x0o=[0; 1;，1，2]， 

A=[-19,-16,-16,-19; 21,16,17,19; 20,17 ,16,20; -20,-16,-16,-19] ; 

B=[t; 0; 1; 2]; C=[2 10 0]; D=0; G=ss(A,B,C,D) ; 

LGa ,XXO0j=sSS_augment(G,cc,dd,xo); Ga.a，XXO， 
由 得 出 的 结果 可 以 直接 写 出 系统 的 增 广 状态 方程 模型 及 初 值 为 


-19 -16 --16 -19:0 211 
21 16 17 19:0 00 
2 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 机 二 一 二 一 一 一 一 一 一 一 ~ 上 -一 一 一 一 一 下 -一 一 一 


国人 一 一 一 一 一 


RS 
一 
CS 
j 
上 一 
一 
上 ~ 一 
心 ) 
把 
忆 ) 
庆 一 
(一 
由 
So 于 
3 
一 
Cr 
Te 
Ra 
一 
一 
一 
| 
th 一 所 


得 出 了 系统 的 增 广 状态 方程 模型 ， 则 可 以 用 下 面 的 语 旬 直接 获得 生成 信号 的 解析 解 
>> Syms 七 ; y=Ga .crexpm(Ga.axt)*xx0; % 求解 系统 的 解析 解 
其 解析 解 的 数学 形式 可 以 写成 


127 119 135 
zy 人 (一 一 54 十 -te 十 57e 十 ee 一 Re cos 2t 十 宁 e3 sin 2t 


3.5.4 基于 和 矩阵 积分 的 线性 微分 方程 求解 
在 已 知 系统 的 状态 方程 模型 (4, 吾 ,C ,万 )， 则 其 解析 解 可 以 表示 成 


(it 一 e4trtoizf(to) + | e4L-71 吾 (7)d7 (3-5-17) 
3.5.3 节 介 绍 了 用 状态 增 广 方法 求 系统 解析 解 的 方法 。 同 样 的 问题 还 可 以 利用 矩阵 
积分 的 直接 方法 来 求解 ,得 出 原 系统 的 解析 解 。 
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本 和 国 时 是 轩 和 和 时 昌 ” 和 和 


例 3-84 考虑 例 3-83 中 的 系统 模型 ， 试 利用 直接 积分 的 方法 求 其 解析 解 。 
求解 直接 利用 式 (3-5-17)， 可 以 由 下 面 语句 直接 求解 系统 的 解析 解 
>> BymS 七 七 AU U=2+2*reXpP(-3*rtau)*SinC2* 七 QU) ; 
A=[-19,-16,-16,-19; 21,16,17,19; 20,17,16,20; -20,-16,-16,-19] ; 
B=ftl1; 0; 1; 23]; C=[2 1 0 0]; x0=[0; 1;， t+， 2]， 
y=Cyk(《eXPpO(AA# 七 ) 本 XO+ 了 DECeXPpBCA* (人 tt-tau) )*Bxy*utauOt)) Sizmnple(Cy) 


可 以 得 出 系统 响应 的 解析 解 为 
1 
yb) 一 和 (591 + 119e 和 所 十 254te 十 308sintcost 一 270cos“t 一 432e 十 32t2e4) e 


得 出 的 解 在 表示 形式 上 和 例 3-83 不 同 , 但 可 以 验证 ， 二 者 的 结果 完全 相同 ， 例 如 ， 将 
e 玉 遍 乘 括号 中 各 项 ， 则 


1 
y 介 = 去 (59le 十 119e 一 十 254te 一 十 154e- 2 sin 2 一 270e3# cos2t 一 432 十 32t2e 一 ) 


3.6 “习题 与 思考 题 
1 Jordan 和 旋 阵 是 矩阵 分 析 中 一 类 很 实用 的 第 阵 ， 其 一 般 形 式 为 


ww 1 0 .0 -5 1 0 0 0 
0 _~a 1l .0 U -5 1 U 
JJ 一 | . .|， 僻 如 JJ =|10 0 -5 1 0 
0 0 0 -5 1 
0 0 0 一 Q 0 0 0 0 -5 


试 利用 diag() 函数 给 出 构造 帮 的 语句 。 
2 将 零 矩 阵 和 是 一 类 特殊 的 矩阵 ， 其 基本 形式 为 


U 1 0 :0 
U00 1 :0 
Fr 
UU0 … 1 
U00 :0 


亦 即 ， 竹 阵 的 次 主 对 角 线 元 素 为 1， 其 余 均 为 0, 试验 证 对 指定 阶 次 的 者 零 矩 阵 ， 有 
再 王 0 对 所 有 的 1 即 成 立 。 


3 记 从 芋 阵 的 显示 格式 区 分 符号 矩阵 和 数值 矩阵 ， 明 确 它们 的 含义 和 应 用 场合 。 若 
人 入 年 阵 为 数值 矩阵 ， 吾 为 符号 矩阵 ，C=4* 召 运算 得 出 的 C 柜 阵 是 符号 矩阵 还 是 
数值 拭 阵 ? 


3.6 习题 与 思考 题 


和 


4 请 将 矩阵 4 和 已 输 入 到 MATLAB 环境 中 ， 并 将 它们 转换 成 管 号 矩阵 。 


5 765 1 6 5 9 U 1L2 3 
23100 1 4 了 3 2 9 4 2 5 
0 4206 4 14 于 2 ] ] 44 6 
4-|3963662| PP-=|3 5 1 5 21 2 
I0 766007 7 了 4 工 1 210 | 
7 244U07 7 -dd -4 -ra 5 12 
4 86061211 1 一 井 -8 1 5 
at ad ao au 1 
上 拉 罗 1 
5 试 求 出 Vandermonde 乍 阵 4= |od oo ec 1 的 行列 式 , 并 以 最 简 的 形式 
中 dd 1 
显示 结果 。 e 人 6 ee 1 


6 假设 线性 系统 由 下 面 的 常 微分 方程 给 出 


Zi(t 王 一 Zilb 十 2 

Za 人 { 直 三 一 Z2( 有 一 373 人 (十 2 

zs3( 直 三 一 ZI 有 一 57z 人 一 3z3 人 (的 十 ta 人 
yy 一 一 Z2( 十 2 人 (一 5uo2( 


式 中 有 两 个 输入 信号 ulG) 与 wz 介 ， 请 在 MATLAB 工作 空间 中 表示 这 个 双 输 入 
系统 模型 ， 并 由 得 出 的 状态 方程 模型 求 出 等 效 的 传递 函数 模型 ， 并 观察 其 传递 函 
数 的 形式 。 


7 利用 MATLAB 语言 提供 的 现成 函数 对 习题 4 中 给 出 的 两 个 矩阵 进行 分 析 ， 判 定 
它们 是 否 为 奇异 和 矩阵， 得 出 矩阵 的 秩 、 行 列 式 、 迹 和 邀 矩 阵 ， 检 验 得 出 的 北 矩 阵 是 
和 否 正确 。 


8 试 求 出 习题 4 中 给 出 的 如 和 吾 和 抑 阵 的 特征 多 项 式 、 特 征 值 与 特征 向 量 ， 并 验证 
Hamilton-Caylay 定理 ， 解 炙 并 验证 如 何 运 算 能 消除 误差 。 


9 试 对 习题 4 中 给 出 的 信和 了 召 和 矩阵 进行 奇异 值 分解 、LU 分 解 及 正 交 分 解 矩 阵 。 
10 试 求 出 下 面 矩 阵 的 特征 值 、 特 征 向 量 、 奇 异 值 。 


2 7 5 7 7 了 0 795 980 137 661 
rr493 3 47 997 2f1 12 284 
4=|3983 8|, 忆 cy=|1145 523 252 894 469 
02963 6 809 880 8760 199 65 
260685 4 621 19 737 299 988 


11 给 出 线性 系统 的 状态 方程 模型 ， 请 判定 系统 的 稳定 性 。 
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夫 和 和 


一 0.2 ”0.5 0 0 0 0 
0 一 0.5 1.6 0 U U 
zt 一 | 0 0 一 14.3 85.8 0 |z 电 十 10 2 折 
0 0 0 一 334.3 100 0 
0 0 0 0 一 10 30 
7 24.04 ] 8 1o ] 
234.54 9 7 14 16 2 
GD z|(E 二 Ti= 4 6 13.75 ”20 22.5889| zkKT) 十 131 (KITT) 
10.8689 1.2900 19.099 21.896 4 
1]1 18.0898 2 2.356 9 9 


12 判定 下 列 系 统 的 可 控 、 可 观测 性 ， 求 出 它 介 的 可 控 、 可 观测 及 Luenberger 标准 
型 实现 ， 并 求 出 系统 的 2- 范 数 和 无 穿 范 数 。 


0 1 1 1 1] 0 
UU0U0 1 bU 0U ] U DO 
o4-j01oils=-| ic=l 0 
00 1 1 1] 0 
U2 0 0 2 0 
和 lol-20 2 ro1lo000 
24=-|oo0 3 | B=|ilc=-oo2o 
1 0 0 U 0 
13 求 出 下 面 状态 方程 模型 的 最 小 实现 。 
U -30 0 3 2 
. ] -4 0 0 ] 2 O OU 
20=0 0 0|zo+r|jsoso=|oo 0 za 
0 0 1 一 2 1] 1 


14 假设 系统 的 状态 方程 模型 为 
-02 05 0 0 0 0 
0 -05 16 0 0 0 
2zb=| 0 0 -143 858 0 |zb+| ouab, yb= 上 0,00,0lz 人 b 
0 0 0 -33.3 100 0 
0 0 0 0 -10 30 


请 求 出 系统 所 有 的 零点 和 极点 。 如 果 想 将 其 极点 配置 到 书 = [一 1,-2, 一 3, 一 4, 一 5]， 
请 按 状 态 反 馈 的 方式 设计 出 控制 器 实现 闭环 极点 的 移动 。 如 果 想 再 进一步 改进 闭 
环 系统 的 动态 响应 ， 则 可 以 修正 期 望 闭环 极点 的 位 置 ， 然 后 进行 重新 设计 。 


15 对 给 定 的 对 象 模型 


2 1 0 0 0 

， 0 2 0 0 ] 

Z(t) = 00 1 0 ZL 十 ] zu 人 有，V 人 三 由 0,10z 人 
00 0 一 ] 


3.6 习题 与 思考 题 


昌 


请 设计 出 一 个 状态 反馈 向 量 及 ， 使 得 闭环 系统 的 极点 配置 到 (-2, -2, 一 1, 一 1) 位 
置 。 另 外 ， 如 系 想 将 系统 的 所 有 极点 均 配 置 到 -2， 这 样 的 配置 是 否 可 行 ? 请 解释 
原因 。 


16 对 下 列 各 个 开 环 模型 进行 频 域 分 析 , 绘制 出 Bode 图 、Nyquist 图 及 Nichols 图 ， 并 
求 出 系统 的 幅 值 裕 度 和 相位 裕 度 ， 在 各 个 图 形 上 标注 出 来 。 假 设 闭 环 系统 由 单位 
负 反 馈 构 造 而 成 ， 试 由 频 域 分 析 判 定 闭环 系统 的 稳定 性 ， 并 用 阶 跃 响应 来 验证 。 


8(4s 十 ]) 4(5/13 十 ]) 
出) GT @C0 -00000STTTDISTT 


0 2 1 4 
Z( 四 三 |-3 -2 0|z 的 二 1312( 
G) | 1 3 | 
y 声 三 [2)3jz( 
加 (z 十 1.31)(z 十 0.054)(z 一 0.957) 
0 一 04 0200851099 
6( 一 s 十 二 10s” -- 605s” 十 110s 十 60 





一 DA ww nl (7 -人 
电 Cs) s (0.5s 十 1)(0.1s 十 雪 ) Cl) s4 十 17s3 十 82s2 十 130s 十 100 
17 试 求 下 面 线性 代数 方程 的 解析 解 与 数值 解 ， 并 检验 解 的 正确 性 。 
2 -9 3 -2 一 ! -1 -4 0 
I0 -1 10 5 0|x_ |-3 -8 -4 
38 -2 -4 -6 3 0 3 3 
-5 -6 -6 -8 一 9 -5 3 
18 假设 础 有 时 间 延 碎 的 系统 传递 函数 矩阵 为 
0.06371 0 vvo 0.4464 
一 人 > ， 相 一 ~- -~ 
Grs) - s 十 2.517s 十 0.5618 s 十 0.4831 
0.9357 0 3 -0.1085 “1 >9。 
-一 一 一 一 一 一 一 6 一 -一 一 一 ee 
3s“ 十 3.019s 上 + 2.77 s 十 0.3413 


试 终 制 其 带 有 Gershgorin 带 的 逆 Nyquist 阵列 ， 分 析 其 是 否 为 对 角 占 优 的 系统 ， 
绘制 系统 的 开 环 阶 跃 响应 ， 该 响应 是 否 符合 你 的 结论 ? 


19 考虑 下 面 给 出 的 双 输 入 双 输 出 系统 


U.806s 十 0.264 一 (15s 十 1.42 
Ge) =- s“ 十 1.15s 十 0.202 s 十 12.8s2 十 13.6s 十 2.36 
1.955s“ 十 2.12s 十 4.90 7.14s” 十 25.8s 十 9.35 


s3 十 9.1552 十 9.39s + 1.62 ss4 十 20.8s3 十 116.4s52 十 111.65 了 十 188 
绘制 出 弗 有 Gershgorin 带 的 逆 Nyquist 曲线 ， 并 在 该 曲线 上 标 出 各 个 频率 下 的 特 
征 值 ， 验 证 这 些 特征 值 满 足 Gershgorin 定理 ， 并 绘制 该 系统 的 阶 跃 响应 曲线 来 演 
示 结 果 系 统 是 不 是 较 好 解 耦 的 系统 。 
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20 考虑 下 面 给 出 的 多 变量 系统 ， 试 求 出 该 系统 的 零点 和 极点 ， 并 判定 系统 的 稳定 性 。 


一 1 之 ] 1 0 

. 0 一 4 -2 一 ] 0 2 

zi) 一 1 ?1 | (tt) 十 0 3 刀 {() 
一 | 一 | 一 1] 1: 


注意 ， 多 变量 系统 零点 的 概念 和 单 变量 系统 不 同 ,不 能 由 单独 求 每 个 子 传递 函数 
零点 的 方式 求 取 , 应 该 由 tzero() 函数 得 出 ， 另 外 ,pzmap() 函数 同样 适用 于 多 变 
量 系统 。 

0.2(s 十 2) 
态 方 程 实 现 的 可 控 标 准 型 和 可 观测 标准 型 。 


22 判定 下 列 系统 的 可 控 性 和 可 观测 性 ， 得 出 系统 的 可 控 和 可 观测 阶梯 形式 。 





1 -3 3 3 0 
-5 -1 -5 5 0 
-2 0 -2 4 -1 
1 -2 -1 1 
@zN=|1 -2 -2|z 人 +|olv， wb = 上 10lz(b) 
一 1 < | 
23 斌 判定 下 面 矩 阵 是 否 为 正定 矩阵 ， 如 果 是 ， 则 得 出 其 Cholesky 分 解 矩 阵 。 
92 1 2 2 lo 17 9 12 12 
24333 17 12 12 2 18 
4=-|1373 14,，B-=-|9 1218 7 13 
2335 4 Il12 2 7 18 12 
23445 12 18 13 12 10 


24 试 对 垂 阵 4 = | ? 05 1。 了 | 进行 Jordan 变换 ， 并 得 出 变换 矩阵 。 


25 试 求 下 面 齐 次 方程 的 基础 解 系 。 


071 十 Z2z 十 4ras 一 7Z4 一 3 一 (0 

一 2X1 一 人 一 人 3 十 6X4 一 曲 

一 471 十 DTo2 十 灾 3 一 6x4 十 825 一 

一 J471 十 3072 十 973 -- 2174 十 49z5 = 有 0 
-2<671 一 1272 一 277z3 十 2774 十 177z5 一 0 


3.6 习题 与 思考 题 


司 村 是 


26 试 判定 下 面 的 线性 代数 方程 是 否 有 解 。 


16 2 3 13 1 
5 1110 8| |3 
9 7 6 12 汪 =|4 
4 1415 1 7 
27 斌 求 出 线性 代数 方程 的 解析 解 ， 并 验证 解 的 正确 性 。 
2 9 4 5 8 6 1 9 
0 873 3 7， 5 12 
3 0 35 7 5 40 4 192 
3 11 6 6 9 9 1 xx-|1o 9 
IL 2 14 6 8 7 0 5 
5 il -9 -1 8 10 18 
26 27 10 -15 _ 13 18 _20 2? 


28 试用 数值 方法 和 解析 方法 求 取 下 面 的 Sylvester 方程 ， 并 验证 得 出 的 结果 。 


3 -0 一 4 0 


9 -2 一 
] 4 2 --2 4 一 2 1 4 ] < 
-0 3 -6 7 3 有 十 用 攻 一 缚 一 |5 -6 1 
-ldJ 10 0 一 0 -2 一 9 0 一 4 一 4 
U 4 0 可 4 -0 6 一 3 


29 假设 某 Riccati 方程 的 数学 表达 式 为 P4+4 忆 -PPBR-IBIP+Q=-0, 日 
3 653 4 

2 -6 -2 -6 16 4 5 6 3 4 [4 1 

4= 5 -2| 三 = -9=3343a=| 
I0 3 4 -1 9 6 44 2.46 


试 求解 该 方程 ， 得 出 耳 和 矩阵 ， 并 检验 得 出 解 的 精度 。 
30 双 输 入 双 输 出 系统 的 状态 方程 表示 为 


225 -5 -125 -05 4 6 

|225 -425 -125 -0.25 2 4 oool 

2 一 025 -05 -125 -1 |zO+|2 2 ww0= | 2 0 | 人 
1.25 一 1.75 -0.25 -0.75 0 2 


假设 选择 加 权 和 天 阵 Q = diag([1,4,.3,2),， 且 玉 = 五 ， 试 设计 出 线性 二 次 型 最 优 调 


站 逢 ， 并 绘制 系统 的 阶 跃 响应 曲线 。 如 果 想 改善 闭环 系统 性 能 ， 应 该 如 何 修改 @Q 
和 矩阵? 
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试用 解析 解 运算 的 方式 得 出 e 扩 ，sin (24i 十 5 ) ,ea4 t+ 上 42 十 sin( 4A3t) At 二 esinAt。 
32 假设 已 知 和 矩阵 4 如 下 ,， 试 求 出 et sin 4te4t sin (42e4tt)。 
一 4.5 有 0 8.5 ”一 1.5 


33 请 求 出 下 面目 治 系 统 状态 方程 的 解析 解 ， 并 和 数值 解 得 出 的 曲线 比较 。 


-DOD 2 U U ] 
0 -4 0 00 2 
z0O=| > zzo=| 
一 < 0 一 4 1 


34 双 输 入 双 输 出 系统 的 状态 方程 表示 为 


225 -5 -1325 -05 4 6 

|2.25 -425 -1.25 -0.25 2 4 [ooo 

2 一 |025 -05 -125 -1 |z00+|2 3|wb vO= | 2 0 人 
1.25 -1.75 -0.25 -0.75 0 2 


试 将 该 模型 输入 到 MATLAB 空间 ， 并 得 出 该 模型 相应 的 传递 函 教 矩阵 。 若 选 轰 采 
样 周期 为 了 = 0.1 秒 , 求 出 离散 化 后 的 状态 方程 模型 和 传递 函数 矩阵 模型 。 对 该 模 
型 进行 连续 化 变换 ,测试 一 下 能 否 变 换 回 原来 的 模型 。 

35 给 出 一 个 8 阶 系统 模型 G(s) 


18s' 十 514s5 十 5982s” 十 36380s4 十 122664s3 十 222088s2 + 185760s 上 + 40320 
s8 十 36s7 十 546s6 十 4536s5 十 22449s4+ 十 67284s3 十 118124s2 十 109584s 十 40320 
并 假定 系统 具有 堆 初 始 状态 ， 请 求 出 单位 阶 跃 响应 和 脉冲 响应 的 解析 解 。 若 输入 
信号 变 为 正弦 信号 wx = sin(3t 十 5), 请 求 出 零 初 始 状态 下 系统 时 域 响应 的 解析 
解 ， 并 用 图 形 的 方法 进行 描述， 和 数值 解 进 行 比 较 。 
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一 第 4 章 一 一 一 
常 币 分 方程 问题 的 计算 机 求解 


微分 方程 是 描述 动态 系统 的 最 常用 数学 工具 , 也 是 很 多 科学 与 工 
程 领域 数学 建 模 的 基础 。 线 性 微分 方程 和 低 阶 特殊 微分 方程 往往 可 以 
通过 解析 解 的 方法 求解 ,但 一 般 的 非 线性 微分 方程 是 没有 解析 解 的 ， 
故 需 要 用 数值 解 的 方式 求解 。4.1 节 对 线性 常 系数 微分 方程 的 解析 解 
进行 研究 , 给 出 基于 MATLAB 语言 的 微分 方程 解析 解 方法 ,探讨 了 
简单 非 线 性 系统 的 解析 解 的 可 能 性 ,并 通过 几 个 实际 的 物理 建 模 实例 
介绍 系统 微分 方程 的 建 模 方法 与 求解 方法 。 由 于 绝 大 多 数 非 线性 微 
分 方程 的 解析 解 是 不 存在 的 , 所 以 从 4.2 节 开 始 主要 介绍 了 一 般 微分 
方程 的 数值 解法 。4.2 节 首 先 介 绍 一 阶 显 式 常 微分 方程 组 的 数值 求解 
方法 和 关键 技术 ,介绍 了 几 种 常用 的 微分 方程 数值 解 算法 ， 引 入 变 步 
长 算法 的 概念 与 必要 性 ,以 及 基于 MATLAB 现成 函数 的 微分 方程 求 
解 方法 ,还 通过 例子 对 微分 方程 数值 解 过 程 中 遇 到 的 问题 和 采用 的 
方法 进行 兰 述 ， 并 介绍 一 些 求解 技巧 , 包括 微分 方程 的 MATLAB 描 
述 方法 - 变 步 长 的 相对 误差 准则 选取 、--- 般 微分 方程 转换 成 一 阶 显 式 
微分 方程 的 方法 等 。4.3 节 研 究 各 种 其 他 类 型 微分 方程 初 值 问题 的 求 
解 , 包括 刚性 微分 方程 的 数值 求解 方法 、 隐 式微 分 方程 的 求解 方法 、 
微分 代数 方程 的 求解 方法 、 延 迟 微 分 方程 和 切换 微分 方程 的 求解 方法 
等 ,这 些微 分 方程 的 求解 在 控制 系统 研究 中 均 能 找到 其 对 应 的 原型 问 
题 。4.4 下 研 究 微分 方程 的 边 值 问题 计算 机 求解 方法 ， 首 先 介绍 二 阶 
和 做 分 方程 的 求解 方法 ， 再 介绍 -- 般 边 值 问题 的 求解 方法 及 扩展 边 值 问 
题 的 求解 方法 ,并 根据 该 方程 的 求解 方法 引入 微分 Riccati 方程 的 求 
解 方法 ,并 介绍 二 次 型 最 优 控制 问题 的 求解 方法 。 在 4.5 节 中 将 简要 
介绍 基于 Simujink 的 系统 微分 方程 建 模 与 求解 方法 ， 并 以 多 变量 系 
统 、 计 算 机 控制 系统 、 时 变 系 统 和 网 络 控制 系统 为 例 , 研究 基于 框图 
的 建 模 方 法 与 仿真 方法 。 
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4.1 入 系 数 线性 微分 方程 的 解析 解 方法 


4.1.1 微分 方程 的 解析 解 方法 


MATLAB 语言 的 符号 运算 工具 箱 提供 了 一 个 线性 常 系数 微分 方程 求解 的 实 
用 函 数 dusolve()， 该 函数 允许 用 字符 串 的 形式 描述 微分 方程 及 初 值 、 边 值 条 件 ， 
最 终 将 得 出 微分 方程 的 解析 解 。 该 函数 的 调用 格式 为 


y=QdQSsolVvekCfl1，f>，::…: ，f) 
y=qQsolve(fl，f2，.…' ，fmy，?X)) % 指明 目 变 量 


其 中 ,fi 既 可 以 描述 微分 方程 ， 又 可 以 描述 初始 条 件 或 边界 条 件 。 在 描述 微分 
方程 时 ， 可 以 用 D4y 这 样 的 记号 表示 y( ( 坟 ， 还 可 以 用 D2y(2)=3 这 类 记号 表示 
VC2) 二 3 这 样 的 已 知 条 件 ， 该 函数 可 以 容易 地 得 出 原 微 分 方程 的 解 。 如 果 描 述 微 
分 方程 的 和 目 变 量 不 是 上 而 是 Z， 则 可 以 由 后 一 个 MATLAB 语句 格式 指明 自 变量 。 
例 4-1 考虑 图 2-3 中 的 RLC 串联 电路 ， 其 对 应 的 微分 方程 模型 为 


qd2ue 人 如 dazlcls) 

dt (六 
斌 求 该 系统 在 零 初 始 条 件 下 阶 跃 响应 的 解析 解 凡人 (t)。 
求解 用 下 面 的 语句 可 以 立即 得 出 阶 路 响应 解析 解 为 

>> SymS L RK 
uc=dsolve('L#xCxD2Uc+R*CxDUc+Uc=1,)Uc(0)=0，,:DUc(0)J=0)，) 

这 样 可 以 得 出 系统 的 阶 跃 响应 解析 解 为 
LT+4 -Ca 人)t 有 EC 一 人 -Cec+a)t 

5 e 十 5 e 十 了 


也 已 十 攻 C 一 一 一 





十 ct 一 你 ( (4-1-1) 








tclt) 一 


其 忠 = VR2C2 -45C。 


例 4-2 假设 输入 信号 为 (ti) = e-5tcos(24 十 1) 十 5， 试 求 出 下 面 微分 方程 的 通 解 。 
yt 的 十 10y43) (的 十 358(b 十 507(6 十 248(t 一 5 写 (上 十 4 人 (有 十 2u 人 bb 


求解 若 想 求解 本 微分 方程 ， 首 先 应 该 定义 上 为 符号 变量 ， 这 样 就 可 以 推导 出 给 定 微 
分 方程 等 式 右 侧 的 时 间 表 达 式 为 
>> SymgS 七 yY; U=eXxp(-5#t)COoS(2# 七 + )+5 ， 
UuU=5*qiff(u,t,2)+4*diff(u ,七 )+2*tu， 
y=dsolve(['D4y+10+rD3y+35*D2y+50*+*Dy+24*y=: ,char(uu)]) 
二 述 语句 中 ， 先 由 给 定 的 输入 信号 u(t 直接 推导 出 该 方程 的 右 侧 表达 式 ， 得 出 
新 的 符号 变量 uu。 因 为 dsolve() 函数 需要 字符 事 型 的 变量 描述 微分 方程 ， 所 以 用 


4.1 常 系数 线性 微分 方程 的 解析 解 方法 


申 时 


char() 函 数 将 等 号 右 侧 的 表达 式 转换 成 字符 串 ， 与 等 号 左 侧 的 表达 式 一 起 描述 完整 
的 微分 方程 。 这 样 得 出 的 微分 方程 解析 解 为 
5 343 547 

V( 人 二 1 一 8 ”550 
其 中 ，Ci 为 任意 常数 。 若 给 出 初始 条 件 或 边界 条 件 ， 则 可 以 通过 这 些 条 件 建立 方程 ， 
求 出 Ci 的 值 。 这 样 的 结果 和 高 等 数学 中 微分 方程 求解 是 一 致 的 。 

仍 考 虑 上 面 的 微分 方程 , 假设 已 知 V(0) = 3,7(0) = 2.10) = y3)(0) = 0， 则 可 以 
通过 下 面 的 命令 求 取 满足 该 微分 方程 的 特 解 。 

>> y=QqSsolVe([L"D4y+10*D3y+35*#D2y+50*DYy+24*y=: ,char(uu)] ,... 

7y(0)=3，,,Dy(0)=2，,):D2y(0)=0，,;D3y(0)=07 

由 于 得 出 的 解 较 兄长 ， 所 以 这 里 只 给 出 自动 转换 的 从 IFX 结果 如 下 : 


e 一 2 coSs(2t 十 |) e sin(2t 十 ] ) 十 Ce 一 十 Ce 上 二 Cae 一 4 十 Ce 一 


D 843 _ ， 547 _: 
引 一 二 一 Ere ”cos(2t1) -二 -estsin(2t 十 1 
和 
445 D1 69 271 4 20 
十 (- 受 cos ] 一 Tsim1 一 了 e 所 十 (- 千 coS ] 十 TSimn 1 一 全 e 一 4 
]79 73 1 33 97 
中 1411+ 呈 je (和 cosl+ 吕 sl+l9]e 


利用 强大 的 MATLAB 符号 运算 工具 箱 ， 还 可 以 求解 出 以 前 看 似 不 可 能 的 问题 的 
解析 解 。 例 如 ， 设 置 y(0)=1/2,8y(r)=1:7(2r)=0,7(2r)=1/5， 则 可 以 得 出 解析 解 为 

>> y=dsolve(['D47y+l0*D3y+35*yD2y+50*Dy+24*xy= ,char(uu)] ,... 

'y(O)=1/2”，'Dy(Pi)=1:，:D2y(2xpi)=0: ,DYy(2+xpi)=1/5，) 

如 采用 推手 的 方法 求 Ci 的 值 ， 则 每 个 系数 的 解析 解 至 少 要 写 出 10 数 行 ， 所 以 应 

该 示 用 有 理 式 近似 的 方式 vpa(y,10) 将 方程 的 解析 解 表 示 成 
yt) 社 下 一 es cos(2t 十 1]) 一 ie sin(2t 十 ]) 

一 219.1291604e- 十 442590.9052e-4f + 31319.63786e-2t _ 473690.0889e-3t 


从 表面 上 看 ， 这 里 的 微分 方程 求解 问题 似乎 和 前 面 介绍 的 传递 函数 的 时 域 响 
应 解析 解 好 像 是 同样 的 问题 , 事实 上 ,它们 之 间 是 有 区 别 的 。 因 为 传递 函数 是 建 
世 在 系统 和 输入、 输出 信号 及 其 导数 初 值 均 为 0 的 前 提 下 的 ,所 以 以 前 介绍 的 传递 
晒 数 方法 不 适合 于 求解 上 述 微分 方程 的 解析 解 问 题 。 
例 4-3 前 面 介绍 的 方程 只 含有 实数 极点 ， 其 实 符 号 运算 工具 箱 提 供 的 dusolve() 阳 数 
同样 过 用 于 有 复数 极点 的 微分 方程 解析 解 。 假 设 微分 方程 如 下 


WE 十 59 人 (十 12y(3)(t 十 167(0 上 + 127( 人 (0 十 4 人 的 三 立 ( 四 十 3u 人 6 


血 烟 业 几 
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且 假 设 输入 信号 为 正弦 信号 ut) = sint， 并 假设 (0) = 9(0) = 80) = 4 (0) = 
Vi4(0) = 0， 试 用 解析 方法 来 解 该 方程 。 
求解 用 下 面 的 方法 可 以 求 出 原 微 分 方程 的 解析 解 
>> SYyms 七 Y) U=Ssin(t); uu=3+rdqiff(u)y+3yru 
y=Qsolve(C[L':D5y+5*D4Yy+12*xD3y+16*D2y+12*DY+4*Yy=， Char(uu)]j ,... 
2yY(O0)=0:，)Dy(O)=0:,，D2y(0)=0:,，:D3y(0)=0) ,，:D4y(C0)=07 ) 
其 解析 解 的 数学 描述 为 


12 9 57 12 _ 3 _， 3 
yb 二 一 站 cost 一 区 sint 十 50e- Sint 十 58e cost 十 训 旭 Sint 一 行 妈 “cost 


更 简单 地 ， 解 析 解 可 以 手工 修改 为 
12 9 57 3 12 3 
y( 直 二 一 未 cost 一 天 5 Sin 志 十 ( 员 + )e Sint 十 ER cost 


羡 (的 十 22(0) = 六 二 22 的 一 e- 
(有三 4z(0 十 38 人 (十 4e 一 
求解 线性 微分 方程 组 也 可 以 用 dsolve() 函数 直接 求解 。 上 述 的 线性 微分 方程 组 可 
以 由 下 面 的 MATILAB 语 旬 直接 求解 。 

>> [xj=dsolVve('D2X+2+DX=X+2*xy-exp(- 七 ) : ,DYy=4*+X+3xky+4+eXxPp(- 七 ) ? ) 
这 样 可 以 求 出 方程 的 解析 解 为 

7 人 (人 二 -6te 环 二 Ce 二 Coe+vY6ir Cser(rI+V6jt 

y(t 一 6te 一 -一 Ce 一 十 2 (2 十 V5 Coerv5iit 十 了 (2 四 V6 Coe-(rI+V6)t 十 er 


例 4-4 试 求 线性 微分 方程 组 | 的 解析 解 。 


4.1.2 特殊 非 线 性 微分 方程 的 解析 解 


特殊 的 非 线性 微分 方程 也 是 可 以 用 dsolve() 函数 求解 析 解 的 ,这 样 的 方程 
摘 述 方式 和 前 面 介绍 的 线性 微分 方程 是 -- 致 的 , 描述 了 这 样 的 微分 方程 , 则 可 以 
直接 求解 出 微分 方程 的 解析 解 . 下 面 通过 例子 演示 非 线性 方程 的 解析 解 求解 ， 司 
时 还 将 演示 不 能 求解 的 例子 。 
例 4-5 试 求 出 一 阶 非 线性 微分 方程 守 () = zz 人 (01 = z2 斧 ] 的 解析 解 。 
求解 这 样 简单 的 一 阶 非 线性 方程 可 以 考虑 用 dsolve() 函数 直接 解 出 。 

>> SyYmS 七 X;) X= 0 Xz#(1-X ”2) 7 ) 
该 微分 方程 的 解析 解 为 2 三 士 1/VET+Cie-24。 

其 实 ， 铺设 政 交 居 最 全 下 例如 将 等 号 右 侧 加 上 1， 则 可 以 用 下 面 的 语句 试 解 
该 方程 。 读 者 会 发 现 原 始 的 微分 方程 是 没有 解析 解 的 。 


>> SymS 七 X;  X=dsolVve(:DX=Xxk(1-x>2)+172) 


4.2 微分 方程 问题 的 数值 解法 


下 


这 时 出 现 警 告 信 息 “Expliicit solution could not be found”， 说 明 原 方程 不 存在 解析 解 。 
2 
例 4-6 考虑 著名 的 Van der Pol 方程 人 上 + LT 一 旧 二 2 的 三 0， 斌 用 
qsolve() 函数 求解 它 ， 看 看 能 得 出 什么 结论 。 
求解 由 前 面 的 讨论 可 见 ， 似乎 所 有 的 微分 方程 都 可 以 直接 用 MATLAB 语言 提供 的 
强大 的 dsolve() 函数 求解 ， 这 样 很 自然 地 想到 一 般 非 线性 微分 方程 的 解析 解 问题 。 
对 前 面 给 出 的 Van qdqer Pol 方程 ， 用 户 尝试 如 下 的 MATLAB 命令 ， 也 将 得 出 原 
徽 分 方程 无 解析 解 的 提示 。 
>> Syms y muij y=dsolVve(:D27+mu#k(4y ~2-1)Dy+y 1) 
这 时 将 给 出 警告 信息 ， 表 示 原 方程 没有 解析 解 。 
可 见 ， 微 分 方程 解析 解 求解 函数 dsolve() 并 不 能 直接 应 用 于 一 般 非 线性 方 
程 的 解析 解 的 求解 ， 因 为 它们 的 解析 解 确 实 不 存在 。 所 以 非 线性 微分 方程 只 能 用 
数值 解法 去 求解 ,即使 看 起 来 很 痪 单 的 非 线 性 微分 方程 也 是 没有 解析 解 的 ， 只 有 
极 特殊 的 非 线 性 微分 方程 解析 可 解 。 下 面 将 集中 介绍 和 苔 类 非 线 性 微分 方程 的 数 便 
解 方法 。 


4.2 ”微分 方程 问题 的 数 全 解法 


前 面 介 绍 了 微分 方程 的 解析 解 方法 ， 同 时 也 指出 很 多 非 线 性 微分 方程 是 不 
存在 解析 解法 的 ， 需 要 使 用 数值 解法 对 之 进行 研究 。 从 本 节 开 始 着 重 讨论 基于 
MATLAB/Simulink 语言 的 各 关 微 分 方程 的 数值 解 方法 。 


4.2.1 微分 方程 问题 算法 概述 


一 般 微分 方程 的 数值 解法 很 大 -类 是 天 于 微分 方程 初 值 问题 的 数值 解法 ,这 
头 问题 需要 用 一 阶 显 却 的 微分 方程 组 来 描述 为 


ZU) 二 天 (个 () (4-2-1) 
其 中 , 2 人 提 三 [ifbza 人 (tazo(] 称 为 状态 向 量 , 方程 左 侧 是 状态 变量 的 一 
除 导 数 向 量 。 右 侧 的 函数 产 () = 万 ( 人 万 人 站. 态 ( 让 可 以 是 任意 非 线性 函数 。 
押 谓 初 值 问 题 是 指 , 郑 已 知 初始 状态 cno = [2(0) ,nm(0)]T， 用 数值 求解 方法 
求 出 在 茶 个 时 间 区 间 4 eE [0, 帮 ] 内 各 个 时 刻 状态 变量 zfb) 的 数值 ,这 里 十 又 称 为 
终止 时 间 。 

对 多 元 非 线性 常 微分 方程 初 值 问 题 来 说 ，PEuler 算法 是 最 直观 的 一 类 求解 算 
法 。 虽 然 仿 算法 比较 简单 ,但 对 理解 其 他 复杂 的 微分 方程 算法 是 很 有 帮助 的 ， 故 
这 里 将 以 Euler 算法 为 例 介 绍 微分 方程 初 值 问题 的 数值 算法 。 
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假设 已 知 在 如 时 刻 系 统 状 态 向 量 的 值 为 z(t 如 )， 者 选择 一 个 很 小 的 计算 步 长 
六 ， 则 可 以 将 微分 方程 左 侧 的 导数 近似 为 (zf 加 十 六 一 zt))7(t 十 严 一 如)， 代 入 
傲 分 方程 则 可 以 解 出 在 如 十 闵 时 刻 方 程 的 近似 解 为 


人 (to 十 及) 一 (to ) 十 彤 耻 (t0， ZI(to) (4-2-2) 


更 严格 地 , 因为 这 样 的 近似 解 是 存在 误差 的 , 所 以 可 以 写 出 在 如 十 刀 时 刻 系 
统 状态 向量 的 但 为 


Z(t 如 十 用 三 多 (加 十 帮 ) 十 有 三 Zoo 十 六 二 zo) 十 瑟 o (4-2-3) 


简 记 zi 三 Z(t 如 十 由) 则 全 三 他 (t 十 大 ) 为 系统 状态 向 量 在 如 十 疡 时刻 的 近似 值 ， 
亦 即 数值 解 。 可 见 ，o 为 数值 解 的 舍 入 误差 。 在 实际 解法 中 为 简单 起 见 ， 经常 可 
以 舍 奔 记号， 而 将 数值 解 直接 记 为 zi。 
一 般 地 , 假设 已 知 在 太 时 刻 系统 的 状态 向 量 为 mx， 则 在 太 十 六 时 刻 Euler 
算法 的 数值 解 可 以 写成 
Th+1 一 2 十 卢 Frk (4-2-4) 


这 样 ， 用 友 代 的 方法 可 以 由 给 定 的 初 值 问题 逐步 求 出 在 所 选择 的 时 间 段 
tc [0.7] 内 各 个 时 刻 如 十 太 ,t 十 21: 处 的 原 问 题 数 值 解 。 
坦 高 数值 解 精度 的 一 种 方法 是 减 小 步 长 六 的 值 。 然 而 ， 并 不 能 无 限制 地 减 小 
凡 的 值 , 这 主要 有 两 个 原因 和 : 
岂 减 慢 计算 速度 因为 对 选 定 的 求解 时 间 而 言 ， 减 小 步 长 就 意味 着 增加 在 这 
个 时 间 段 内 的 计算 点 数目 ， 故 计算 速度 减 慢 。 
@) 增加 累积 误差 ”因为 不 论 选 择 多 小 的 步 长 , 所 得 出 的 数值 解 都 将 有 一 个 会 
入 误差 减 小 计算 步 长 则 将 增加 计 管 的 次 数 ， 从 而 使 得 整个 计算 过 程 的 舍 
入 误差 的 登 加 和 传递 次 数 增多 , 产生 较 大 的 累积 误差 。 舍 入 误差 、 累 积 误 
兰 和 总 误差 关系 的 示意 图 如 图 4-1 所 示 。 





， 生 一 步 求解 结果 二 k+1 
十 nn 
吕 芝 NN | 7) 
NAN 7 两 步 求解 结果 企 k 上 1 
NAN _， / 售 入 误差 
总 的 误 状 / 
人 
-一 系 什 误 兰 才 1 
一 一 一步 长 有 大 二 t 十 只 和 
图 4-1 误差 示意 图 图 4-2 变 步 长 示意 图 


所 以 在 对 微分 方程 求解 过 程 中 , 应 采取 下 列 措施 : 


1 微分 方程 问题 的 数值 解法 153 
J 选择 适当 的 步 长 ”采用 像 Euler 法 这 样 简单 的 算法 时 ,应 适当 地 选择 步 长 ， 
既 不 能 太 大 ， 又 不 能 太 小 。 
@) 改进 近似 算法 精度 ”由 于 Euler 算法 只 是 将 原 积 分 问题 进行 梯形 的 近 
似 ， 其 近似 精度 很 低 ， 从 而 不 能 很 有 效 地 逼近 原始 问题 。 可 以 用 各 种 更 
精确 的 插值 方法 来 取代 Euler 算法 ， 从 而 改进 运算 精度 。 比 较 成 功 的 是 
Runge-Kutta 法 、Adams 法 等 。 
@) 采用 变 步 长 方法 “前面 提 及 “适当 ”地 选择 步 长 ， 这 本 身 就 是 个 模糊 的 概 
念 , 如 何 适 当地 选择 步 长 取决 于 经 验 。 事 实 上 , 很 多 种 方法 都 允许 变 步 长 
的 求解 ， 如果 误差 较 小 时 ,可 自动 地 增 大 步 长 ， 而 误差 较 大 时 再 自动 减 小 
步 长 ， 从 而 精确 、 有 效 地 求解 给 出 的 常 微 分 方程 初 值 问题 。 
一 般 变 步 长 算法 的 原理 如 图 4-2 所 示 。 已 知 太 时 刻 的 状态 变量 zi ， 则 先 在 
某 步 长 屎 生计 算出 丸 十 疡 时刻 的 状态 变量 吉 ， 。 另 外 , 将 步 长 变 成 原来 步 长 的 一 
半 ,， 分 两 步 从 zx 计算 出 太 十 产 时 刻 的 状态 变量 如 ,1i。 如 果 两 种 运算 步 长 下 的 误 
寿 e = | 人 kr+l 一 公 +i| 小 于 给 定 的 误差 限 , 则 可 以 采用 该 步 长 或 适当 增 大 步 长 ,如 
朱 误 老大 , 则 进一步 减 小 步 长 。 自 适应 变 步 长 算法 可 以 较 好 地 解决 计算 速度 问题 ， 
态 外 能 保证 计算 的 精度 。 


4.2.2 四 阶 定 步 长 Runge-Kutta 算法 及 NIATLAB 实现 


由 阶 定 步 长 的 Runge-Kutta 算法 是 传统 数值 分 析 课 程 和 系统 仿真 课程 中 经 
种 介绍 的 算法 ,被 认为 是 求解 微分 方程 的 一 种 有 效 的 方法 ,该 算法 结构 很 简单 , 可 
以 先 定 义 如 下 4 个 附加 向 量 : 


斥 ) 一 六 大 (友人 让 ) 
凡 乒 
太 : -一 用 扩 Le 十 林 ， 十 也 
pa 


凡 
Ka 一 几 丰 [ 十 YA 十 衬 ) 


有 一 态 F 二 挛 2k 十 天 3;) 


(4-2-5) 


其 中 , 忆 为 计算 步 长 , 在 实际 应 用 中 该 步 长 是 -个 常数 , 这 样 由 四 阶 Runge-Kutta 
算法 可 以 求解 出 下 一 个 步 长 的 状态 变量 值 为 


] 
2 一 了 十 (Sa 十 2 大。 十 2 太 : 十 太 1 (4-2-6 


这 样 , 用友 代 的 方法 由 给 定 的 初 值 问 题 逐步 求 出 在 所 选择 的 时 间 段 tc [全 局 
内 各 个 时 刻 如 十 产 .t 十 2 处 的 原 问题 数值 解 。 
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有 了 上 面 的 数学 算法 ， 则 可 以 用 MATELAB 语言 编写 出 该 算法 的 函数 如 下 :; 


function [tout,youtj]=rk_d4kodefile,ts,YyO0) 
toO=ts(1) ; th=ts(2); yout= 上 日 ; tout= [ ; 
if Jength(ts)==3，h=ts(3); else，h=(ts(2)-ts(t))/V/100; th=ts(2) ,enq 
for t=[t0:hi:thbj] 
K1=hrfeval(odefile, 七 ,yO) ; 
Kk2=h*feval(odefile,t+h/2,yO+O0.5*#Kl) ; 
K3=h*rfeval(odefile,t+hV/2,yO+0.5*rK2) ; 
Kk4=h*rfeval(odefile,t+h,yO+K3) ; 
yO=yO+(Kl+2*+Kk2+2*+k3+Kk4)V6; yout=[yout; yY07I] ;tout=[tout ;七 ] ; 
en 中 


其 中 , tspan 可 以 有 两 种 构成 方法 , 第 一 种 方法 可 以 是 一 个 等 间距 的 时 间 向 量 ; 第 
二 种 方法 是 tspan=[to, 姻 , 门 ， 其 中 , 如 和 为 计算 的 初始 和 终止 值 , 疡 为 计算 
步 长 ,odefile 是 一 个 字符 串 变 量 ， 为 表示 徽 分 方程 的 文件 名 ， 20 是 初 值 列 同 量 。 
师 数 调用 完成 后 ,时 间 向 量 与 各 个 时 刻 状 态 变量 构成 的 矩阵 分 别 由 tout 和 yout 
返回 。 

该 算法 看 似 简单 ， 然 而 从 求解 数值 问题 的 效果 看 ， 该 算法 不 是 一 个 较 好 的 方 
法 ， 故 一 般 不 使 用 该 方法 ,后 面 将 通过 例子 演示 微分 方程 求解 方法 ， 并 和 现成 的 
MATLAB 图 数 进行 对 比分 析 。 


4.2.3 一 阶 答 分 方程 组 的 数值 解 


这 里 和 先 给 出 一 种 微分 方程 求解 的 高 精度 变 步 长 四 阶 五 级 Runge-Kuttar- 
Felhberg 算法 ， 然 后 着 重 介 绍 如 何 用 MATLAB 语言 的 函数 直接 求解 方法 与 实 
例 , 并 将 介绍 非 线 性 微分 方程 收敛 性 的 仿真 研究 结果 。 

1. 四 阶 五 级 Runge-Kutta-Felhberg 算法 

德国 学 者 Felhberg 对 传统 的 Runge-Kutta 方法 进行 了 改进 出, 在 每 一 个 计 
算 步 长 内 对 卢 (.) 函数 进行 6 次 求 值 ， 以 保证 更 高 的 精度 和 数值 稳定 性 ， 该 算法 又 
称 为 四 阶 五 级 RKEF 算法 。 假设 当前 步 长 为 站,， 则 可 以 定义 下 面 6 个 大 变量 : 


?一 1 
乒 ， -一 六 [ 十 Qi 有 彤 ，P 十 4 2 一 一 | . 2 机 ,6 (4-2-7) 


三 | 


式 中 ， 大 为 当前 计算 时 刻 ， 中 间 参 数 (Ci / 态 7 及 其 他 参数 由 表 4-1] 给 出 ， 其 中 ， Ci 
[0 参数 对 又 称 为 Dormand-Prince 对 。 这 时 下 一 步 的 状态 向 量 可 以 由 下 式 求 出 。 


6 
KE+1L 一 人 有 十 >》 民 (4-2-8) 
?一 ] 
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表 11 四 阶 五 级 RRF 算法 系数 表 






Qt /1 记 人 了 

0 16/1135 25/216 
1714 1714 0 0 
378 37132 97132 6656/12825 14087/2565 


127/13 | 1932/12197 一 7200/2197 7296712197 28561/156430 | 21977/4104 
1 4397/216 一 六 368071513 ”一 84574104 一 /50 一 175 


1 /2 8/27 2 -3544/2565 1859/4104 -117140 2/155 0 


当然 ,直接 采用 这 一 方法 为 定 步 长 的 方法 。 在 实际 问题 中 往往 希望 在 一 些 情 
涡 下 (如 解 变 化 很 快 时 ) 采用 较 小 的 步 长 ， 而 在 另 一 些 情况 下 (如 解 的 变化 很 缓慢 
时 ) 采用 较 大 的 步 长 ， 这样 做 既 可 以 保证 较 高 的 精度 ， 又 可 以 保证 较 高 的 运算 速 


度 。 在 此 算法 中 , 定义 一 个 误差 向 量 eg = >》 (3 一 这 )R， 可 以 由 它 的 大 小 来 变换 


计算 步 长 , 所 以 这 种 能 自动 变换 步 长 的 方法 又 称 为 自 适 应 变 步 长 方法 。 

定 步 长 算法 相当 于 用 开 环 控制 的 思想 求解 微分 方程 , 选 定 步 长 后 将 不 考虑 计 
算是 不 是 有 误差 , 也 不 考虑 误差 是 否 能 被 接受 ，- 味 采用 单一 步 长 计算 全 程 。 而 变 
步 长 算法 则 是 采用 由 误差 作为 监测 指标 的 闭环 控制 思想 , 在 计算 过 程 中 修正 步 长 ， 
使 得 预期 的 计算 精度 得 以 保证 ， 同 时 由 于 采用 变 步 长 思想 , 所 以 大 部 分 问题 的 求 
解 时 间 将 明显 盎 得 ， 因 为 在 计算 过 程 中 在 保证 计算 精度 的 前 提 下 也 人 允许 大 步 长 。 
2. 基于 MATLAB 的 微分 方程 求解 丽 数 

MATLAB 下 来 解 一 阶 微分 方程 组 初 值 问 题 数 值 解 的 最 常用 的 方法 是 


ode45() 函数 ， 该 图 数 实现 了 前 面 介绍 的 变 步 长 四 阶 五 级 RKEF 算法 ， 可 以 采 
用 变 步 长 的 算法 求解 微分 方程 。 该 函数 的 调用 格式 为 


上 t,zZ]=ode45(Fun, [to , 帮 ] ,mo ) % 直接 求解 
[L,7]=ode45 (Fun , [to, 女 ] ,zzo ,options) X 市 有 控制 选项 
[t,Z]=ode45(Fun , [to, 女 ] ,zo,options ,Di po. ) 《% 带 有 附加 参数 


其 中 , 微分 方程 应 该 用 MATILAB 函数 Fun 、inline() 或 匿名 函数 按 指定 的 格式 
描述 , 有 关 该 函数 的 编写 方法 后 面 将 通过 例 了 专门 介绍 ， [to, 女 ] 描述 微分 方程 求 
解 的 区 间 ,， 如 果 只 给 出 一 个 值 去 则 表示 初始 时 刻 为 和 三 0,， 终止 时 刻 为 友 的 问题 
求解 。 为 使 得 微分 方程 能 够 求解 ,还 应 该 已 知 初 值 问题 的 初始 状态 变量 wz, 。 另 外 ， 
该 图 数 还 允许 二 < 如, 即 可 以 认为 加 为 终 值 时 刻 , 二 为 初始 时 刻 ， 故 ze 表示 状态 


变量 的 终 值 , 故 该 函数 可 以 直接 求解 终 值 问题 。 


求解 一 阶 显 式微 分 方程 组 的 关键 是 用 MATLAB 语言 编写 一 个 函数 ， 描 述 需 


162 .第 全 章 . 常 微分 方程 问题 的 计算 机 求解 
要 求解 的 微分 方程 组 。 该 函数 的 入 口 应 该 为 ” 
function zd=funname(t ,PP) % 不 需 附 加 变量 的 格式 
function Zd=funnamett,Z,flag,D1,D2，) 可 以 使 用 附加 变量 


其 中 , 二 是 时 间 变 量 或 自 变 量 ， 即 使 需要 求解 的 微分 方程 不 是 时 变 的 , 也 需要 给 出 
t 占 位 , 否则 在 变量 传递 过 程 中 将 出 现 问题 。 变 量 z 为 状态 向 量 , 返回 的 zs 为 状 
态 回 量 的 导数。flag 一 般 用 来 控制 求解 过 程 , 可 以 用 其 给 初始 状态 赋值 。 

在 微分 方程 求解 中 有 时 需要 对 求解 算法 及 控制 条 件 进行 进一步 设置 ， 这 
可 以 通过 求解 过 程 中 的 options 变量 进行 修改 。 初 始 options 变量 可 以 通过 
odeset() 图 数 获取 ， 该 变量 是 一 个 结构 体 变 量 ， 其 中 有 众多 成 员 变量 , 表 4-2 中 
列 出 了 常用 的 一 些 成 员 变 量 。 


表 4-2 稍微 分 方程 求解 函数 的 控制 参数 表 


参数 名 参数 说 明 


RelTol 为 相对 误差 容许 上 限 , 默认 值 为 0.001 ( 即 0.1 务 的 相对 误差 )， 在 一 些 特殊 的 微分 方程 求 
解 中 , 为 了 保证 较 高 的 精度 ,还 应 该 再 适当 减 小 该 值 , 如 le-8 或 1e-6 


AbsTol 为 一 个 向 量 ， 其 分 量 表示 每 个 状态 变量 允许 的 绝对 误差 ,其 默认 值 为 10-6。 当 然 可 以 自 
由 设置 其 值 ,以 改变 求解 精度 


Maxstep 为 求解 方程 最 大 允许 的 步 长 
Mass 微分 代数 方程 中 的 质量 和 矩阵， 可 用 于 描述 微分 代数 方程 
Jacobian | 为 描述 Jacobi 矩阵 函数 Dj / Dme 的 函数 名 ,如 果 已 知 该 Jacobi 第 阵 ， 则 能 加 速 仿 真 过 程 





修改 该 变量 有 两 种 方式 ， 其 一 是 用 odeset() 函数 设置 ， 其 二 是 直接 修改 
options 的 成 员 变 量 。 例 如, 若 想 将 相对 误差 设置 成 较 小 的 10-7,， 则 需要 给 出 
options=odeset (RelTol, ,1e-7) % 或 更 直观 地 


opPt1onSs=odeset ; options .RelTo1l=1e-7， 


表示 , 在 编写 方程 函数 时 也 应 该 一 一 对 应 地 写 出 , 在 这 种 调用 格式 下 还 应 该 使 用 
flag 变量 占 位 。 后 面 将 通过 例子 详细 介绍 相关 的 调用 格式 。 
例 4-7 考虑 著名 的 Ra6ssler 方程 ， 其 数学 表达 式 为 


之 二 一 V 人 一 2 人 ( 昌 
y 人 一 Z( 世 一 0g( 
2 一 D 十 [的 一 cz 人 


全 在 带 有 附加 参数 时 ,匿名 函数 和 M- 函 数 与 inline() 晒 数 的 入 口语 句 是 不 相同 的 ,后 二 者 在 
附加 参数 前 还 应 该 有 一 个 flag 变量 占 位 ,而 匿名 函数 不 能 写 这 个 flag 变量 。 
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和 和 和 和 曲 血 和 证 有 和 二 


选 定 Q=8=0.2,c=5.7， 且 zl0)=V(0) 一 2(0)=0。 斌 仿真 该 系统 ， 绘 制 出 系统 的 时 
域 响 应 和 相 空 间 轨迹 。 

求解 该 方程 是 非 线性 微分 方程 ,所 以 不 存在 解析 解 ， 只 能 用 数值 解法 求解 。 若 想 用 数 
值 算 法 求解 该 微分 方程 ， 首 先 应 该 引入 状态 变量 向 量 ， 如 2Z1 =22Za 一 芒 Z3 一 2， 这 
样 ， 原 微分 方程 可 以 写成 如 下 的 一 阶 显 式微 分 方程 组 


根据 这 样 的 方程 组 ， 可 以 按 下 面 的 格式 编写 出 一 个 MATLAB 函数 rossler.m 来 描述 


上 面 


的 微分 方程 模型 。 其 内 容 为 

function dx=rossler(t,x) % 虽然 不 显 含 时 间 ， 还 应 该 写 出 占 位 

dx=[-x(2)-x(3); % 对 应 方程 第 一 行 , 直接 将 参数 代入 
x(1)+0.2*x(2); 0.2+(x(1)-5.7)*xx(3)]; % 其 余 两 行 


这 时 ， 可 以 幸 用 微分 方程 数值 求解 函数 ode45() 对 rossler() 函数 描 述 的 系统 


进行 数值 求解 ， 并 将 结果 进行 图 形 显示 。 


其 中 ， 


>> tt_final=100; xo=[0;0;0]j; opt=odeset; opt.RelTol=le-8; 
[t,xj=ode45(@rossler, [0,t_final] ,x0,opt); plot(t,x) ， 
figure; plot3Cx(C: ,1),x(: ,2),X(: ,3))， 

t-final 为 设 定 的 仿真 终止 时 间 ，x0 为 初始 状态 。 第 一 个 绘图 命令 绘制 出 系统 


的 各 个 状态 的 时 间 响 应 曲线 图 ,如 图 和 3 (a) 所 示 。 第 二 个 绘图 命令 可 以 绘制 出 三 个 状 


态 的 


相 空 间 曲 线 ， 如 图 43 (b) 所 示 。 可 以 看 出 ， 看 似 很 复杂 的 三 元 一 阶 常 微分 方程 组 


的 数值 解 问题 由 几 条 简单 直观 的 MATLAB 语句 就 求解 出 来 了 。 此 外 ， 用 MATLAB 
语言 还 可 以 轻易 、 直 观 地 将 结果 用 可 视 化 方式 直接 显示 出 来 。 


20 ， 


到 | 人 中 5 





人 持 、 
1 20 4 60 80 。 
Ca) 状态 变量 的 时 间 曲 线 (b) 系统 响应 的 相 空 间 表 示 


图 4-3 Rossler 方程 的 仿真 结果 


104. .第 生生 .第 微分 方程 问题 的 计算 机 求解 
其 实 ， 观 款 相 空间 轨迹 走行 的 最 好 方法 是 采用 comet3() 函数 绘制 动画 式 的 轨迹 ， 
故 可 将 最 后 一 个 语句 改 成 comet3(x(: ,1),x(:,2),x(: ,3))。 
从 前 面 的 微分 方程 求解 实例 看 ， 如 果 能 建立 一 个 描述 微分 方程 的 MATLAB 
困 数 ， 则 调用 odue45() 将 立即 得 出 该 微分 方程 的 数值 解 。 可 以 看 出 ， 编 写 一 个 
MAJILAB 函数 来 描述 微分 方程 是 常 微分 方程 初 值 问题 数值 求解 的 关键 。 下 面 将 
介绍 能 描述 微分 方程 的 另 一 种 方法 : 艾 名 函数 定义 方法 。 
例 4-8 考虑 例 47 中 给 出 的 R6ssler 方程 ， 试 用 匿名 函数 描述 该 方程 ， 并 求 出 该 微分 
方程 的 数值 解 ， 与 前 面 的 结果 进行 比较 。 
求解 可 以 用 rossler() 阴 数 或 用 下 面 的 语句 直接 定义 该 方程 。 
>> f1=@(t,x) [-x(2)-x(3); x(t)+0.2*xx(2); 0.2+(x(1)-5.7)*x(3)] : 
其 中 ,fl 为 生成 的 函数 名 ， 可 以 用 ode45() 这 类 微分 方程 求解 函数 直接 调用 。 这 里 自 
变量 仍 为 上 和 mr， 微分 方程 的 函数 内 容 一 行 显示 不 下 ， 故 将 其 拆 成 两 行 显示 。 定 义 了 微 
分 方程 模型 ， 就 可 以 通过 下 面 的 语 提 求解 这 个 微分 方程 了 。 采 用 下 面 的 命令 ， 将 得 出 
与 例 47 完全 一 致 的 结果 。 
>> 上 t_final=1l00; Xx0O=[0;0;0] ， Lt,Xx]j=ode45(fl, [0,t_final] ,x0,opt) ; 
Plot(t,Xx) ，figure; plot3Gx(G: 1) ,xx(C: ,2) ,X(: ,3)) ， 
3. MAILAB 下 市 有 附加 参数 的 微分 方程 求解 
在 基于 MATLAB 语言 的 微分 方程 求解 中 ,引入 附加 参数 的 目的 是 ,， 若 微分 
方程 的 茶 些 参 数 可 以 选择 不 同 的 值 ， 对 不 同 值 求解 时 考虑 附加 参数 可 以 避免 每 次 
修改 模型 文件 。 例 如 , 例 4-7 中 给 出 的 Rassler 方程 中 , a,5 c 可 以 看 成 附加 参数 ， 
这 梓 和 在 表示 它们 的 变化 时 , 无 需 修 改 描 述 原始 微分 方程 的 MATLAB 函数 ， 而 只 
需 在 调用 微分 方程 求解 时 从 外 部 修改 它们 的 参数 即 可 。 
例 4-9 试 编写 带 有 附加 参数 的 MATLAB 函数 来 描述 例 47 中 的 R6ssler 方程 ， 并 利 
用 该 邓 数 研究 分 别 求解 在 该 例 中 给 定 参 数 下 和 一 组 新 参数 na = 0.3.0 = 2c=3 下 
Rossler 方程 的 数值 解 。 
求解 选 定 附加 参数 为 uc， 根据 上 述 的 微分 方程 猫 述 格式 ， 可 以 编写 出 如 下 的 
MATILAB 邓 数 ， 来 描述 给 出 的 常 微分 方程 组 。 
>> 于 2=@It,X,ab,c)[-x(2)-x(3); x(t)+akx(2); b+(x(1)-c)*x(3)]， 
这 样 求 解 徽 分 方程 的 语句 可 以 类 似 地 修改 为 ， 
>> t_tlnal=100; x0=[0;0;0];，a=0.3; b=2; c=3， opt=odeset ; 
opt .RelTolL=1e-8， 比 ,xj=ode45(f2, [0,t_final] ,x0,opt,a,b,c)， 
Plot(t,X) ，figure; Plot3(x(: ,1),x(:,2),x(: ,3))， 
这 时 得 出 的 二 维和 三 维 曲线 ， 如 图 44(a)、 图 44 (b) 所 示 。 
4. 在 控制 理论 中 证 明 收 敛 的 微分 方程 仿真 研究 
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(a) 状态 变量 的 时 间 啊 应 图 (b) 相 衬 间 三 维 图 
图 4-.4 新 参数 下 Rassler 方程 的 仿真 结果 图 示 


第 3 章 给 出 了 非 线性 系统 的 Lyapunorv 稳定 性 验证 方法 , 这 里 将 通过 实际 例 
子 , 利用 仿真 方法 研究 方程 收 伍 的 有 具体 模式 和 收敛 速度 。 


zi 一 一 1(Z1 十 3) 十 To 


例 4-10 考虑 例 3-57 中 研究 的 微分 方程 模型 1 ， 在 该 例子 


i2 一 一 Z1 一 了 2(Z1 十 2) 
中 已 经 证 明 ， 该 系统 是 新 近 稳 定 的 ， 斌 研究 不 同 初 值 下 的 系统 收敛 速度 。 
求解 由 给 定 的 微分 方程 可 以 立即 建立 起 MATLAB 拷 述 。 随 机 选 定 10 个 初始 状态 ， 
则 可 以 绘制 出 系统 的 相 平 面 曲 线 ， 如 图 45 (al 所 示 。 可 见 ， 由 各 个 初始 状态 出 发 的 相 
平面 曲线 均 将 渐 近 地 收敛 到 原点 。 
>> 了 =Q@(\t,X)L-XxA1)*(X(C1) ”2+X(2) ”2)+X(2);i -X(C1)-x(2)*(xX(1) ”2+xX(2) ”2)]， 
X10O=floor(10*rand(10 ,1)); XxX20=floor(C10*Trand(ti0 ,1))， 
tor LI=1:190 
[t ,xj=ode45(F, [0,10] ,[x10(i); x20(i)]) ; 
Plot(Gx(: ,1) ,xx(: ,2))，hold on 
enda 
现在 观察 其 中 一 条 相 平 面 曲 线 的 收 敏 情况 ,设置 终 值 时 间 为 1000 秒 ， 则 将 得 出 
如 图 4.5 (b) 所 示 的 相 平 面 曲线 ， 可 见 ， 虽 然 理 论 上 相 平面 曲线 渐 近 收 化 到 原点 ， 但 收 
敛 的 时 间 可 能 无 限 长 。 所 以 ， 系 统 的 渐 近 稳定 性 并 不 是 系统 性 能 的 惟一 指标 。 
>> 比 ,xjJ=odqe454F , [90 ,1000] , [x10GCi) xx20(0)]); plot(x(: 1) ,x(C: ,2)) 


4.2.4 微分 方程 转换 


由 前 面 介 绍 的 微分 方程 求解 函数 和 微分 方程 标准 型 可 见 ， 如 果 常 微分 方程 由 
一 个 或 多 个 融 阶 常 微 分 方程 给 出 ， 要 得 出 该 方程 的 数值 解 ， 则 应 该 先 将 该 方程 变 
换 成 一 阶 显 式 常 微分 方程 组 。 这 里 将 分 两 种 情况 加 以 考虑 。 

1. 单个 高 阶 和 党 向 分 方程 处 理 方 法 
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一 | 
一 | 册 | 立 3 作 


(a) 不 同 初始 状态 的 相 平面 曲 线 (b) 系统 相 平 面 的 收敛 情况 
图 4-5 给 定 非 线性 系统 的 相 平面 研究 
假设 一 个 吉 阶 党 微分 方程 的 - - 般 形 式 为 
8 一 太 ， 2 2/ 站 gm ) (4-29) 


用 已 知 葵 出 变量 y 父 的 各 阶 导数 初始 值 为 V(0),8(0)… ,ye2-50(0)， 则 可 以 选择 
一 组 状态 变量 zi = y za = Zn = yn" 0)， 这样 ,就 可 以 将 原 高 阶 常 微分 方 
程 模型 变换 成 下 面 的 一 阶 方程 组 形式 


Z1 一 2 
Za 一 03 

(4-2_10) 
Tn 一 太 二 DZ2 , 和 


且 初 值 zl(0) = y(0), zz(0) = 80)，…，zn(0) = VD(0)。 这 样 , 变换 以 后 可 以 

接 求 取 蛛 方程 的 数值 解 了 。 

例 4-11 试用 数值 方法 求 出 Van der Pol 方程 站 +H2 -1U+y = 0 的 解 ， 已 知 
yj(0) = 一 0.2,7(0) = -0.7。 

求解 例 46 中 已 经 演示 过 ,该 方程 没有 解析 解 ， 所 以 不 能 用 解析 方法 求解 该 方程 ， 只 

有 依靠 数值 解法 了 。 因 为 该 方程 不 是 一 阶 显 式微 分 方程 组 ， 所 以 需要 对 该 方程 进行 变 

换 。 选 衬 状 态 变量 Zl1 = yza 三 V， 则 原 方 程 可 以 变换 成 


| 志 1 一 

za 一 一 UL(z1 一 1)za 一 2Zl 

这 里 的 凡 是 一 个 可 变 参 数 ， 如 果 对 每 一 个 要 研究 的 几 值 都 编写 一 个 函数 则 显得 不 方 
侵 ， 所 以 应 该 采用 附加 参数 的 概念 将 1 的 值 传 给 该 函数 ， 这 样 可 以 给 出 下 面 语句 来 措 
述 此 微分 方程 。 
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>> ff=Q@(t,xX,mu) [x(2);-muay(x(1) 2-1)*x2)-Xx(CdL)] ; 
可 见 ， 在 邓 数 定义 时 多 了 一 个 mu 项 ， 该 项 应 该 在 ode45() 函数 调用 时 传 给 王 () 
也 数 。 假 定 初 值 为 了 = [一 0.2,--0.7]- ， 则 最 终 的 求解 函数 格式 为 
>> Xx0=[-0.2; -0.7]j; 二 _ finalL=20; 
mu=1T; ftl,ytj=odqe45(f, [0,t_final] ,x0, [ ,muy ; 
mu=2; [t2,y2]=ode45(f, [0,t_finalj ,xo, [] ,muy) ; 
plot(tl1,yl,t2,y2，:: 7) 
figurej PlotCyt(: ,1) ,yl1(4: ,2) ,y2(0:，1)，yY2(4:，2)，: )) 
这 样 ,在 = 1,2 时 的 时 间 响 应 曲线 和 相 平 面 曲 线 分 别 如 图 46 (a)、 图 46 (b) 所 示 。 








(a) 不 同 岂 下 的 时 间 啊 应 曲线 (b}) 相 平 面 曲线 
4-6 不 同 1 值 下 Van der Pol 方程 解 


注意 ， 在 定义 函数 时 应 该 有 个 flag 变量 ， 其 作用 是 用 来 指定 初 值 的 。 即 使 初 值 
不 用 指定 ， 也 必须 有 该 变量 占 位 。 调 用 函数 ode45() 时 也 应 该 给 出 选项 变量 占 人 位。 在 
odqe45() 调用 命令 中 的 附加 变量 个 数 应 该 与 匿名 函数 中 的 附加 参数 个 数 完 全 对 应 ， 香 
则 将 出 现 错误 结果 。 

改变 人 的 值 ,， 令 人 = 1000,， 并 设 仿 真 终止 时 间 为 3000， 则 可 以 采用 下 面 的 命令 求 
解 相 应 的 Van der Pol 方程 。 

>> X0O=[2;0]; t+_ftinal=3000 

mu=1l000j tt,yj=ode45(f, [0,t_fiznal] ,xO0,，[] ,muy) ; 

经 过 长 时 间 的 等 待 ， 发 现 得 出 “Out of memory 的 错误 人 信息， 表明 求解 失败 。 事 
实 上 ， 由 于 变 步 长 所 采用 的 步 长 过 小 ， 而 要 求 的 仿真 终止 时 间 比 较 大 ， 导 致 输出 的 1 
答 阵 过 大 ， 超 出 了 计算 机 存储 空间 的 容 限 。 所 以 ， 这 个 问题 不 适合 采用 ode45() 来 求 
解 ， 后 面 将 采用 刚性 方程 来 解 的 莫 法 来 解决 这 个 问题 。 

2. 高 阶 常 微分 方程 组 的 变换 方法 

这 里 以 两 个 高 阶 微分 方程 构成 的 微分 方程 组 为 例 , 介绍 如 何 将 之 变换 成 一 阶 
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二 有 


显 式 常 微分 方程 组 。 如 果 可 以 显 去 地 将 两 个 方程 写成 


rm 一 站 交 交 Zn-D 9， on 
必 让 (42.10) 


人 一 9 人 忆 ) ， 0 9， 站 90) 


则 仍 提 可 以 选择 状态 变量 必 1 一 山 , 炎 2 二 2 一 TH1 一 ;rr+2 一 
) za 二 yo-D， 将 原 方程 变换 成 


mn 一 Ti， 炎 2 ,mn (4-2-12) 


和 mm 一 9 人 tt， 光 T 光 2 ,Zr nj 


百 对 初 值 进行 相应 的 变换 ， 就 可 以 得 出 所 期 望 的 一 阶 微分 方程 组 了 。 下 面 通过 一 
个 例子 省 示 第 微分 方程 组 的 转换 与 求解 。 
例 4-12 已 知 Apollo 卫星 的 运动 轨迹 (z,Vy) 满足 下 面 的 方程 


上 2 
六 


Mr 人 Z 十 JR-A 
一 一 2 十 一 


盖 2 十 2 一 : 
1 7 2 


HI 
其 中 , 忆 =1/82.45, 好 =1 一 Ji 三 VZ+J ra 一 V(z 一 Hp)2 十 邮 ， 试 在 初 
值 Z(0) = 1.2, zZ(0) = 0, V(0) = 0, 7(0) = --1.04935751 下 进行 求解 ， 并 绘制 出 Apollo 
位 置 的 (z,y) 轨迹 。 
求解 选择 一 组 状态 变量 Z1 三 202 一 TIZ3 一 2 T4 一 2 这 样 就 可 以 得 出 一 阶 常 微分 
方程 组 为 

已 1 一 之 2 

Z2 二 274 十 ZI 一 人 (ZE AVI 一 AZ 一 AN73 

ZX3 一 了 4 


74 一 一 272 十 2Z3 一 Hr23/ri 一 HZ3Nr3 


式 中 , 位 王 VC 二 AH 十 Zr 三 VIA 二 2 且 H=1/82.45, 1 二 1 一 Ho 
有 了 数学 模型 描述 ， 则 可 以 立即 写 出 其 相应 的 MATLAB 函数 如 下 : 
function dx=apolloeq(t ,X) 
mu=1/82.45; ml1=1-mu， 
rl=Sqrt(C(CX(1)+ma) “2+X(3) 2) ;iTr2=sqrt((x(C1)-mul)*2+X(3)、2)， 
qdX=[x(2) ; 2*Xx(4)+Xtl)-mnulr(x(1)+mnu)Vrt 3-nukx(x(1)-mut)/r2”3， 
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是 四 


Xt4); -2*+rX(2)+X(L3)-mual*rx(3)7T1” 3-mukyXx(3)7VT2”3] ; 


注意 ,这 个 方程 由 于 存在 中 间 运 算 与 变量 ,所 以 不 适合 采用 匿名 邓 数 或 inline() 
函数 进行 描述 ， 只 能 用 NM 函数 的 形式 描述 微分 方程 。 调 用 ode45() 也 数 可 以 来 出 该 
方程 的 数值 解 为 

>> XO=[1.2: 0; 0; -1.04935751】] : 

tic，[t,y]=ode45(@apolloeq, [0,20j ,xz0) ; toc 
1engthkt) ，PpPlotGy(: 1) ,yY(C: 3) ) 
得 出 的 轨迹 如 图 47 (a) 所 示 。 求 解 过 程 为 0.33 秒 ， 共 计算 了 689 个 点 。 

其 实 ， 这 样 直接 得 出 的 Apollo 轨迹 是 不 正确 的 ， 因 为 这 时 ode45() 函数 选择 的 
默认 精度 控制 RelTol 设置 得 太 大 ， 从 而 导致 较 高 的 误差 传递 ， 最 终 导 致 错误 的 结果 。 
如 果 想 得 出 正确 的 结果 ,应 该 减 小 RelTol 的 值 ， 例 如 将 其 减 小 到 10-6， 使 用 下 面 的 
语句 进 行 仿真 研究 。 

>> opt1lons=odeset; 0options.RelTol=le-6; 
tic，[tl,ylj=odqe45(Q@apolloeq, [0,20] ,x0,options); toc 
1engthtt1)，Plot(Cy1(:，1) ,ylL(: ,3))， 
得 出 的 轨迹 如 图 47 (b) 所 示 ， 这 时 所 需求 解 时 间 0.7 秒 ， 计 算 点 数 1873 人 个。 可见 ， 在 
新 的 黑 认 精度 下 结果 是 完全 不 同 的 。 这 时 ， 再 进一步 减 小 精度 控制 误差 限 也 不 会 有 太 
大 的 改进 了 。 所 以 在 仿真 结束 后 有 时 有 必要 减 小 精度 误差 限 RelTo1l， 看 看 得 出 的 结果 
羡 否 还 相同 , 依 此 判定 这 样 选择 的 精度 要 求 是 否 合适 ， 否 则 对 求解 结果 是 否 正 确 没有 
把 握 。 





上 人 炳 人 直 = 一 一 

0 全 上 [ 必 忆 ， Fo 妨 个 
一 一 四 

| | 

| 


1.5 -了 一 一 人 .3 上 口 .3 ] 1 .3 


(a) 默认 控制 参数 下 的 仿真 结果 (错误 结果 ) (b) 改变 精度 设置 后 的 结果 
图 4-7 不 同 精度 要 求 下 绘制 的 Apollo 轨迹 图 


用 下 面 的 AIAILAB 命令 还 能 求 出 求解 全 程 所 采用 的 最 小 步 长 ， 并 可 以 绘制 出 计 
算 步 长 的 曲线 ， 如 图 48 所 示 。 
>> min(diff(tl))，Pplot(tt(li:end-1) ,diff(t1)) 





170 第 4 章 常 微 分 方程 问题 的 计算 机 求解 


本 和 


图 4-8 仿真 过 程 中 的 计算 步 长 


可 见 最 小 步 长 为 1.89x10-。 从 得 出 的 图 形 可 以 看 出 变 步 长 算法 的 意义 ， 即 在 需要 小 
步 长 时 取 小 步 长 ， 而 变换 缓慢 时 取 大 步 长 计算 ， 这 样 就 可 以 保证 以 高 效率 求解 方程 。 

由 给 出 的 计算 步 长 图 可 以 看 出 ， 部 分 时 间 段 用 了 大 于 0.04 的 步 长 ， 这 是 一 般 定 步 
长 计算 问题 求解 中 不 敢 使 用 的 大 步 长 。 为 了 保证 某 些 具体 时 间 点 上 的 计算 精度 ， 还 会 
自动 采用 2 x 10 一 的 小 步 长 。 换 言 之 ,在 这 些 点 上 如 果 采 用 比 该 值 大 的 步 长 则 计算 
误差 就 不 能 保证 在 10 之 下 。 考 虑 定 步 长 计算 的 方式 ,如 果 想 保证 10-" 之 下 的 误差 ， 
全 程 选 择 的 步 长 就 应 该 是 这 样 的 值 ， 这 样 计 算 的 点 就 要 达到 10” 个 ， 是 这 里 变 步 长 算 
法 的 56 倍 。 


例 4-13 试用 定 步 长 的 四 阶 Runge-Kutta 算法 求解 Apollo 微分 方程 。 
求解 用 定 步 长 的 方法 求解 微分 方程 将 面临 两 个 问题 : 四 如 何 选择 步 长 ; 轩 如 何 确保 
求解 的 精度 。 前 一 个 问题 可 以 通过 试 凑 的 方法 ， 从 步 长 选择 的 角度 看 ， 选 择 很 小 的 步 
长 对 保证 来 解 精度 有 利 ， 但 计算 量 会 明显 增加 。 对 前 面 介 绍 的 Apollo 轨迹 方程 ， 可 以 
试 着 选择 步 长 为 0.01， 则 用 下 面 语句 可 以 求解 微分 方程 ， 并 绘制 出 Apollo 轨迹 曲线 ， 
如 图 49 (a) 所 示 。 
>> x0O=[Lt.2; 0; 0; -1.04935751] ; 
tic，[tl,yl]j=rk_4(@apolloeq, [0 ,20,0.01] ,x0) ; toc 
Plot(y1(: ,1) ,yl(: ,3)) % 绘制 出 轨迹 曲线 
所 需 的 计算 时 间 为 0.3 秒 。 显 而 易 见 ， 这 样 求 解 的 结果 是 错误 的 ,应 该 采用 更 小 的 步 长 
求解 ， 直 至 选择 步 长 为 0.001， 则 可 以 求解 微分 方程 ， 并 绘制 出 更 精确 的 轨迹 曲线 ， 如 
图 4-9 (b) 所 示 , 但 求解 时 间 达 到 13 秒 ， 是 变 步 长 算法 的 43 倍 。 
>> tic，[t2,y2]j=Trk_4(@apolloeq,[0,20,0.001] ,x0) ;toc 
plot(y2(: ,1),y2(: ,3) ) % 绘制 出 轨迹 曲线 
其 实 ， 上 面 的 结果 在 某 些 点 上 严格 说 来 仍 不 能 满足 10-8 的 误差 限 ， 只 是 形似 变 
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-0.1 

-0.4 

-8.6 

人 -] -0.5 0 0.5 ] ]1.5 
(a) 步 长 为 0.01 (b) 步 长 为 0.001 


图 4-9 不 同 精 度 要 求 下 绘制 的 Apolloe 轨迹 图 


步 长 得 出 的 结果 ， 所 以 在 求解 常 微 分 方程 组 时 建议 采用 变 步 长 算法 ， 而 没有 必要 自己 
按照 数值 分 析 类 教材 中 介绍 的 定 步 长 算法 去 编写 程序 求解 。 

3. 隐 式 高 阶 微分 方程 组 的 变换 方法 

如 果 两 个 高 阶 微分 方程 都 同时 隐 式 地 含有 zt”) 和 yt 项 ， 则 首先 需要 对 之 
进行 相应 的 处 理 ， 然 后 册 用 上 述 的 方法 进行 最 终 变 换 。 下 面 将 通过 一 个 例子 加 以 


说 明 。 
国 吕 [人 
例 4-14 假设 系统 模型 以 二 元 方程 组 形式 给 出 ， 试 将 其 转 
fy 十 321 二 2ZO 一 一 5 

换 成 一 阶 微分 方程 组 。 

求解 ” 可见， 这 两 个 方程 均 同 时 含有 区 和 禄 所 以 仍 可 以 选择 一 组 状态 变量 zl = 
722 一 003 一 四 4 一 2 我 们 的 目的 是 区 消去 其 中 一 八 高 阶 导 数 ， 求 解 第 一 个 式 子 ， 
得 出 六 的 解析 表达 式 为 六 一 十 7， 然后 将 它 代 入 第 二 个 式 子 中 ， 则 可 以 解 出 之 为 

2 十 10 一 2 一 67C1 


站 三 一 一 一 一， 这 样 可 以 写 出 其 状态 方程 表示 为 
2 十 红 
273 十 儿 一 27174 一 0717274 . Z3 十 避 一 Z174 十 27171 
一 -一 一 一 一 一 一 并 一 一 一 
2 2z4 十 3za 1 2z4 七 3za 


综 上 所 述 ， 可 以 列 写 出 方程 的 一 阶 微分 方程 组 表示 为 
1 一 小 
加 2X3 十 1b 一 27174 -一 DZ17274 


274 十 do 
T3 一 沙 4 


Z3 十 昌 一 1Y4 十 27124 
2 十 3272 


对 于 更 复杂 的 问题 来 说 ,手工 变换 的 难度 将 很 大 , 所 以 如 果 可 能 ， 可 以 采用 
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计算 机 去 求解 有 关 方 程 ， 获 得 解析 解 。 如 果 不 能 获得 方程 的 解析 解 ， 也 需要 在 描 
写 一 阶 常 微分 方程 组 时 列 号 出 式 子 , 得 出 问题 的 数值 解 。 


4.2.5 和 矩阵 微分 方程 的 变换 与 求解 方法 


表面 介绍 的 微分 方程 数值 解 均 是 对 向 量 型 状态 变量 z( 坟 进行 求解 的 ,所 以 
需要 事先 将 该 方程 化 成 问 量 型 方程 ,然后 调用 求解 函数 ,如 ode45() 直接 求解 该 
方程 。 在 实际 应 用 中 经 常 遇 到 其 他 形式 的 微分 方程 模型 ， 如 在 机 器 人 等 学 科 中 的 
Lagrange 方 往 ,对 应 的 微分 方程 为 下 面 的 矩阵 微分 方程 


AM 天 十 CX 十 下 乱 一 下 (4-2-13) 
其 中 AM,C, 于 为 见 x 史 和 托 阵 , 天 , 严 均 为 凡 x1 列 向 量 。 引 入 zl; = 乱 ,， zz 二 书 ， 
则 卫 1 一 帮 2， Tv 一 忌 。 由 式 (4-2-13) 可 上 克 ， 已 一 一 Fu 一 人 〇 万 一 天 X| o 
这 样 选 择 状 态 变量 z = [zi zl ， 则 可 以 写 出 系统 的 状态 方程 模型 


2 一 卫 Fu -Caa(b 一 天 za 14) 


可 见 ， 该 微分 方程 是 关于 z 父 列 向 量 的 显 式 一 阶 微分 方程 组 ， 所 以 可 以 通过 
MATLAB 提供 的 函数 直接 求解 。 下 面 将 通过 例子 给 出 问题 的 求解 方法 。 

妨 外 ,如 采 各 个 矩阵 MI, C, 丽 与 已 均 和 大 无 关 ,， 则 该 微分 方程 为 线性 微 
分 方程 , 还 可 以 通过 简单 的 变换 将 其 改写 为 相应 的 线性 状态 方程 模型 为 


at) -| 0 了 工 |]|zab 0 
它 2 ( 丰 -4 下 :一 MTIC] | as 人 记 二 | 0 人 人) 
例 4-15 已 知 二 级 倒立 摆 系 统 的 数学 模型 由 下 式 给 出 驯 
MT(0)0 + CO0.0)0 = 下 (9) 


其 中 0 = [abb] ， 且 a 为 小 车 位 置 ，g1,b2 分 别 为 下 摆 杆 、 上 摆 杆 与 重 直 方向 夹 角 ， 


倒立 摆 系 统 的 各 个 答 阵 为 
7c 十 721 十 770v (0.57p1 十 ?2)Zicos0 0.57mno 了 cos 0 
ATILO) = |1(0.5rm3 十 mn2)7tcosOl (7m2173 十 mm2) 厂 1 0.5772 也 1 天 2 Cos 0 
0.577022 了 2 COS D。 U.577?2 亏 12ao cos 全 ml2 卫 2 13 








U 
一 (0.0) 一 OU 0.57n2 卫 1 了 20。 sin(b 一 02 ) 
0 0 


一 (0.577z1 十 za)Z0 sin b1 -0.5mzoZaga sin b。 
一 U.D7712 忆 ] 7 20) SinfO 一 所 ) 


4.2 微分 方程 问题 的 数值 解法 1 /3 


是 


t( 志 ) 
(DO ) 一 (0.57m1 十 172)7.1E Sin 妇 
0.57n2ZLo2gsin to 
已 知 二 级 倒立 摆 的 参数 为 me = 0.85ke, 7a1 := 0.04kg, 7nra = 0.14kg，21 = 三 0.1524m， 
2 一 0.4318m， 试 用 数值 方法 来 解 系统 的 阶 跃 响应 。 
求解 可 见 ， 因 为 系数 答 阵 MY(b bo) ,Co 6 ) 和 下 (01,02) 都 含有 状态 变量 了 的 非 
线性 项 , 如 0 的 正 纺 余 统 项 等 ， 所 以 原来 的 系统 不 是 线性 微分 方程 ， 不 能 直接 写成 式 
(4-2-14) 的 形式 。 引 入 附加 变量 了 1 = 9， za = 0， 并 构造 状态 变量 了 = [zizdj 工 ， 则 
可 以 用 下 面 的 语句 描 述 上 述 的 一 阶 显 式 微分 方程 模型 
function dx=inv_Pendulumkt ,Xu mc ml,m2,L1,L2，,gE) 
M= LImc+m1i+m2，(0.5*mti+mn2)Lircos(x(2))，0.5*m2+L2+rcos(x(3) ) 
《0 .5*ml+mn2)*L1kcos(x(2)) (ml17/3+mn2)*L1” 2 0.5*m2*+L1y+rL2+kcos(X(2) ) 
0 .5*m2*+L2*+cos(x(3)) .0.5*m2xL1*rL2*xcos(x(2)) ,m2*xL2”2731] ; 
C=[L0,-(40.5#mT+m2) 冰 L1*cos(XL5))*kSin(XxC2)) ,-0.5*+ 和 2kL2kX(6)kSinCx(3) 1) 
0，0，0.5*m2#[L1*#2#X(6)*SiIn(Xx(2)-X(3) ) 
0，-0.5*m2#+kL1*kL2*+rXx(5)*Sinx(2)-X3))，0] ; 
F=[u; 《0O.5# 玫 1+m2) 冰 工 工 水 区 本 SinCX(2)); 0.5#*m2xkLL2#EkS1inCXC3) 7) ] ; 
dxX= [x(4:6);，， LInQVCMJ)*(E-~C*rX(4:6)) | ， 


若 用 阶 跃 信号 激励 该 系统 ， 则 可 以 由 下 面 的 语句 直 接 求 出 方程 的 数值 解 ， 如 图 
4 10 上 时 示 。 
>> opt=odqaeset; opt.ReljIol=le-8; u=1; mc=0.85; 
ml=0.04; mnm2=0.14; L1=0.1524; L2=0.4318; E=9.81; 
[t,xj=ode45(@inv_pendulum, [0,0.5]j ,zeros(6 ,1) ,opt，. .， 
umc, ml,im2,L1,L2,g) | 
plot(t,x(: ,1:3))，ftigure; plotkt,xf(:,4:6)) 





- 一， 
1. ] 总 .2 局 .了 0.4 0.5 


(aj 6 曲线 [b) 6 曲线 
4-10 二 级 倒立 摆 的 阶 牙 啊 应 曲线 


值得 指出 的 是 ， 由 于 二 级 倒立 摆 系 统 是 自然 不 稳定 系统 ,所 以 车 给 系统 施加 阶 跃 
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由 有 和 昌 芋 和 和 和 和 


输入 是 没有 任何 意义 的 ， 应 该 给 其 施加 某 些 控制 才能 使 其 到 达 稳 定 状 态 。 


4.2.6 微分 方程 数值 解 正 确 性 的 验证 


琢 面 通过 例子 曾 汗 示 过 , 阁 仿 真 控制 参数 选择 不 当 , 如 相对 误差 限 , 则 可 能 
得 出 不 可 信 的 结果 , 甚至 是 错误 的 结果 。 所 以 在 方程 求解 结束 之 后 , 应 该 对 仿真 结 
过 进行 检验 。 然 而 所 需求 解 的 问题 又 不 存在 解析 解 ， 怎 么 检验 所 得 结果 的 正确 性 
了 呢 ?* 一 种 可 行 的 方法 是 修改 仿真 控制 参数 ， 如 可 以 接受 的 误差 限 , 例如 将 RelTol 
选项 设置 成 一 个 更 小 的 值 ， 观察 所 得 的 结果 , 看 看 是 不 是 和 上 次 得 出 的 结果 完全 
一 致 , 如 果 存 在 不 能 接受 的 差异 , 则 应 该 考虑 再 进一步 减 小 误差 限 。 另 外 ,同样 的 
问题 选择 不 同 的 微分 方程 求解 算法 也 可 以 检验 所 得 结果 的 正确 性 。 


4.3 ”特殊 微分 方程 的 数值 解 


和 从 生 2 三 的 介绍 和 例子 看 ,一般 常 微分 方程 组 均 可 以 转换 成 一 阶 显 式 常 微分 
万 和 柱 组 ， 然 后 通过 给 定 的 算法 及 MATLAB 求解 函数 , 如 ode45() 直接 求 出 方程 
的 数值 解 。 从 前 面 的 例子 还 可 以 看 出 ，ode45() 函数 有 时 失效 ,所 以 应 该 引入 一 
头 方程 ， 即 刚性 微分 方程 的 专门 求解 函数 来 解决 这 样 的 问题 。 另 外 ,微分 代数 方 
柱 、 隐 却 微 分 方程 、 延 迟 微分 方程 和 切换 微分 方程 等 也 是 需要 引入 的 特殊 的 微分 
方程 矢 型， 本 节 将 着 重 介绍 这 些 方程 的 求解 问题 。 


4.3.1 刚性 微分 方程 的 求解 


在 许多 领域 中 , 经 常 遇 到 一 类 特殊 的 常 微分 方程 ,其 中 一 些 解 变化 缓慢 ， 另 
一 蔡 变化 快 ， 且 相差 较 感 殊 ， 这 类 方程 常常 称 为 刚性 方程 ， 又 称 为 St 府 方 程 。 刚 
人 性 问题 一 般 不 适合 由 ode45() 这 类 函数 求解 ， 而 应 该 采用 MATLAEB 求解 函数 
odel5s()， 坊 函数 的 调用 格式 和 ode45() 完全 一 致 。 

例 4-16 试 求解 凡 = 1000 时 的 Van der Po] 方程 的 数值 解 。 
求解 仿照 前 面 的 例子 可 以 给 出 如 下 的 MATLAB 命令 : 

>> f=@(tt,x,mu) [x(2) ;-mur(x(1) 2-1)*x(2)-Xx(1)]， 

Dh-opt=odeset; h_opt.RelTol=le-6; x0=[2;0] ;tt_final=3000， 
tic，mua=1000 : Lt ,yj=odel5s(t, [0,t_final] ,x0,h_opt,mu) ; toc 
plotktt,y(:，,1)); figure;i plot(t,y(: ,2)) 
所 需 仿 真 时 间 为 1.943 秒 。 可 见 ， 用 刚性 方程 求解 函数 可 以 快速 求 出 该 方程 的 数值 解 ， 
并 将 两 个 状态 变量 的 时 间 曲 线 分 别 绘制 出 来 ， 如 图 411 所 示 。 从 得 出 的 图 形 可 以 看 
出 ，2Z1(b) 曲线 变化 较 平 滑 ， 而 zz(t) 变化 在 某 些 点 上 较 快 ， 所 以 当 太 = 1000 时 ，Van 
der 上 ol 方程 属于 典型 的 刚性 方程 ， 应 该 采用 刚性 方程 的 函数 求解 。 
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(a) 状态 变量 zl (1) (Pb) 状态 和 必 量 zzf( 如 


图 411 1 = 1000 时 Van der Pol 方程 的 解 


例 4-17 在 传统 的 有 关 常 微分 方程 数值 解 的 教科 书 吧 中 ,都 认为 下 面 的 微分 方程 是 刚 
性 的 ， 试 用 MATLAB 语言 求解 该 微分 方程 。 

1 

U 

-1 


-2 19 一 20 
1]9  --21 20 17，?o 一 
40 一 40 一 40 
求解 该 方程 的 解析 解 可 以 通过 MATLAB 符号 运算 工具 箱 中 语句 直 接 求 出 。 
>> SYyms t; A=[-21,19,-~-20; 19,-21,20; 40,-40,-40] ; 

y0=[1; 0; -1j; y=expm(A* 七 )#yO 


1 一 








0.5e- 乞 十 0.5er-tlcos40t 十 sin 40t) 
原 方 程 的 解析 解 为 8 人 圾 三 10.5e- 2 一 0.5e- ttcos40t 十 Sin40b) | 。 
e (sin40t 一 cos40b 
现在 考虑 该 问题 的 数值 求解 方法 。 根 据 原 始 问 题 ， 可 以 立即 写 出 描述 原 微 分 方程 
的 MATILAB 表示 为 
>> f=Q@(kt,X)[-2t+,19,-20，19,-21,20; 40,-40,-40]*x， 
利用 下 面 的 MATLAB 语句 ， 可 以 得 出 方程 的 数值 解 为 
>> opt=odeset; opt.RelTol=le-6; [tl,y]=ode45(f, [0,1] ,11;0;-1] ,opt) ; 
yl1=Subs(yy， :tt tl) plot(Ctl ytl yl ) 
原 方 程 的 解析 解 和 数值 解 如 图 4-12 (alj 所 示 。 可 以 看 出 ， 问 题 的 数值 解 的 精度 还 
是 比较 高 的 ， 计 和 虐 速 度 相 对 也 较 快 ， 但 从 这 里 似乎 看 不 出 原 问 题 的 刚性 所 在 。 究 其 原 
因 ， 是 因为 在 MAILAB 下 采用 了 变 步 长 的 算法 ， 它 可 以 依照 要 求 的 精度 自动 地 修正 
步 长 ， 所 以 感受 不 到 它 是 个 刚性 问题 。 
如 果 用 户 想 来 用 定 步 长 方法 ， 利 用 前 面 编 写 的 四 阶 Runge-Kutta 定 步 长 算法 程 
序 TK_4()， 再 用 下 面 的 语句 就 能 求解 原 方 程 了 。 
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(a) 变 步 长 算法 的 解 (b) 定 步 长 算法 的 解 


图 412 给 定 的 传统 刚性 问题 解法 比较 


>> tic，[t2,y2j]=rk_4(f,[0.,1,0.01] ,[1;0;- 雪 );， toc 

pPlot(tl,yl1,t2,y2，:: )) 

这 时 的 求解 时 间 为 0.21 秒 。 这 样 得 出 的 曲线 与 解析 解 的 对 比 见 图 412 (b)。 从 计 
算 的 结果 看 ， 显 然 采用 定 步 长 的 算法 在 取 较 大 的 步 长 时 ， 得 出 的 解 是 不 正确 的 。 减 小 
步 长 时 ， 直 至 减 小 到 0.0001 时 ， 仍 能 从 得 出 的 结果 看 出 与 解析 解 的 差距 ， 而 这 时 的 计 
算 时 间 为 26 秒 ， 是 前 面 ode45() 变 步 长 算法 所 需 时 间 的 162 倍 。 所 以 在 实际 应 用 中 
最 好 条 用 变 步 长 算法 。 

从 得 出 的 曲线 可 以 看 出 ， 相 比 之 下 ,这 3 条 曲线 的 变化 速度 差别 不 是 特别 悬殊 ， 
在 以 前 计算 能 力 受 限时 被 误 认为 是 刚性 问题 ， 而 在 MATLAB 下 则 可 以 由 善 通 的 函数 
求解 。 

由 此 可 以 得 出 结论, 许多 传统 的 刚性 问题 采用 MATLAB 的 普通 求解 函数 就 
可 以 直接 解 出 ， 而 不 必 刻 意 地 去 选择 刚性 问题 的 解法 。 当 然 , 在 有 些 问题 的 求解 
中 确实 需要 采用 刚性 问题 的 解法 , 这 将 在 例 4-18 中 加 以 说 明 。 

例 4-18 考虑 下 面 的 常 徽 分 方程 


Vi 三 0.04 人 一 Vi 一 在 一 入 ) 册 十 0.000101 一 2 加 ) 
zj 一 一 10491 十 3000(1 一 2 


其 中 ， 该 方程 的 初 值 为 i(0) = 0,ya(0) = 1。 取 计算 区 间 为 上 E(0,100)， 试 选择 合适 
的 算法 得 出 该 方程 的 数值 解 。 
求解 根据 给 出 的 微分 方程 ,可 以 由 下 面 的 语句 直接 来 其 数值 解 
>> f=@(t,y) [0.04*(1-y(1))-(1-y(2))*y(t)+0.0001x(1-y(2))*2;.，.， 
-le4*y(1)+3000*(t-yY(2)) ”>2] ; 
ticy [t2,y2]j=ode45(t, [0,100] , [0;1]):，toc 


4.3 特殊 微 分 方程 的 数值 解 


中 


1engthkt2) ，Plot(t2,，y2) 
经 过 长 时 间 等 待 ， 可 以 得 出 原 问 题 的 数值 解 ， 如 图 4.13 (a) 所 示 。 可 以 看 出 ， 调 
用 普通 的 解法 邓 数 ode45() 计算 所 需 的 时 间 过 长 ， 对 这 个 例子 来 说 ， 计 算 的 点 高 达 35 
万 。 再 分 析 变 步 长 解法 所 使 用 的 步 长 ， 语 自如 下 : 
>> format long，lminGdiff(t2))，max(diff(t2)7 7)] 
plotkt2(1:end-1) ,Qiff(t2)) 
则 可 以 看 出 ， 由 于 设 定 的 精度 要 求 较 高 ， 不 得 不 采用 小 步 长 来 解决 问题 。 实 际 的 步 长 
如 图 413 (b) 所 示 。 可 见 在 大 部 分 时 间 内 ， 所 采用 的 步 长 小 于 0.0004， 这 使 得 解 题 时 
间 大 大 增加 。 





0 20 40 60 80 100 人 0 和 60 80 100 
{a) 微分 方程 解 (b) 求解 过 程 的 步 长 
4-13 四 阶 五 级 Runge- 上 kutta-Felhberg 法 结果 


考虑 用 ode1l5s() 替代 odqe45()， 可 以 得 出 如 王 的 结果 : 
>> OPt=odeset; opt.RelTol=le-6; 
tic, [tl,yli]j=odqel5s(f, [0,100],[0; 扫 ,opt) | toc 
Jengthktt)，Plot(tl,yl) 
这 时 所 需 时 间 为 0.17 秒 ， 计 算 点 数 为 169 个 。 可 见 ， 解 题 时 间 大 大 减 小 ,效率 提高 了 
40 倍 ， 得 出 的 曲线 则 几乎 完全 一 致 。 
力 外 , 值得 指出 的 是 ,虽然 用 MATLAB 的 M- 函 数 、inline() 函数 和 匿名 
纱 数 均 可 以 描述 微分 方程 模型 ， 但 求解 计算 量 大 的 问题 时 所 用 的 时 间 和 求解 的 
效率 是 大 不 相同 的 。 对 本 例 来 说 ,匿名 函数 需要 56 秒 ，M- 函 数 需 要 143 秒 ， 而 
inline() 描述 所 需 的 求解 时 间 高 达 20 分 钟 ! 所 以 在 求解 刚性 方程 时 ， 可 以 优先 
考虑 采用 匿名 函数 。 


4.3.2 隐 式 微分 方程 求解 
所 谓 隐 式微 分 方程 就 是 那些 不 能 转换 成 式 (42-1) 中 一 阶 显 式 常 微分 方程 组 
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的 微分 方程 。MATLAB 语言 早期 版 本 中 未 提供 能 直接 求解 隐 陈 微分 方程 的 算法 
及 函数 ,所 以 仍 可 以 借用 显 式 微分 方程 求解 的 函数 来 求解 这 头 问 题 。 本 节 将 通过 
两 个 例子 来 演示 隐 式 微分 方程 的 求解 方法 与 应 用 。 
例 4-19 给 定 的 隐 式 微分 方程 为 
Sin 和 12Z1 十 COS 人 2 十 1 一 ] 


一 COSwovX1 十 SIZIZa2 十 Zao 一 人 
已 知 zi(0) = za(0) = 0， 试 求 出 该 方程 的 数值 解 。 
求解 令 立 = [ri,za] ， 则 可 以 将 原 方程 改写 成 给 阵 形 式 4(z)z = 玉 (z)， 其 中 ， 
3 一 
4(z) _ Slrl 必 1 (人 人) 出 万 (z) _ | 


一 CO0STZ2 SinZi 


如 果 能 证 明 4(z) 为 非 奇 异 的 纸 阵 ， 则 直接 能 将 该 方程 变换 成 标准 的 显 式 一 阶 徽 
分 方程 组 的 形式 ， 即 它 二 4-1(z)j 瑟 (z)， 套 用 各 种 MATLAB 函数 即 可 求解 对 应 的 方 
程 。 事 实 上 ， 由 于 无 法 严格 证 明 4(z) 矩阵 是 非 奇 异 和 给 阵 ， 故 可 以 大 胆 地 假设 该 矩阵 
为 非 奇 异 和 给 阵 ， 利 用 MATLAB 语言 试 解 该 方程 ， 如 果 在 求解 过 程 中 不 出 现 4(z) 为 
奇异 和 给 阵 的 警告 信息 ， 则 说 明 对 求 出 的 解 不 存在 4(z) 为 奇异 矩阵 的 现象 ， 故 得 出 的 
解 是 有 效 的 。 如 果 求 解 过 程 中 确实 出 现 矩阵 奇异 的 信息 ， 则 得 出 的 解 没有 实际 意义 。 

对 于 这 里 要 研究 的 隐 式 微分 方程 模型 ， 可 以 用 匿名 函数 描述 微分 方程 ， 并 可 以 给 
出 下 面 的 命令 求解 方程 : 

>> E=@tt,xX)inv([sin(x(1)) cos(xX(2)); -cos(x(2)) sin(x(1))])... 

* [1-XAL);i -x(2)]; opt=odeset;j opt .RelTol=te-6; 
[t,x]j=ode45(f, [0,10] ,[0; 0] ,opt); plLot(t,X) 
同时 将 绘制 出 状态 变量 的 时 间 曲 线 ， 如 图 4.14 所 示 。 在 整个 求解 的 过 程 中 没有 得 出 有 
关 甜 阵 奇 异 的 错误 信息 ， 故 得 出 的 结果 是 可 信 的 。 
例 4 20 前 面 的 例子 很 简单 ， 可 以 将 其 立即 变换 成 显 式微 分 方程 。 现 在 考虑 一 个 更 复 
杂 的 隐 式 微分 方程 组 
siny 十 久 王 一 2e-2Zy 十 2 
ZZUV 十 coSs1 一 3VZe 一 7? 

假设 该 方程 具有 初始 状态 为 了 一目 ,0,0,1jL， 斌 求 取 该 微分 方程 的 数值 解 。 
求解 从 给 出 的 方程 可 见 ， 不 能 像 前 面 的 方法 变换 成 简单 的 微分 方程 。 下 面 将 研究 这 
类 隐 式 微分 方程 的 求解 方法 。 

MATLLAB 7.0 版 本 的 新 函数 ode1l51i() 可 以 直接 用 于 隐 式 微分 方程 的 求解 。 
震 隐 式微 分 方程 的 数学 描述 为 


下 上 ZIZ( =0， 且 z(0) = zzo, 22(0) 一 zzo (4-3-1) 


4.3 特殊 微分 方程 的 数值 解 





图 4-14 隐 式 方程 的 时 间 啊 应 曲线 


则 可 以 编写 一 个 函数 fun() 描述 该 隐 式 微分 方程 ,然后 用 decic() 函数 求 出 未 
完全 定义 的 初 值 条 件 ， 再 调用 ode15i() 函数 即 可 以 求解 该 隐 陈 微分 方程 如 下 : 


[cu ,ZT0j]=decic(Cfun ,to,zZ0， 2 ,了 0 ， 它 ) 


res=odel5i(fun,tspan ,Zi ,ZnD) 


隐 式 微分 方程 不 同 于 一 般 显 示 微 分 方程 , 求解 之 前 需要 给 出 (zo,zo),， 它们 不 
能 任意 赋值 ， 只 能 有 mm 个 是 独立 的 ,其余 的 需要 用 隐 却 方程 求解 ， 售 则 将 可 能 出 
现 政 盾 的 初始 条 件 。 所 以 在 实际 求解 过 程 中 ， 如 采 不 能 确定 za 伍 ， 则 应 该 先 调 用 
dqecic() 函数 得 出 相 容 的 初 值 。 在 函数 调用 中 (zo,zo) 为 任意 给 定 的 初 值 ，z0 和 
z0 均 为 见 维 列 朵 量 ， 其 值 为 1 表示 需要 保留 的 初 值 ， 为 0 表示 需要 求解 的 初 值 
项 ， 通 过 方程 求解 将 得 出 相 容 的 初 值 zi,z2i， 该 初 值 可 以 直接 用 于 隐 式 微分 方程 
求解 函数 ode151i()， 该 函数 的 返回 变量 res.x 和 res.y 将 分 别 为 二 和 ze。 下 面 
将 通过 基体 例子 演示 隐 坏 微分 方程 的 求解 方法 。 
例 4-21 试用 隆 式 微分 方程 求解 的 方法 解 出 例 20 中 给 出 的 隐 式 微分 方程 。 
求解 选择 状态 变量 Z1 = Z,z72 三 2Z3 = 三 224 二 轧 则 原 方程 可 以 变换 成 


灾 ] 一 炎 2 一 人 
za sinz4 十 2 十 2e-*271273 一 21Z224 一 0 
73 一 光一 U 
Zi17274 十 Co824 -ge 一 2732o2 一 0 
这 样 ， 可 以 编写 出 如 下 所 示 的 描述 隐 式 微分 方程 的 匿名 通 数 ， 调 用 下 面 的 语句 即 可 以 
求解 隐 么 微分 方程 ， 且 可 绘制 出 该 方程 解 的 时 间 曲 线 ， 如 图 和 15 所 示 。 
>> f=@(t,X,XQG) LTXxQdCt)7-X(C2) ; 


XxQd(2)#Sin(X(4) )+Xd(4) ”~2+2*#exp(-X(2))*X(L1)*#X(3)-X(T)#Xxd(2)#X(4) ; 
xd(3)-X(C4) ; 
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X(C1T)*Xd(2)*Xd4)+CoS(xXd(44) )-3*rexpP(-XC1)7)*X(3)*X(2)] ; 
xo=[1,0,0,1j; xd0=[0;1;1; -1 贡 ; xOF=[It 1 1 1]，，xqoF=[]: 
[x0 ,xd0]j=decic(f ,0,x0,xOF ,xd0 ,xdqdOF) 
res=odqel5i(f,[L0,2] ,x0,xd0); 求解 隐 式 微分 方程 
plot(res.x,res.y) % 绘制 各 个 状态 的 时 间 响 应 曲线 





14 316 18 2 
图 415 隐 式 方程 的 时 间 响 应 曲线 


在 初 值 处 理 上 ， 因 为 已 知 Z0， 所 以 其 中 zj 应 该 设置 成 各 向 量 ,， 2 可 以 设置 成 堆 
向 量 或 空 向 量 ， 表 示 Zo 需要 由 decic() 函数 求 出 。 由 decic() 函数 可 以 求 出 相 容 的 
导数 初 值 为 2o = [0,1.6833, 0, -0.51661T。 


4.3.3 ”微分 代数 方程 与 广义 系统 的 求解 


在 前 面 的 介绍 中 , 所 介绍 的 常 微分 方程 数值 解法 主要 是 针对 能 够 转换 成 一 阶 
第 微分 方程 组 的 类 型 ,假设 其 中 的 -些微 分 方程 退化 为 代数 方程 , 则 用 前 面 介绍 
的 算法 无 法 求解 ， 必 须 借 助 微分 代数 方程 的 特殊 解法 。 

所 朝 微 分 代数 方程 (diferential algebraic equation，DAE)， 是 指 在 微分 方 
枉 中 , 某 些 变量 间 满 足 代数 方程 的 约束 ,所 以 这 样 的 方程 不 能 用 前 面 介 绍 的 常 微 
分 方程 解法 直接 进行 求解 。 假 设 微分 方程 的 更 一 般 形 式 可 以 写成 


Mtz) 二 一 下 (zz) (4-3-2) 


摘 述 Ft z) 的 方法 和 普通 常 微分 方程 完全 一 致 ， 而 对 真正 的 微分 代数 方程 来 
说 ，AMd (人心 z) 矩阵 为 奇异 矩阵 ， 在 微分 代数 方程 求解 程序 中 应 该 由 求解 选项 中 
的 成 员 变 量 Mass 来 表示 该 矩阵 ， 考虑 了 这 些 因素 则 可 以 立即 求解 方程 的 解 了 。 
注意 ， 微 分 代数 方程 的 求解 函数 建议 使 用 ode1l5s () 等 刚性 方程 求解 函数 ， 因 为 
ode45() 郑 数 有 时 会 出 现 不 收敛 现象 。 


和 3 .特殊 微分 方程 的 数值 解 . 1 
如 果 RM(t, z) 为 奇异 矩阵 , 则 式 (4- 汪 2) 也 可 以 表示 一 种 特殊 的 状态 方程 模 
型 ， 这 类 微分 方程 的 某 些 方程 已 经 退化 成 代数 方程 。 这 样 状态 方程 模型 对 应 的 系 
统 又 称 为 广义 系统 向 ， 或 奇异 系统 。 
例 4-22 考虑 下 面 给 出 的 微分 代数 方程 


| 一 一 避 . 2 十 .273 十 bm17o 
交 a 一 21Po 一 9.FoT3 一 273 


zl1 十 zo+xz 一 1=-0 
并 已 知 初 始 条 件 为 zl1(0) = 0.8, za(0) = zs(0) = 0.1， 试 求 取 该 方程 的 数值 解 。 
求解 可 以 看 出 ， 最 后 的 一 个 方程 为 代数 方程 ,可 以 视 之 为 3 个 状态 变量 间 的 约束 关 
系 。 用 敌阵 的 形式 可 以 表示 该 微分 代数 方程 为 





] 0 0 2Z1 UL2Z1 十 2oz3 十 0.3z17zo 
0 1 0 jz = 27172 一 57223 一 2223 
U 0U 0j [zs ZI1 十 XY2 十 2X3 一 1] 








这 样 就 可 以 写 出 相应 的 芽 名 通 数 如 下 : 
>> f=@(t,X) [-0.2*X(C1)+X(2)*Xx(3)+0.3+kxX(t)#X(2)， .，， 
2x*#X(TJ)*#X(2) -5*X(2)*X(3)-2*Xx(2)*x(2); x(1)+x(2)+x(3)-1]， 
可 以 将 AM 甜 阵 输入 给 MATLAB 工作 空间 ， 并 赋 给 求解 控制 参数 的 Mass 属性 ， 
则 在 命令 窗口 中 可 以 给 出 如 下 命令 : 
>> M=[L1,0,0; 0,1,0; 0,0,0]; options=odeset : options .Mass=M: 
x0=[0.8; 0.1; 0.1]， [t ,xj=ode15s(f, [0,20] ,x0,optiongs) 
Po (七 , 蔗 ) 
由 十 面 的 语句 可 以 得 出 此 微分 代数 方程 的 解 ， 如 图 生 16 所 示 。 





图 416 微分 代数 方程 的 数值 解 
事实 上 ， 有 些微 分 代数 方程 可 以 转换 成 常 微分 方程 求解 。 例如 ， 在 本 例 中 ， 可 以 
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昌 


从 约束 式 子 中 求 出 za 折 三 1 一 2 的 一 7Z2( 世 ,将 其 代入 其 他 两 个 微分 方程 式 子 ， 则 有 


区 1 一 一 .2r1 十 Z2|1 一 Zi 一 Z2( 世 | 十 U.3Z172 
Za 一 2717a2 一 572[1 一 2 人 (一 Za 人 (| 一 273 


根据 该 方程 可 以 用 匿名 通 数 描述 上 这 的 微分 方程 ， 这 样 则 可 以 用 下 面 的 命令 求解 变换 
后 的 微分 方程 组 ， 从 而 最 终 得 出 原 微 分 代数 方程 的 解 ， 所 得 出 的 解 与 前 面 的 直接 解法 
得 出 的 完全 一 致 。 
>> Xx0O=[0.8; 0.1] ; 
fDae=Q@(Gt ,Xi) [-0.2#X(1L)+XC2)*(T1-XCT)-X2))+O.3*XCL)kX2) ，... 
2*#X(1)*#X(2)-5*Xx(2)#(1-X(1)-x(2))-2*Xx(2)+*Xx(2)] ; 
[tl1 ,xl]j=ode45(fDae, [0,20] ,x0); plot(tl,xl,tl,1-sumnCxl:)) 
注意 ,这 里 如 果 使 用 ode45() 函数 也 不 会 出 现 求 解 错 误 。 
利用 隐 式 微分 方程 来 解 函 数 ode151i()， 则 用 匿名 函数 可 以 描述 微分 方程 
>> fT=Q@tt,X,Xxd) [xd(1)+O.2*+rXx(C1)-XC2)*kXC3)-0.3kX(1)*Xx(2)，..，， 
XQ(2) -2*X(C1)*X(2)+5*Xx(2)*Xx(3)+2*X(2)”2; X(1)+X(2)+X(3)-1] : 
令 mo = [0.8,0.1,*jT， 其 中 * 表示 自由 值 ， 则 可 以 用 下 面 的 语句 解 出 相 窜 的 初始 条 件 ， 
并 直接 求解 该 微分 代数 方程 ， 得 出 的 结果 将 和 前 面 完 全 一 致 ， 但 求解 更 直观 。 
>> X0O=[0.8;0.1;2];，xoF=[t;1;0]; xdq0=[L1;1;1] ;xd0F=D:; 
[xo0 ,xd0j=decic(E ,0,x0O,XOF ,xdq0 ,xdqOoF) ， 
res=odqel5i(Et,[0,20] ,x0 ,xdq0); Plot(res.x,res.y) 
得 出 状态 变量 初 值 zo = [0.8,0.1,0.1] ， 状 态 变 量 导 数 初 值 zo = [一 0.126,0.09,1]T。 
例 4-23 试用 微分 代数 方程 求解 的 方式 求解 例 419 中 定义 的 隐 式 微分 方程 。 
求解 在 例 419 中 采用 对 4(z) 短 阵 直接 求 北 的 形式 原 隐 式 方程 转换 成 显 式 一 阶 微分 
方程 组 ， 这 样 就 可 以 用 一 般 微 分 方程 组 数值 解法 直接 得 出 方程 的 解 。 其 实在 这 样 的 
求解 过 程 作 了 一 个 假设 为 4(Z) 天 阵 为 非 奇 异 矩 阵 ， 虽 然 对 这 个 例子 碰巧 是 正确 的 ， 
但 这 种 解法 症 竟 不 严密 ， 所 以 应 该 需要 采用 微分 代数 方程 的 方法 来 求解 该 问题 。 
对 原 方 程 进行 分 析 发 现 ， 可 以 编写 匿名 函数 来 描述 微分 方程 和 质量 答 阵 4(z) 
>> f=@(t,x) [1-x(1); -x(2)]; 
fM=Q@(t,Xx) [sinCx(1)) ,cos(x(2)); -cos(xX(2)) ,sin(x(C1))]; 


注意 ， 可 能 是 MATLAB 本 身 的 漏洞 ， 该 了 数 不 支持 inline() 形式 定义 的 函数 ， 只 能 
采用 M- 函 数 和 匿名 声 数 的 形式 。 这 样 就 可 以 用 下 面 的 语句 调用 微分 代数 方程 求解 微 
分 代数 方程 。 
>> opPtions=odeset; options.MassS=fM; options.RelTol=le-6， 
[t,xj=ode45(f, [0,10] , [0;0] ,options); plot(t,x) 


4.3 特殊 微分 方程 的 数值 解 


间 


得 出 的 图 形 仍 将 和 图 414 中 的 曲线 完全 一 致 ， 
广义 线性 系统 的 状态 方程 模型 可 以 写成 
五 总 (划一 4z 人 (tb 十 古 (人 (4-3-3) 


其 中 互 为 奇异 失 阵 。 有 了 前 面 介绍 的 微分 代数 方程 的 求解 方法 ,对 这 样 的 广义 系 
统 仿真 就 轻而易举 了 。 


例 4-24 考虑 广义 线性 系统 模型 ， 设 输入 为 (tj = er-05tsin(4t 十 2)， 且 


0 -1 0 -1 -2 -2 0 -1 0 
1 2 0 1 -2 -4 -1 -2 5 
|- 2124=-|o -17 -23=|， 
-1 -1 0 0 -1 -2 -1 -5 4 


若 系 统 的 初始 状态 为 零 ， 试 求 出 各 个 状态 的 时 间 曲 线 。 
求解 可 以 用 匿名 函数 撒 述 已 知 的 状态 方程 ， 注意， 这 里 的 常数 算 阵 3S 和 媚 可 以 事先 
在 工作 空间 中 定义 ， 这 时 就 可 以 由 下 面 的 语句 求解 此 微分 代数 方程 ,得 出 如 图 417 所 
示 的 状态 曲线 。 
>> A=[-2,-2,0,-1; -2,-4,-1,-2; 0,-1,-7,-1，-1,-2,-1,-5]， 
B=[Loj -5;j 2;j 4]; M=[0,-1,0,-1; 1,2,0,1; -2,-2,1,-2; -1,-1,0,0]， 
f=@(t,X)A*+X+B+exp(-0.5y#t)*ySin(4z*t+2) ; 
fopt=odeset; fopt.Mass=M; x0o=[0; 0: 0; 0]， 
[t,xj=odel5s(f, [0,10] ,x0,fopt); Plot( 七 ,x) 





图 4-17 广义 线性 系统 的 状态 数值 解 


4.3.4 延迟 科 分 方程 求解 


在 很 多 控制 的 分 支 中 都 需要 研究 一 种 带 有 时 间 延 迟 的 数学 模型 ， 例 如 过 程控 
制 受 控 对 象 在 受 激 励 后 一 小 段 时 间 后 才能 开始 响应 ， 另 外 在 网 络 控制 中 网 络 本 身 
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第 呈 浊 司 和 


存在 的 时 间 延 迟 等 。 延 迟 微分 方程 组 的 一 般 形式 为 
区 (Et 一 了 ( 世 ， Z(t 一 7 )， LLt 一 帮 )， 本 ,t 一 7 ) (4-3-4) 


其 中 , 请 >0 为 状态 变量 z( 妇 的 延迟 常数 。 

MATLAB 提供 了 求解 这 类 方程 的 显 式 Runge-Knutta 算法 ddae23() ， 可 以 直 
接 求 解 延 迟 微分 方程 。 该 函数 的 调用 格式 为 

Sol1=dde23 (万 ， 丰 ， 户 ，[ 扣 三] ) 

其 中 , 了 = [三 ,7 7， 方 为 描述 延迟 微分 方程 的 MATLAB 语言 函数 ， 户 为 
搞 述 二 科 如 时 的 状态 变量 值 的 图 数 。 如 果 是 函数 则 可 以 为 MATLAB 语言 函数 ， 
如 果 为 稍 量 则 可 以 由 问 量 直接 给 出 。 该 函数 返回 的 变量 sol 为 结构 体 数 据 ， 其 
sol.x 成 员 变 量 为 时 间 回 量 t 上 成 员 变量 sol .y 为 各 个 时 刻 的 状态 向 量 构成 的 矩 
阵 z， 和 ode45() 等 返回 的 z 抢 阵 是 不 一 样 的 , 它 是 按照 行 排列 的 ， 正 好 是 该 冰 
数 结果 的 转 置 矩 阵 。 可 见 ， 该 函数 调用 格式 很 不 规范 , 期望 能 在 后 面 的 版 本 中 有 
扩 改 莓 。 
例 4-25 假设 已 知 延迟 微分 方程 组 为 


1 人 0 呆 
外 臣 十 38( 办 十 2 人 的 三 4Z(b 


其 中 ,在 上 乏 0 时 ，z 人 0 =V(b0 = 的 = 0， 试 求 出 该 方程 的 数值 解 。 

求解 可 见 ， 该 方程 中 含有 zt，V(f) 信号 在 tt 一 1t -0.5 时 刻 的 值 ， 所 以 需要 
专门 的 延迟 微分 方程 求解 算法 和 程序 来 求解 。 若 想 得 出 该 方程 的 数值 解 ， 需 要 
将 其 变换 成 一 阶 显 式微 分 方程 组 。 实 现 转 换 的 最 直观 方法 是 引入 一 组 状态 变量 
2 六 一 Ztz2 的 三 gzs 人 的 一 2 的 ,这样 可 以 得 出 下 面 给 出 的 一 阶 微分 方程 组 


Za3tt 王 4711( 吉 一 222 (1 一 373 (Tt 


本 方程 可 以 定义 两 个 时 间 常 数 九 = 1, ma = 0.5。 这 样 ， 由 第 一 个 方程 可 见 ， 在 其 中 需 
要 71 移 迟 时 间 常 数 的 是 状态 变量 Za， 而 需要 也 的 状态 变量 是 zl。 由 下 面 的 匿名 函数 
可 以 描述 延迟 微分 方程 ， 这 样 用 下 面 的 MATLAB 语句 可 以 立即 得 出 该 延迟 微分 方程 
的 数值 解 。 
>> f=@(tt,X,Z) [1-3*x(ti)-zZ(2,1)-0.2*z(1,2)*3-z(1 2)，，，， 
x(3) ; 4*X(1)-2*x(2)-3*x(3)] ; 
1ags=[1 0.5] ; tx=ddqe23(f ,1ags,zeros(3,1), [0,10])， 
plLot(ktx.Xx,tx.yY(2，:)) 
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0.25 

02 

0.15 

0.1 

0.05 

0 0 


多 418 延迟 微分 方程 的 数值 解 


用 下 面 的 语句 可 以 绘制 出 yi) 信号， 如 图 4-18 所 示 。 

注意 ， 在 描述 延迟 微分 方程 时 ， 引 入 了 短 阵 z。 因 为 本 例 有 两 个 延迟 时 间 常 数 全 
和 77， 所 以 之 的 第 一 列表 示 2 人 一 让 )， 第 2 列表 示 zZt 一 刀 )， 这 样 Zit 一 0.5) 显然 是 
发 生 在 7 人 2 时 刻 ， 且 为 第 1 个 状态 变量 的 值 ， 所 以 可 以 用 z(1,2) 表示 。 - 
例 4-26 前 面 介 绍 了 ddqe23() 函数 在 求解 延迟 徽 分 方程 中 的 应 用 。 然 而 对 于 如 下 问题 


zt 一 4izt 一 TD) 二 2 一 7) 十 屯 人 


其 中 , Ti =0.15,72 = 0.5， 因 为 方程 中 同时 包含 了 (ft 和 zt 一刀 ) 项 ， 这 类 微分 方程 又 
称 为 中 性 (neutral-type) 延迟 徽 分 方程 ， 所 以 单纯 采用 dde23() 是 无 能 为 力 的 ， 而 需 
要 引入 更 好 的 工具 ， 如 系统 仿真 的 框图 化 求解 环境 Simulink 来 实现 。 详 细 的 求解 方法 
将 在 后 面 介 绍 。 


4.3.5 多 模型 切换 系统 的 求解 


切换 系统 是 控制 理论 中 的 一 个 重要 的 研究 领域 写 ,所 谓 切换 系统 就 是 在 某 种 
规律 下 其 模型 在 多 个 模型 间 切 换 的 系统 。 切 换 系 统 的 数学 模型 可 以 表示 为 


Z(i 一 万 (全 1 7 (4-3-5 


该 系统 允许 在 某 个 控制 规律 下 , 整个 系统 在 各 个 模型 之 间 切 换 。 利 用 切换 系统 的 
理论 ,可 以 设计 控制 器 ， 使 得 不 稳定 的 各 个 模型 六 通过 合理 的 切换 达到 整个 系统 
的 稳定 。 

例 4-27 假设 已 知 系统 模型 卫 一 4jr， 其 中 4 = 四 中 4 - 中 中 |. 可 
见 ， 两 个 系统 都 不 稳定 。 若 zlz2 < 0， 即 状态 处 于 第 IIL TV 象限 时 ， 切 换 到 系统 4 
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而 Z172 > 0， 即 状态 处 于 [LIII 象限 时 切换 到 42。 仿 初始 状态 为 Z1(0) = zz2(0) = 5 
试 求解 该 系统 的 微分 方程 。 
求解 按照 系统 模型 及 切 拘 律 ， 可 以 容易 地 写 出 切换 系统 的 MATLAB 表示 为 


function QXx=SWitch_Ssys(t , 式 ) 

if X(1)*x(2)<0，A=[lL0.1 -1; 2 0.1]j， 
elIse，A=[L0.1 -2; 10.1]; end 

过 发 三 只 水 广 ; 


这 样 就 能 用 下 面 的 语句 直接 求解 切换 系统 的 方程 ， 得 出 如 图 4-19 所 示 的 时 间 响 

应 曲线 和 相 平 面 曲 线 。 可 见 ， 不 稳定 的 状态 方程 模型 在 某 种 指定 的 切换 律 下 ， 可 以 得 
>> [t,x]j=ode45(@switch_sys, [0,30] ,55;5] ) 
plot(t,X) ，figure，plot(xX(: ,1),x(: ,2)) 


-一 一 一 一 一 - 呈 


| (总 后 -人 一 


4 


hv 一 


一 党 二 


-4 -4 


作 了 2 让 
-6。 玫 
10 20 25 3 -6 一 4 -2 如 2 4 6 


(aj 时 域 响 应 曲线 lb) 相 平 面 图 
图 4-19 切换 系统 的 响应 与 切换 效果 


其 实 ， 为 方便 起 见 ， 该 切换 系统 还 可 以 由 匿名 函数 表示 成 
>> f=Q@(t,X)(CxCL)*x(2)<0O)*xr[0.1 -1: 2 0.1]x*rx+... 
(X(41)*x(2)>=0)[0.1 -2;， 1 0.1]*x; 


4.3.6 ”随机 信和 号 激励 下 线性 微分 方程 的 离散 化 求解 
假设 线性 连续 系统 的 状态 方程 模型 为 
Z( 共 三 4z 二 十 吾 [Gtb 二 TV = Crz 人 ( (4 3-6) 


式 中 4, 万 C 为 兼容 定 阵 ，df(tb) 为 确定 性 输入 向 量 ， 了 7 人 为 Gauss 上 白 噪 声 疝 量 ， 
满足 下 式 : 


(区 三 0， 了 my 的 ] = 了 6 一 卫 ) (4 3-7) 
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和 和 


定义 一 个 变量 六 人 的 = 吾 7y( 人 人， 则 可 以 证 明 ye 人 的 亦 为 Gauss 日 噪声 ， 满 足 
Ere(b] 三 0，EDme(O7e (= 0 一 了 ) (4-3-8) 
其 中 友 = 瑟 矿 嘿 :为 一 个 协 方 差 矩阵 ,这 时 式 (4-3-6) 可 以 改写 成 
率 提 一 4z 人 十 吾 d( 十 半 (人 ，W0 = Cz 人 b (4-3-9) 


状态 变量 的 解析 解 可 以 写成 


cad-natr)Bdr + | (bd (4.3-10) 


tn 


2(t) 一 er(t) +| 

假设 如 = KAt t = (十 DJAt 其 中 At 为 计算 步 长 ,并 假定 在 一 个 计算 
步 长 之 内 确定 性 输入 信号 d(t) 为 一 个 常数 , 亦 即 , 如 At &t 和 (E 二 1T)AL 时 有 
di) = GAN 则 式 (4-3-10) 的 离散 形式 可 以 写成 


z[(E+1)AH = FFz(KAN+Gd(EAN+oa(EAN，UWKAN = Ce(EAH (43-11) 


人 
式 跨 -ea4At G 一 | ca(At- 站 有 dr 目 


0 


(K 二 HAt 


A; 
Ta(KEAH -| eeietyet TYe(t)dr = | e Tc[(KTTHDAL 一 rdr (4-3-12) 
0 


kAt 

可 见 窍 阵 严 ，G 和 确定 性 系统 的 离散 化 形式 是 一 样 的 , 所 以 会 很 容易 求 得 ， 
但 可 以 看 出 , 佑 系统 含有 随机 输入 时 ,系统 的 离散 化 形式 与 传统 形式 是 不 同 的 。 可 
以 证 明 >af(t 亦 为 Gauss 和 白 噪 声 向 量 ， 且 满足 


EratkAbij =0，ElPa(KEAb7a (AH = 克 6u (4-3-19) 


位 


式 中 妆 二 | catTYeartdi。 利用 Tayvlor 级 数 展开 技术 可 得 


避 





At oo co 
六 = | ? 1 dt = 》 从 (4_3-14) 
一 上 一 避 


其 中 尽 (0) 与 凤 可 以 由 下 式 递 推 地 求 出 6 


人 # (4-3-15) 
狼 三 一 一 (41 十 公 14 ) 


及 (0) = 4 尽 ， (0) 十 尽 ， 1(0)4T 
十 ] 
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递 推 初 值 为 玉 o(0) = 玉 (0) = 妈 , 鲍 = 了 At 由 奇异 值 分 解 理 论 , 可 以 将 矩阵 W 
写成 六 = UPDT,， 其 中 UL 为 正 交 插 阵 , 卫 为 含有 非 零 对 角 元 素 的 对 角 和 矩阵 ， 这 
样 可 以 得 出 Cholesky 分 解 六 = 万 PDT。 且 7(KAN = De(kAh， 式 中 e(KAD 
为 作 X 器 量 ， 且 el([Ab 一 [exk， 蕊 天 十 1， ,EkHn 1] ， 使 得 各 个 分 量 (天 满 下 标 准 
正 态 分 布 , 即 eg ~ _ N(0,1)。 系 统 的 离散 形式 的 递 推 解 可 以 写成 


ZI(KE 二 TAI 三 下 COKEANT+TGGRAbT 二 DeEAt 
| VEAHN = Cz(EAH) 


根据 上 面 的 算法 ,可 以 编写 出 随机 输入 下 连续 线性 系统 离散 化 的 MATLAB 
卫 数 sc2d() 如 下 : 

function [F,G,D,Cj=sc2dqd4G,sSig),T) 

G=ss(G) ; G=balreal(G) ; Gd=c2d(0G,T) ; A=G.a B=G.b; C=G,.c; II=1; 
F=ed.ai G=ed.b; VO=B*rSslg+rB*Ti Vd=VOi V1L=Vd 

while 《norm(V1)<eps) 

V1=T/(i+l)*x(A+*VO+VO*A):)，Vd=Vd+V1，VO=V1，1i=i+l， 
endq 
,SS,V0]=svdq(Vd) ;， VO=sqrt(dqiag(S)); Vd=diag(V0O) ; D=U*xVd ; 


该 函数 的 调用 格式 为 [ 忆 ,G, 万 ,C]=sc2d(G,c ,At ， 其 中 ，G 为 系统 模 
型 ，a 为 输入 信号 协 方差 窍 阵 ，At 为 采样 周期 ，( 刁 ,G,,C) 为 离散 化 状态 方程 
的 相应 窍 阵 。 
在 仿真 时 ,可 以 产生 一 组 伪 随 机 数 ， 从 而 产生 向 量 e(KAN， 然 后 求 出 状态 变 
量 zl(E 二 1T)Ai 并 求 出 输出 变量 y[(K 二 1)AH。 
sS3 十 7s2 十 24s 十 24 


例 4-28 考虑 受 控 对 象 的 传递 疡 数 模型 为 G(s) = 有 1085 工 35527 二 6505 工 5， 如 果 


用 白 嗓 声 信号 激励 该 系统 ， 试 对 其 进行 仿真 分 析 并 得 出 输出 信号 的 统计 规律 。 
求解 假设 系统 的 采样 周期 为 下 =0.02， 下 面 的 语 钨 

>> G=tf(C[1,7,24,24] ,[1,10,35,50,24]);， 必 ,60,D,C]=sc2dqd(G,1,0.02) 
可 以 得 出 离散 化 的 状态 方程 模型 为 


(4-3-16) 


0.9838 -0.00673 0.0132 “0.00129 0.01823 
所 |0.00673 0.9883 0.07022 “0.00364 mr | -0.00355 
0.0132 -0.07022 ”0.8653 -0.0257|， ”0 ”| -0.00757 
0.00129 -0.0036401 -0.0257 ”0.9684 一 0.000718 


--0.12893 0.00088028 -4.6919x10-6 4.6917x10-10 

0.0251 -0.0012 “一 1.3573x10-5 2.3791x10-9 

0.05356 0.002635 “一 5.2322x10-56 一 8.8812x10-10 

0.00508 0.0005 3.1358x10-6 9.5176x10-9 

由 离散 化 的 状态 方程 模型 出 发 ， 可 以 用 下 列 的 MATLAB 语句 对 之 进行 仿真 ， 其 中 仿 
真 点 数 设 为 30000 个 。 


了 了) 一 
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>> D=30000; e=Tandn (n+4,1); e=e-mean(e); 4 生成 零 均 值 的 输入 信号 
y=Zeros (D,1) ; X=Zeros(4,1) ;ad0=0， 
for =]1: 了 有 ，X=F*Xx+GO*dO+D*xe(i:i+3); y(i)=C*x;i end 
TI=0.02; t=0:T: (n-1)*T; PlLot(t,y) ，Vv=norm(G) 
得 出 的 响应 曲线 如 图 420(a) 所 示 , 同时 还 可 以 得 出 系统 的 Tt2 范 数 的 值 为 一 0.6655。 
不 过 从 得 出 的 曲线 看 ， 这 样 的 响应 似乎 杂乱 无 章 ,所 以 对 随机 输入 来 说 ， 分 析 其 统计 
规律 应 该 更 有 用 。 可 以 考虑 将 输出 范围 (一 2.5,2.5) 划分 成 宽度 为 山 = 0.2 的 小 区 间 ， 
累加 出 落 入 每 个 小 区 间 的 输出 点 个 数 ， 由 这 些 值 除 以 ma 则 可 以 得 出 基于 仿真 结果 的 
概率 密度 值 ， 如 图 4-20 (b) 所 示 。 另 外 ， 可 以 从 理论 上 证 明 卜 ,输出 信号 的 概率 密度 
为 p(V) 二 -站 -eye 这 样 ， 在 得 出 的 直方 图 上 还 可 以 登 印 上 系统 的 理论 概率 密 
度 ， 可 见 和 由 仿真 得 出 的 结果 较 吻 合 。 
> WU-U.23 Xe=-2.5:wW:2.5; yl=hist(y,x) ， bar (X,yl1/n/Vw) ; 
xl=-2.5:0.05:2.5; y2=1/sqrt(2*pi)Vvkexp(-x1l1.*2/2/v*2) : 
line(xl,y2) % 有 登 印 理论 概率 密度 函数 曲线 












| 者 > 
0 100 200 300 400 30U0 600 一 一 ] ] 2 


(a) 系统 的 时 域 响应 (b) 输出 的 概率 密度 
图 420 随机 输入 系统 的 响应 


4.4 微分 方程 边 值 问题 的 计算 机 求解 


末 面 的 微分 方程 数值 解 中 侧重 研究 初 值 问题 ， 即 已 知 ze 对 其 他 时 刻 状 态 变 
量 值 进 行 求 解 的 方法 。 在 实际 应 用 中 , 经 常会 遇 到 这 样 的 问题 ,已 知 部 分 状态 在 
t 一 0 时 刻 的 值 , 还 知道 部 分 状态 在 上 土 = 去 时 刻 的 值 ， 这 类 问题 即 所 谓 的 边 值 问 
题 。 边 值 问题 也 是 ode45() 类 函数 无 法 直接 求解 的 一 类 问题 。 本 节 将 讨论 边 值 问 
题 的 计 鼻 机 求解 方法 ,并 以 此 为 基础 介绍 边 值 问题 在 线性 二 次 型 最 优 控制 仿真 中 
的 应 用 。 
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和 和 和 


4.4.1 二 阶 微分 方程 两 点 边 值 问题 的 求解 方法 


一 除 微 分 方程 的 边 值 问题 的 数 尝 摘 述 为 
牙 (四 一 下 (人 坊 力 2)，W(a) 三 Ta VD 三 访 (4-4-1) 
假设 想 在 区 间 [ac, 中 上 研究 该 方程 的 解 ， 且 已 知 在 这 两 个 边界 点 上 的 值 ， 则 上 面 的 
二 阶 微 分 方程 称 为 两 点 边 值 问题 。 


显然 ， 利 用 前 面 的 初 值 问题 算法 是 不 能 直接 使 用 的 ， 因 为 并 不 能 直接 获得 在 
初始 时 刻 的 各 个 变量 的 值 。 假 定 原始 问题 可 以 转换 成 下 面 的 初 值 问题 


yd) 三 玫 思 0)，V(a) 一 Ta ga) =7m (4-4-2) 
则 问题 转 换 成 求解 y(rm; 上 = ， 可 以 采用 下 面 的 Newton 迭代 法 来 求 取 mn。 


yp UL) 一 加 
有 3 
陈 中 ,人 三 Wan 有 0 一 Vi 03 一 (9190m)(mnai 有 ,ua 三 (9019m)(rnai; 昌 ， 
且 可 以 由 下 面 的 微分 方程 初 值 问 题 来 求解 。 





1 二 V2， willa) 一 ao 
02 一 尼 ( 志 OUo)， 2(a) 一 7 
23 一 14， 3 (a) 一 (4 和-4) 


. 9 太 0 瑟 
2]od vd4(Q) 王 1] 
其 中 , 要 求 能 显 式 地 求 出 9FV/ ay, 9FV/ ay。 在 具体 计算 中 可 以 指定 一 个 mn 值 , 然后 
求解 式 (4-4-4) 中 的 初 值 问题 ， 将 结果 代入 式 (443) 友 代 一 步 ， 并 将 结果 代入 式 
(4.4.4) 重新 计算 , 直至 两 次 计算 出 来 的 7m 值 的 误差 在 允许 的 范围 内 ， 则 可 采用 
此 你 值 ,这样 的 欠 代 方法 又 称 为 非 线性 边 值 问题 的 打靶 算法 。 最 后 代入 式 (4-4-2) 
来 求解 原始 问题 。 上 面 算 法 的 MATLAB 实现 为 
function Lt,yj=nlbound(funcn,funcv,tspan,Xxof ,tol,varargin) 
to=tspan(1l) ittinal=tspan(2); ga=x0of(1); gb=x0f (2) ;，m=1，m0O=0， 
while (norm(m-n0)>tol) ，mO=nm; 
Lt,vJj=ode45 (funcv,tspan, [ga;mj;0;1] ,varargin) ; 
m=mo-(v(end ,1)-gb)/Cv(end,3) ) ; 
e 了 TI 世 
[t,y]=ode45(funcn,tspan, [ga;m] ,varargin) ; 


其 中 , 用 户 必须 自己 编写 一 个 funcv() 函数 来 描述 式 (4-4-4 中 的 初 值 问题 。 下 
面 将 通过 例子 来 演示 此 算法 。 
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例 4-29 试 求解 下 面 的 非 线 性 微分 方程 边 值 问题 。 
用 二 2 YU 一 WA 三 1 


求解 可 以 容易 地 求 出 偏 导 数 0FV/0y = 28, 90108 = 2y。 令 2Z1 三 272 三 2 代入 
式 , (4-4-4) 中 的 第 4 个 式 子 可 以 立即 得 出 24 = 23 十 27174， 故 可 以 写 出 下 面 的 
MATLAB 语 匈 来 求解 微分 方程 的 边 值 问题 。 
>> f=Q@(t,x) [x(2):， 2*xXx(1)*Xx(2)，X(4)，2*xx(2)*rx(3)+2*+X(1)*+X(4) ， 
g=@(t,x) [x(2); 2*Xx(1)*x(2)] ; 
[t,y]=nlbound(g,f, [0,pi/2] , [-1,1] ,1e-8) ; 


4.4.2 一 般 边 值 微分 方程 的 求解 方法 

由 前 面 的 叙述 可 见 ,， 两 点 边 值 求 解 方法 的 局 限 性 较 大 ， 对 原来 的 方程 有 许多 
约束 ， 如 阶 次 约束 、 边 值 约 束 等 。 如 果 需 要 求解 更 复杂 的 边 值 问 题 ， 必 须 利用 其 他 
的 方法 。 假 设 要 研究 的 微分 方程 为 


2 = 了 (209) (4-4-5) 
其 中 ?8 为 状态 区 量 同 量 ，6 为 方程 中 其 他 未 知 参 数 向 量 。 该 方程 已 知 的 边界 值 为 
四 y(d) .VCoO =0 (4-4-6) 


如 条 想 将 原始 问题 变换 成 初 值 问题 ， 则 需要 求解 若 干 个 代数 方程 。 若 项 要 求 
解 的 变量 个 数 和 这 样 建立 起 来 的 方程 个 数 相同 时 ， 则 可 以 通过 求解 方程 的 方法 先 
将 它们 求解 出 来 , 然后 求解 微分 方程 。 和 典型 的 边 值 问题 相 比 , 这 里 研究 的 方程 求 
解 更 具 一 般 性 ,因为 除了 传统 的 边 值 问题 之 外 , 还 可 以 求解 其 他 的 未 知 参数 问题 。 

MATLAB 提供 的 bvp4c() 函数 包 可 以 很 好 地 求解 微分 方程 的 边 值 问题 。 正 
确 求解 一 个 第 微 分 方程 的 边 值 问 题 ， 一 般 应 该 经 过 以 下 几 个 步骤 : 

局 参数 初始 化 调用 bvpinit() 国 数 即 可 输入 信息 。 当 然 这 样 的 描述 决 不 仅 
仅 局 限于 这 值 ， 其 他 待定 变量 也 可 以 在 这 里 一 起 描述 。 该 函数 的 调用 格式 
为 sinit=bvpinit(o,zo,0o) ， 其 中 ,5 应 该 包含 测试 的 时 间 向 量 ， 可 以 
用 v=linspace(a,bD,aAf) 生成 , 注意 为 保障 足够 快 的 计算 速度 ，M 不 能 
取得 过 大 ,一般 取 MAf =5 即 可 。 除了 YY 向量， 当然 还 应 该 给 出 状态 变量 初 
值 zo 和 待 余 参数 9u 的 初始 搜索 点 。 

2 微分 方程 和 边 值 问题 的 MATLAB 函数 描述 微分 方程 本 身 的 描述 和 初 
值 问题 完全 一 致 , 边 值 问题 描述 出 式 (4-4-6) 中 的 各 个 式 子 即 可 ， 具 体格 式 
将 由 下 面 的 例子 泪 示 。 


3 第 4 章 . 第 微分 方程 问题 的 计算 机 求解 
@ 边 值 问 题 的 求解 调用 bvp4c() 函数 就 可 以 直接 求解 边 值 问 题 了 
sol=bvp4c('fun1l，, :fun2:,sinit,options ,附加 参数 ) 
其 中 ，fun1l.m 和 fun2.m 分 别 为 描述 微分 方程 和 边 值 条 件 的 MATLAB 
图 数 ， 当 然 它们 也 可 以 通过 inline() 函数 或 匿名 函数 直接 表示 。 返 回 的 
sol 为 结构 体型 变量 , 其 sol.z 为 志向 量 ，sol.9 的 每 一 行 对 应 一 个 状态 
变量 。sol.parametersgs 将 返回 求解 出 来 的 待定 参数 0。 


后 面 将 通过 例子 介绍 该 函数 的 编写 方法 。 另 外 , 还 需要 编写 一 个 函数 来 描述 
一 阶 微 分 方程 组 , 这 和 以 前 微分 方程 组 的 描述 是 完全 一 致 的 。 
例 4-30 试用 bvyp4c() 函数 重新 求解 例 429 中 的 边 值 问题 。 
求解 令 zZ1 三 细 Z2 三 I， 则 可 以 得 出 一 阶 显 式微 分 方程 为 宙 = Za,za 三 27ziza， 这 里 
采用 了 虹 名 函数 的 形式 描述 微分 方程 和 边 值 条 件 ， 其 效果 和 编写 MATLAB 函数 是 完 
全 一 致 的 。 可 以 由 下 面 的 语句 直接 求解 本 边 值 问 题 ， 结 果 曲 线 如 图 421 (a) 所 示 。 得 
出 的 结果 和 前 面 例 子 是 一 致 的 。 

>> fl1=@(t,x) [x(2) ; 2*xx(1)*x(2)];) f2=@(xa,xb) [xa(1)+1，xb(1)-1]: 
Sinit=bvpinit(lLinspace(0,pi/2,5) ,ranaqa(2 ,1)) ， 
soL=bvp4c(fl,f2,sinit); plot(sol1.x,Sol.y) 
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图 4-21 边 值 问题 的 解 


利用 byp4c() 函数 还 可 以 解决 更 复杂 的 边 值 问题 ， 例 如 若 边 值 问题 修改 成 
VUr/ 2 三 1，V(T/2) 一 VC0) = 1， 则 可 以 如 下 修改 f2， 并 求解 该 方程 ， 得 出 如 图 421 
(b) 所 示 的 结果 。 

>> T2=@(xa,xb) [xb(2)-1; xb(1)-xa(1)-1]: 

Sol=bvp4c(f1,f2,sinit); plot(sol.x,Sol.y) 
例 4-31 已 知 某 常 微分 方程 模型 为 | 已 知 z0) 二 20 二 工 
y 三 一 2 十 了 7 
zt(3) 三 4,V(3) = 2， 试 求 出 ao G 并 求解 本 微分 方程 。 
求解 先 引入 状态 变量 71 = z,za 一 9， 则 可 以 将 原 问 题 转换 成 关于 总 的 微分 方程 。 另 


4.4 微分 方程 边 值 问题 的 计算 机 来 解 


和 


外 , 令 U1 =Qa，V2 = 0。 和 边 值 问题 一 样 ， 需 要 描述 系统 的 动态 模型 和 边 值 问题 如 下 
>> f=Q@(t,Xx,V)L4*Xx(1L)+VCLt)*Xx(1)*x(2);i -2*rxXx(2)+V(2)*Xx(1)*x(2)] |; 
E=@tya,yb,v) [ya(1)-2; ya(2)-1; yb(1)-4; yb(2)-2] ; 
从 表示 的 函数 可 以 看 出 ， 边 值 的 描述 还 是 很 直观 的 。 这 时 ， 可 以 先 调用 bvpinit() 
初始 化 函数 米 定 义 求解 时 间 段 及 网 格 划分 方法 ， 并 令 状 态 初始 值 和 参数 a,B8 的 初始 
值 ， 因 为 有 两 个 初始 状态 ， 两 个 未 定 参 数 ， 所 以 它们 的 初 值 均 可 以 设置 为 随机 数 向 量 
rand(2,1)。 定 义 了 这 些 参 数 ， 则 可 以 调用 bvp4c() 函数 来 求解 边 值 问题 的 a, 有 参数 ， 
并 求解 在 此 参数 下 的 系统 方程 了 。 
>> Xl=[l;l]; x2=[-1;1]; sinit=bvpbinit(1inspace(0,3,5) ,X1,X2) : 
sol=bvp4cktf,g,sSinit); sol.parameters 显示 待定 参数 
plot(solL.Xx,SoL.y); figure; plot(sol.y(1,:),sol.y(2，:)) 
得 出 的 结果 如 图 4-22 所 示 ， 同 时 可 以 来 出 oa =- -2.3721,9 = 0.8934。 由 得 出 的 仿真 曲 
线 可 以 看 出 ， 方 程 状态 的 边 值 条 件 可 以 满足 ， 所 以 求 出 的 解 是 正确 的 。 这 里 的 初 值 向 
重 ZI1 和 zZ2 选择 应 该 注意 ,如 果 选 择 不 当 可 能 使 得 求解 过 程 中 的 Jacobi 答 阵 奇异 ， 所 
以 实际 求解 时 若 出 现 此 现象 , 则 应 该 选择 其 他 的 初 值 。 
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图 4-22 微分 方程 的 数值 解 表示 


4.4.3 做 分 Riccati 方程 与 二 次 型 最 优 控 制 问题 求解 
做 分 Riccati 方程 的 一 般 数学 表示 方法 
- 忆 人 = 忆 4+4TPUO+Q- 尸 ( 介 瑟 屎 -BITPO (4-4-7) 


其 中 , 三 全 ) = 太 ,te [to,]。 单 从 微分 Riccati 方程 本 身 看 ,该 问题 并 不 是 边 值 
门 题 ， 而 是 终 值 问题 ， 可 以 由 ode45() 这 类 函数 直接 求解 。 但 考虑 到 在 控制 领域 
经 闻 将 微分 Riccati 方程 和 系统 状态 反馈 相 结合 ,而 状态 方程 又 涉及 到 初 值 模型 ， 


194..... 第 生 章 .第 微 分 方程 问题 的 计算 机 求解 
所 以 这 样 需要 绽 合 考虑 初 值 与 终 值 问题 ， 故 可 以 将 原始 问题 纳入 边 值 问题 的 框架 
下 求解 。 
这 里 先 考 虑 简单 微分 Riccati 方程 的 解析 解 方法 ,然后 探讨 一 般 微分 Riccati 
方程 的 数值 解法 ,最 后 将 研究 线性 二 次 型 最 优 控制 问题 的 仿真 方法 。 
1. 微分 Riccati 方程 的 解析 解 算 法 
假设 玉 为 有 xx 寻 方 阵 ,， 这样 可 以 构造 出 一 个 2n x 2m 的 微分 方程 


d | 瑟 坟 | 14 一 瑟 及- 大 人 天 (三 )| | 五 
和 人 加 es 





其 中 碟 ( 轨 和 五 (的 均 为 风 x 史 矩阵 ,， 这样 方程 的 结构 和 以 前 研究 的 一 阶 显 式微 分 
方程 组 (4-2-1) 是 不 同 的 。 若 在 te [to) 己 ] 区 间 内 方程 的 解 矩 阵 瑟 ( 非 奇异 ， 则 
微分 Riccati 方程 的 解析 解 可 以 写成 昌 


P( 人 一 天 (有 大 一 人 ( 昌 ) (4-4-9) 


加 -1 天 T 
人 没有 纯 虚 数 特征 值 ， 


且 者 入 是 该 矩阵 的 特征 值 , 则 -和 也 是 该 矩阵 的 特征 值 。 可 以 引入 相似 变换 矩阵 


7 。 万 已 _4 0 
T 一 , 则 | 全 | 一 人 -1 ， 从 而 得 下 -1 二 。 这 时 


坟 了 


这 样 可 以 得 出 


可 以 证 明 , 大 Hamilton 矩阵 AM = | 








| 
四 
~ 
总 
人- | 





_ Ta _ 书 厂 | 斑 (0 -- [上 _ 己 厂 :| 全 (0) (4-4_11) 
进而 得 出 微分 Riccati 方程 的 解析 解 为 
-1 
成 (王立 介 大 -1 人 = [上 十 Toe4 Rsed ni 二 Tiaze4 Rse4| (4-4_12) 


却 中 
有 La 一 一 [ 一 PTia 开 ， 一 已 (4-4 13) 


例 4-32 假设 某 系 统 和 矩阵 、 加 权 短 阵 和 初 值 给 阵 分 别 为 


人 4 微分 方程 边 值 站 题 的 计生 机 求解 .了 
试 求解 微分 Riccati 方程 的 解析 解 ， 并 检验 结果 的 正确 性 。 
求解 由 前 面 给 出 的 算法 ， 则 用 下 面 的 语句 可 以 立即 得 出 原 Riccati 微分 方程 的 解析 解 


>> A=[ll,1; -6,-4]j; B=[1; 2j; Q=zeros(2); Pl=diag([L1 2]); R=l; 
M=[A -Brinv(R)*B:; -Q -A:];i lv,j]j=jordan(sym(M) ) ; 
Tl=eye(2); Tl(3:4,3:4)=fliplr(CT1) ; TIT=VvxTL ; 
Tti=T(1:2,1:2); TIT12=T41:2,3:4);) T21=T(3:4,1:2); T22=T(3:4,3:4); 
Ra=-inv(T22-P1*T12)+(T21-Pt*T11) ; 
symsg 七; Lam=j(3:4,3:4); EA=expm(Lamkt) 
P=Ssimp1le((T21+T22*#EA*Ra*rEA)kinv(T11+T12*EA*RarEA) ) 
得 出 的 解析 解 为 
18e 生 (176e 和 一 12e4 一 316et 十 153) 
一 491 -- 6320ej 二 3825e2 十 3168e4t 一 200e6: 
6e (264e2 一 22e 并 - 395et 十 153) 
一 491 一 6320e 并 十 3825e44 十 3168e4t 一 200e6: 
6e“ (132e“ -19e4 - 158et 二 51) 
-491 一 6320e3t 十 3825e2 上 3168e4t 一 200e6i 
下 面 的 语 钻 可 以 检验 结果 的 正确 性 ， 看 见得 出 的 解 是 正确 的 。 
>> SubsktP,t,0)，Simplek4diff(P)+P*A+A7?*P+Q-P*+xBrinv(R)*+B7:*P) 
2. 微分 Riccati 方程 的 数值 解法 
从 前 面 的 介绍 可 以 看 出 , 微分 Riccati 方程 是 可 以 求解 析 解 的 ， 然 而 ， 若 系统 
的 阶 次 增高 ， 甚 至 问题 稍 变 复 杂 ， 则 上 述 的 微分 Riccati 方程 求解 将 变 得 异常 困 
难 , 大 部 分 问题 的 解析 求解 将 变 得 不 可 能 ,所 以 在 这 样 的 情况 下 ,应 该 考虑 微分 
Riccati 方程 的 数值 解法 。 
可 以 编写 一 个 通用 的 描述 微分 Riccati 方程 的 MATLAEB 函数 


function dy=dqiff_ricGt,x,flag,A,B;Q,R) 
P=reshape(tx,Size(A)) ; Y=-P*rA-A*P-Q+P*rBrkinVv(R)*B*P; dy=Y(:); 


这 样 用 下 面 的 语句 就 可 以 调用 ode45() 函数 来 求解 微分 Riccati 方程 
[t ,DJj=ode45 (ediff Tric, [ 玉 ,0] ,五 (:),options,4, 妃 ,Q , 尺 ) 
注意 , 在 该 方程 求解 中 , 终 下 仿真 时 间 可 以 小 于 初始 仿真 时 间 三 。 
例 4-33 假设 系统 模型 、 加 权 和 初 值 分 别 如 下 给 出 


-6 -6 -17 0 1 2 0 
-1 0 1|)B=|l2,Q=|2 8 0 ,及 =1 (05) = 
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0 0 4 
该 来 解 徽 分 Riccati 方程 。 
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求解 由 于 系统 的 阶 次 增加 ， 用 前 面 介 绍 的 解析 方法 是 不 可 能 得 出 问题 的 解 的 ， 所 以 
必须 借助 数值 方法 来 求解 。 描 述 了 已 知 给 阵 ， 则 可 以 由 下 面 语 句 求 出 方程 的 数值 解 ， 
并 绘制 出 玉 答 阵 的 曲线 ， 如 图 4-23 所 示 。 
>> A=[-6,-6,-17; -1,0,1; 1,0,0]; B=[LO，2; 1]，; 
Q=[L120;280;004; R=lii Pl=diagCtl,3,8]); 
[t,y]=ode45(Gdiff_ric,[0.5,0] ,P1(:),D,A,B,QR,R); PlLot(t,y) 





图 423 微分 Riccati 方程 的 数值 解 


由 得 出 的 数据 可 见 ， 由 已 知 的 五 (0.5) 可 以 反 推 回 五 (0) 短 阵 。 以 该 给 阵 为 初 值 ， 
还 可 以 用 下 面 的 语句 求解 微分 方程 的 初 值 问 题 ， 得 出 和 图 423 中 一 致 的 曲线 。 

>> PO=y(end,，: ) ; 

比 ,y]=ode45(@diff_ric, [0 0.5] ,P0(:),[],A,B,Q,R); plot(t,y) 

值得 指出 的 是 ,虽然 对 上 面 的 例子 来 说 ,可 以 解 出 初 值 ， 然 后 用 初 值 可 以 反 
推 回 终 值 ,但 很 多 情况 下 这 样 的 反 推 不 一 定 成 功 ， 因 为 如 果 主 较 大 , 则 各 个 状态 
在 上 三 0 之 前 很 久 就 达到 稳 态 值 ， 这样 反 推 得 出 的 结果 就 不 惟一 了 。 

3. 微分 Riccati 方程 在 控制 理论 中 的 应 用 

考 谍 去 (3-4-28) ~ 式 (3-4-31) 中 介绍 的 二 次 型 指标 最 优 控 制 问题 。 由 最 优 控 
制 量 必 人 = 一 天 一 PPz( 人 bb 可 以 直接 构造 出 下 面 的 微分 方程 边 值 问题 。 
| Z(t 一 (4- 民 -IIP)z 人 tb， Z(0) 一 20 [414 

刀 从 =-4IP 扫 -已 4+TPOOBR-IBIPD-Q 万 (三 ) 王 环 下 

可 见 , 在 得 出 的 模型 中 , 其 中 部 分 状态 变量 给 出 了 初 值 ， 而 另 一 些 给 出 了 终 值 ,所 
以 这 样 的 问题 是 微分 方程 的 边 值 问 题 。 


亚 ( 
量 ， 这 时 可 以 写 出 如 下 的 M 函数 来 描述 本 问题 的 一 阶 微分 方程 组 


这 样 ， 令 新 状态 变量 y = | | 其 中 天 人) 是 矩阵 成 按 列 展开 构成 的 列 向 


4.4 微分 方程 边 值 问题 的 计算 机 求解 


function dydt=dynamic_ric(Gt,y,A,B,Q,R,XO,P1) 

n=length(B) ; P=reshape(Cy(Cn+1:end) ,n,D) ; 

dydt=[(A-B*inv(R)*B2*P)*y(1:D) ; 

reSshape(-A:*P-P*rA+P*rBrkinv(R)*B7?*P-Q,n>*2,1)]; 

态 外 , 描述 边 值 的 M 函数 也 可 以 很 容易 建立 起 来 , 如 下 所 示 

function res=bv_ric(Gya,yb,A,B,Q,R,x0O,P1) 

D=Jlength(x0); res=[ya(1:n)-Xx0; yb(Cn+l:end)-P1(:)] ; 

在 这 两 个 图 数 中 , 变量 4, 妃 , Q, 玉 , zo 和 万 为 附加 变量 ， 可 以 根据 实际 系 
统 的 参数 在 MATLAB 工作 空间 中 直接 定义 。 这 时 ， 可 以 由 下 面 的 语句 求解 二 次 
型 指标 的 最 优 控制 问题 。 


sinit=bvpinit(1inspace(a,b,AMT) ,rand(n2 二 mm 1) 尺 构造 初 什 
sol=bvp4c(cdynamicTic,obv ric,sinit ,options, ... 


4, 忆 ,Q, 尽 ,zo, 已 ) % 求解 二 次 型 最 优 控制 问题 


其 中 ，AML 是 求解 代数 方程 用 的 分 段 值 ， 可 以 取 为 5。 返 回 的 sol 是 结构 体 数 
据 ，sol.z 为 时 间 回 量 ，sol1.7 为 整个 系统 的 状态 向 量 在 各 个 时 刻 构 成 的 矩阵 ， 
其 及 即 行 数 值 是 系统 的 状态 z 的 仿真 结果 ,后 ”2 行为 Riccati 方程 的 动态 解 。 

例 4-34 仍 考虑 例 433 中 给 出 的 线性 系统 模型 ， 假 设 状态 变量 的 初 值 为 mu 二 
[5, 0,1] ， 试 仿真 [0,0.5] 区 间 的 二 次 型 最 优 控制 系统 。 

求解 先 输入 系统 已 知 的 各 个 短 阵 ， 然 后 可 以 用 上 面 给 出 的 方法 定义 初 值 变 量 sinit， 
将 其 代入 bvp4c() 函数 就 可 以 直接 求解 式 (4 4-14) 中 的 边 值 问题 了 。 这 样 得 出 的 状态 
变量 曲线 如 图 424 (a) 所 示 ,， 微 分 Riccati 方程 的 解 在 图 424 (b) 中 给 出 ， 其 结果 与 例 
4-33 完全 一 致 。 


0 0.] 0.2 0.3 0.4 0.5$ 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 
(a) 系统 状态 的 时 域 响应 (b) Riccati 方程 的 解 
图 4-24 线性 二 次 型 最 优 控制 仿真 曲线 


>> A=[-6,-6,-17， 01 100J; B=[0; 2 了 ; 
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Q=[1 2 0; 2 8 0; 0 0 4]; R=1; xo=[5;0;1]; Pl=diag([1,3,8]); 
sinit=bvpinit(1Linspace(0,0.5,5) ,Tand(12 ,1)) ; 
sol=bvp4c(@dynamic_ric,Gbv_ric,sinit, [] ,A,B,Q,R,x0,P1) ; 
ploetktsol ,ze6ol (dy 3 7) 让 Cure DLLotkGsol.Z,SGL .7456nd0 


4.5 “基于 框图 的 非 线性 系统 的 仿真 方法 


Simulink 环境 是 1990 年 前 后 由 The MathWorks 公司 推出 的 产品 ， 原 名 为 
SimuLAB，1992 年 改 为 Simulink。 其 名 字 有 两 重 含义 , 仿真 (simu) 与 模型 连接 
(link)， 表 示 该 环境 可 以 用 框图 的 方式 对 系统 进行 仿真 。Simulink 提供 了 各 种 可 
用 于 控制 系统 仿真 的 模块 ,支持 一 般 的 控制 系统 仿真 。 此 外 ,， 它 还 提供 了 各 种 工 
程 应 用 中 可 能 使 用 的 模块 ， 如 电机 系统 、 机 械 系 统 、 通 信 系 统 等 的 模块 集 ,， 直接 进 
行 建 模 与 仿真 研究 。Simulink 的 功能 十 分 强大 ,可 以 借用 其 本 身 或 模块 集 对 任意 
复杂 的 系统 进行 仿真 。 相 关内 容 可 以 参阅 其 手册 和 书籍 出 0,11 。 


4.5.1 _ Simulink 简介 


在 MATLAB 命令 窗口 输入 open_system(:simulink:) 命令 将 打开 如 图 
4-25 所 示 的 模型 库 ,， 库 中 还 有 下 一 级 的 模块 组 ,如 连续 模块 组 、 离 散 模 块 组 和 和 输 
入 输出 模块 组 等 , 用 户 可 以 用 双击 的 方式 打开 下 一 级 的 模块 组 ， 寻 找 及 使 用 所 需 
要 的 模块 。 这 里 显示 的 模型 库 是 Simulink 6.6 版 给 出 的 ,其 他 版 本 的 模型 库 表 示 
形式 略 有 不 同 。 


忆 ] Lzbrary: SIEMULIPmK 图 回 关 


了 ile 了 dt Yieyw maf Help 


| 
SouUrces Sinks 


Re ng 





TE 


Miath Logic and 
| Dperations Dperatio U erms Utilities 


枚 so 志 区 攻 世 > Math Simulink Biock Library 6.6 
枚 so 志 idocag 区 CAX ”> 及 攻 世 > po Copyright (cl 1990-2007 


The Mathwuors 1nc. 





图 4-25 _ Simulink 主 窗 口 


4.5 基于 框图 的 非 线性 系统 的 仿真 方法 


本 


4.5.2 qimnulink 相关 模块 


Simulink 支持 的 模块 不 胜 术 举 , 不 可 能 在 本 节 的 篇 幅 内 全 部 介绍 , 所 以 下 面 

将 介绍 其 中 稼 用 的 模块 。 
输入 输出 端口 (In1, outl) 一 般 更 芝 用 输出 模 鞭 显示 微分 方程 求解 的 结果 ， 

该 模块 将 在 MATLAB 工作 空间 中 产生 变量 yout 。 仿 真 模型 中 任意 一 路 
信号 都 可 以 用 示 流 上 央 9cope 直接 显示 。 
@ 时 钟 模块 Clock 产生 时 间 上 从 而 可 以 搭建 时 变 系统 模型 。 
3) 常用 输入 模块 可 以 用 Sine 模块 产生 正 驼 信号, 用 Step 可 以 产生 阶 跃 信 
号 ， 而 用 Constant 模块 可 以 产生 恒信 信号 。 

4 积分 器 模块 (Int) 可 以 用 其 拉 述 一 阶 导数 , 邻 营 微分 方程 组 的 每 个 一 阶 导 
数 项 作为 每 个 积分 器 模块 的 输入 。 例 如 ， 第， 个 积分 器 模块 的 输入 端 定 义 
为 2 人 ( 臣 ， 则 其 得 出 奖 目 然 融 是 人， 奉 给 出 了 一 阶 微分 方程 组 ， 则 积分 器 
答 入 痛 的 措 建 加 是 整个 微分 方程 组 Simulink 模型 搭建 的 关键 。 对 于 线性 
高 阶 微分 方程 , 还 可 以 采用 其 中 的 传递 函数 模块 Transfer Function。 

@) 延迟 模块 (Transport Delay) 可 以 得 出 其 输入 信和 导 在 !- 时 刻 的 值 。 该 模 
块 可 以 用 于 延 反 微分 方程 的 建 模 与 求解 。 除 了 固定 时 间 延 迟 外 ,还 可 以 使 
用 Variable Transport Delay 模块 表示 可 变 时 间 延 迟 。 

(6) 增益 模块 (Gain, Sliding Gain 和 Matrix Gain) 这 些 增 益 模 块 都 是 建 模 中 很 
有 意义 的 增益 模块 ,而 它们 的 作用 也 各 不 相同 。Gain 模块 主要 用 于 信和 号 的 
放大 ， 如 果 该 模块 的 输入 信号 为 叉 ， 则 其 输出 为 久 v。Matrix Gain 是 矩阵 
增益 模块 ,如 果 向 量 型 输入 信号 为 由 则 其 输出 信号 就 成 为 下 几 。Sliding 
Gain 模 鞭 较 有 特色 , 它 实 际 上 是 一 个 滚动 杆 , 用 户 可 以 通过 鼠标 拖 动 的 方 


局 数学 运算 模块 可 以 对 其 输入 信号 实现 加 减 乘除 等 代数 运算 ， 也 可 以 实现 
各 种 多 和 辑 运 算 和 比较 运算 。 


数学 函数 模块 可 以 对 输入 信号 做 模块 指定 的 非 线 性 运算 ， 如 三 角 函 数 运 
算 、 指 数 对 数 运 算 等 。 

@@) 信号 向 量化 模块 用 混 路 模块 Mux 可 以 将 若干 路 信和 号 混成 向 量 型 的 信和 号 ， 
用 DeMaux 模块 可 以 将 癌 量 型 信号 解 出 单 路 的 信和 号。 


4.5.3 基于 Simulink 的 控制 系统 建 模 与 仿真 


控制 系统 仿真 研究 的 一 种 很 常见 的 要 求 是 通过 计算 机 得 出 系统 在 某 信号 驱动 
直 的 时 间 响 应 ， 从 中 得 出 期 望 的 结论 。 如果 外 研 究 非 线性 方程 ， 一 方面 可 以 采用 
表面 种 介绍 的 微分 方程 数值 解法 来 求解 . 另 一 方面 , 可 以 采用 基于 Simnulink 仿 
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真 框图 的 方法 进行 求解 。 因为 对 于 更 复杂 的 系统 来 说 ， 单 纯 采 用 上 述 的 方法 有 时 
难以 完成 仿真 任务 , 比如 说 , 者 想 研 究 结构 复杂 的 非 线性 系统 , 用 前 面 介 绍 的 方法 
则 需要 列 写 出 系统 的 微分 方程 ， 这 本 身 就 是 很 复杂 的 事 ， 有 时 甚至 是 不 可 能 的 事 。 
如 果 有 一 个 基于 框图 的 仿真 程序 , 根据 需要 可 以 用 框图 的 形式 建立 起 系统 的 仿真 
模型 ， 则 解决 复杂 系统 的 问题 就 轻而易举 了 。 这 里 将 通过 例子 介绍 Simulink 在 各 
种 系统 中 的 仿真 应 用 。 

1. 混沌 问题 的 仿真 建 模 与 研究 

意 沌 方程 一 般 由 微分 方程 描述 。 仿 真 这 样 微 分 方程 有 一 个 技巧 , 即 对 每 个 微 
分 量 引 入 一 个 积分 器 ,积分 器 的 输出 就 是 该 状态 变量 ,那么 积分 器 的 输入 端 就 自 
然 是 傍 变 量 的 一 阶 微分 。 这 样 就 可 以 通过 搭建 仿真 模型 的 方法 进行 仿真 研究 。 下 
面 通 过 实际 例子 演示 混沌 问题 的 仿真 研究 。 
例 4-35 再 考虑 例 47 所 示 的 R6ssler 方程 ， 其 数学 表达 式 可 以 重新 描述 为 


家 二 一 yb 一 过 ( 
四 一 2 二 QU 人 
去 ( 直 ) 一 必 十 [( 人 一 cz 


选 定 0=D=0.2,c=5.7， 且 Z(0)=y(0)=z(0)=0。 试 仿真 该 系统 ， 绘 制 出 系统 的 时 
域 响应 和 相 空 间 轨 迹 。 

求解 对 每 个 微分 量 应 该 引入 一 个 积分 器 ， 则 不 难 构 造 如 图 426 所 示 的 Simulink 杠 
图 ,并 将 三 个 积分 器 的 初 值 均 设置 为 0。 在 启动 仿真 过 程 之 前 ， 还 可 以 设置 仿真 控制 
参数 ， 如 令 仿 真 终止 时 间 为 100， 相 对 误差 限 为 10-7， 这 时 启动 仿真 过 程 ， 则 可 以 在 
MATLAB 工作 空间 中 返回 两 个 变量 ，tout 和 yout， 其 中 tout 为 列 向 量 ， 表 示 各 个 
仿真 时 刻 ， 而 yout 为 一 个 三 列 的 矩 阵 ， 分 别 对 应 于 三 个 状态 变量 zi(t ~ zs 人 昌 。 这 样 
用 下 面 的 语句 就 可 以 绘制 出 各 个 状态 变量 的 时 间 响 应 曲线 ,如 图 427 (a) 所 示 。 
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426 Rossler 方程 的 Simulink 表示 (文件 名 : c4mrossler.md]) 


4.5 基于 框图 的 非 线 性 系统 的 仿真 方法 <0U] 


本 和 和 


>> Plot(tout ,yout) Ah 系统 状态 的 时 间 响 应 曲线 
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(a) 状态 变量 的 时 间 曲 线 (b) 系统 啊 应 的 相 衬 间 表 未 


图 427 Rossler 方程 的 仿真 结果 

若 以 Ti 站，7Za 人 和 Zas 人 (分别 为 三 个 坐标 轴 ， 这 样 就 可 以 由 下 面 的 语 撮 绘制 出 
三 维 的 相 空 间 曲 线 ， 如 图 年 27 (b) 所 示 ，comet3() 函数 还 可 以 动态 演示 出 状态 空间 曲 
线 的 走向 。 

>> Comet3(yout(: ,1) ,yout(:，2) ,yout(:，3))，grid % 动态 显示 轨迹 

注意 ,这 里 得 出 的 结果 与 例 47 中 的 结果 完全 一 致 。 

Jimulink 的 模块 中 很 多 都 支持 向 量化 输入 ， 亦 即 把 若干 路 信号 用 Mux 模块 组 
织 成 一 路 信号 ， 这 一 路 信号 的 各 个 分 量 为 原来 的 各 路 信号 。 这 样 这 组 信号 经 过 积分 
器 模块 后 ， 得 出 的 输出 仍然 为 向 量化 信号 ， 其 各 路 为 原来 输入 信号 各 路 的 积分 。 这 样 
用 图 428 (aj 中 给 出 的 Sitnulink 模块 就 可 以 改写 原来 的 模型 了 。 在 该 模型 中 还 使 






本 了 
二 S 
jntegratoOr 
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(a) 改进 的 仿真 框图 (文件 名 : c4mrossla.md) (Pb:， 加 量 型 信号 线 加 粗 (文件 名 : c4mrosslb.mdy) 
图 428 Rossler 方程 的 其 他 Sinnulink 描述 方法 
用 Fcn 模块 ， 用 于 描述 对 输入 信号 的 数学 运算 ， 这 里 输入 信号 为 系统 的 状态 向 量 ， 而 


Fcn 模块 中 将 其 输入 信号 记 作 u， 如 果 口 为 向 量 ， 则 用 uri] 表示 其 第 i 路 分 量 。 若 先 
树 Format 一 Port/Signal Display 一 Wide Nonscalar Lines 菜单 项 则 会 自动 加 粗 向 量 型 信 
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号 ， 如 图 428 (b) 所 示 。 可 见 ， 这 样 的 系统 模型 比 图 426 中 给 出 的 Simulink 模型 简洁 
得 多 ， 且 这 样 建 模 不 易 出 错 ， 也 易于 维护 。 

2. 时 变 系 统 的 Simulink 仿真 

如 果 系 统 的 某 些 参数 随时 间 变 化 , 则 可 以 利用 Simulink 输入 模块 组 中 的 
Clock 模块 生成 时 间 变 量 , 用 其 驱动 其 他 模块 搭建 时 变 参数 ,这 种 建立 起 系统 的 仿 
真 模型 。 
例 4-36 对 时 变 受 控 对 象 模 型 WOb +e-0218( 人 0 +e-5tsin(2t 十 6)jy(b 一 (的 ,考虑 一 
个 PI 控制 系统 模型 ， 如 图 429 所 示 ， 其 中 控制 器 参数 为 开 ， = 200, Ki; = 10， 饱 和 非 
线性 的 宽度 为 9 一 2， 试 分 析 闭 环 系统 的 阶 跃 响应 曲线 。 


站 受 控 对 象 模型 





图 429 时 变 控 制 系统 框图 


求解 由 给 出 的 模型 可 以 看 出 , 除了 时 变 模 块 外 ， 其 他 模块 的 建 模 是 很 简单 和 直观 的 。 
对 时 变 部 分 来 说 , 假设 Di 人 旭 三 gt ra 人 三 2 四， 则 可 以 将 微分 方程 变换 成 下 面 的 一 
阶 微分 方程 组 


| 2(b 一 za 人 


za 人 (ti 一 一 era( 人 一 estsin(2t 十 6)zli 人 (tb 十 忌 ( 


仿照 例 435 中 使 用 的 方法 ， 给 每 个 状态 变量 设置 一 个 积分 器 , 则 可 以 搭建 起 如 图 
430 所 示 的 Simulink 仿真 框图 ， 其 中 的 时 变通 数 用 Simulink 中 的 函数 模块 直接 表示 ， 
注意 各 个 函数 模块 中 函数 本 身 的 描述 方法 是 用 习 表示 该 模块 输入 信号 的 ， 而 其 输入 接 ， 
时 钟 模块 ， 生 成 时 变 部 分 的 模型 ， 与 状态 变量 用 乘法 器 相 乘 即 可 。 

建立 了 仿真 模型 之 后 ， 就 可 以 给 出 下 面 的 MATLAB 命令 ， 对 该 系统 进行 仿真 ， 
并 得 出 该 时 变 系 统 的 阶 跃 响应 曲线 ， 如 图 431 所 示 。 

>> opt=simset(:RelTol' ,1e-8); 4 设置 相对 允许 误差 限 

Kp=200; Ki=10; 4 设 定 控制 器 参数 
[t,x,y]j=sim(c4mntinv ,10,opt); plot(t,y) 区 仿真 并 绘图 

3. 多 变量 系统 的 仿真 研究 

Simulink 提供 的 传递 杯 数 模 块 和 状态 方程 模块 并 不 能 直接 处 理 带 有 时 间 延 
迟 的 多 变量 模型 , 历 以 应 通过 多 变量 系统 的 结构 ， 从 底层 搭建 系统 的 仿真 模型 。 
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图 430 时 变 系 统 的 Simulink 表示 (文件 名 : cd4mtimv.md]) 


1.5 一 一 


门 -一 -一 一 


图 4-31 时 变 系统 的 阶 跃 啊 应 曲线 


例 4-37 考虑 例 2-22 中 介绍 的 多 变量 系统 阶 路 响应 仿真 问题 ， 试 构造 并 仿真 该 多 变 
量 系 统 模型 。 
求解 由 于 含有 时 间 延 迟 ， 所 以 不 可 能 直接 用 feedback() 函数 构造 闭环 系统 模型 ， 有 
了 Simulink 这 样 的 工具 ， 就 可 以 容易 地 建立 起 精确 的 仿真 模型 ,如 图 4-32 所 示 。 在 系 
统 的 框图 中 ， 分别 设置 两 路 阶 跃 输 入 的 值 为 ut 和 nu2。 
直接 用 Simulink 模型 进行 仿真 ， 则 可 以 容易 地 得 出 该 系统 分 别 在 两 路 阶 跃 单独 
作用 下 阶 跃 响应 的 精确 解 ， 并 将 解析 解 和 近似 解 在 同一 坐标 系 下 绘制 出 来 ， 如 图 4-33 
所 示 。 
>> ul=1; u2=0j [ttl,xl,yy1=simn(cd4mnmnino: ,15); % 第 一 输入 阶 跃 响 应 
ut=0; u2=1; [tt2,x2,yy2]=sim(:c4nmnimo: ,15); 第 二 输入 阶 跃 响应 
Subp1lot(221) ，Plot(tl,yl(: 1)， :ttl, yyt(: ,1)) 
subplot(222) ，Plot(t1,yl(:,2)，，: ,ttt,yyl1(:，2)) 
subpblot(223) ，pPlot(t2,y2(: ,1)，: :tt2,yYy2(: ,1)) 
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图 4-32 ”多 变量 系统 的 Sitnulink 表示 (文件 名 : c4mmimo.md]) 
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From: Inf1) Front fn(2) 


一 
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Tinne (Sec ) 


图 433 多 变量 系统 的 阶 跃 响应 比较 


Ampltude 





Subplot(224) ，Plot(t2,y2(;:,2),，:: ,tt2,yy2(: ,2)) 

在 图 4 33 中 的 实际 曲线 绘制 中 ， 采 用 实 线 表示 精确 仿真 结果 ,虚线 表示 近似 结 
果 ， 另 外 对 subplot() 示 数 设置 的 坐标 系 进行 了 手动 修正 ， 使 之 更 加 美观 。 从 图 中 可 
以 看 出 ， 这 样 得 出 的 Pad6 近似 结果 精度 还 是 比较 高 的 ， 在 得 出 的 图 形 中 几乎 看 不 出 
二 者 的 差别 ， 所 以 在 一 些 应 用 中 ， 可 以 直接 使 用 Pad6 近似 对 时 间 延 迟 环节 进行 近似 ， 
但 应 该 验证 仿真 的 精度 ， 比 如 说 ， 看 看 用 不 同 阶 次 的 Padk 近似 去 处 理 延 迟 环节 ， 是 否 
能 得 出 相同 的 仿 责 结果 。 

4. 延迟 微分 方程 的 求解 

如 采 采 用 延迟 环节 ,， 则 可 以 搭建 起 某 信 号 及 其 延迟 信号 , 这 样 采 用 Simulink 
汪 人 人 中 可 以 容易 地 措 建 起 仿真 框图 ， 最终 通过 仿真 的 方法 得 出 延迟 微分 方 
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一 3 避 一 了 
100 一 116 62 
207 一 207 1]13 


几 ; 一 ， >， 王 














试用 Simulink 搭建 系统 模型 ， 并 得 出 系统 的 仿真 曲线 。 
求解 该 方程 用 MATLAB 自身 提供 的 dde23() 函数 无 法 求解 ， 所 以 这 里 考虑 采用 基 
于 Simulink 的 框图 形式 求解 该 方程 。 在 建 模 之 前 可 以 用 下 面 的 语 旬 输入 已 知 的 甜 阵 
>> AL=[-13,3,-3;， 106 ,-116 ,62;，，207 ,-207 ,113j ; 
A2=diag([0.02,0.03,0.04]);， B=[0; 1; 2]; 
再 考虑 原始 的 微分 方程 模型 ， 已 经 存在 一 个 状态 向 量 z( 巧 ， 故 可 以 安排 一 个 积分 
器 ， 使 得 其 输出 为 了 ( 昌 ， 这 样 其 输入 端 自然 是 了 (和 ， 可 以 分 别 给 这 两 个 信号 连接 延迟 
环节 ， 并 按 实 际 情 况 设置 延 迟 时 间 常 数 ， 则 可 以 构造 出 吕 人 t 一 71) 和 定 ( 人 人 一 人 2) 信号， 这 
样 经 过 简单 的 处 理 就 可 以 搭建 出 如 图 4.34 所 示 的 Simulink 模型 。 





网 4-34 市 有 时 数 延迟 的 微分 方程 Simulink 模型 (文件 名 : cd4mdde3.mdl]) 


用 下 面 的 语句 就 可 以 求解 该 方程 ， 并 将 各 个 状态 变量 绘制 出 来 ， 如 图 435 所 示 。 
可 见 ， 用 传统 求解 方法 难于 求解 的 中 性 延 衣 微 分 方程 也 可 以 容易 地 求解 出 来 。 
>> [t,XJj=sim(c4mdde3:, [0,8]); plot(t,X) 


5. 网 络 控制 系统 的 建 模 与 仿真 

如 果 通 过 计算 机 网 络 去 对 系统 进行 控制 ， 则 系统 中 存在 不 确定 的 时 间 延 迟 ， 
这 主要 表现 在 系统 输出 信号 检测 的 延迟 和 控制 信号 施加 作用 的 延迟 。 这 种 延迟 是 
随机 的 ， 此 外 在 网 络 传输 中 还 可 能 存在 丢 包 、 倒 序 等 现象 的 出 现 , 这样 的 现象 将 
影 吧 系 统 的 控制 效果 。 这 里 将 演示 带 有 随机 延迟 的 系统 建 模 与 仿真 方法 。 
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图 4-35 延迟 微分 方程 的 数值 解 
例 4-39 考虑 状态 方程 极点 配置 算法 的 网 络 实 现 。 假 设 系统 的 状态 方程 矩阵 为 


0200 -2 0 1 2 
1000 0 一 | 0 0 
0U01 0 0 0 0 U 1! 
4= 0000 3 0 0 | 0 一 | 
200 1 0 0 U 1 
00-L1 0 1L| 0 0 0 


状态 变量 的 初 值 为 zo = [3,4;,5,2,3,0][。 如 果 想 将 系统 的 闭环 极点 配置 到 了 = 
一 1 一 2, 一 3, 一 4, 一 L 士 j， 试 求 出 状态 反馈 和 撼 阵 。 若 状态 检测 和 控制 信号 作用 的 延迟 都 是 
随机 的 , 假设 最 大 的 延迟 为 0.2 秒 ， 试 建立 起 仿真 模型 并 研究 不 同 的 延迟 下 控制 效果 。 
求解 因为 需要 所 有 的 状态 ， 所 以 在 输出 方程 中 应 该 设置 C = 了。 根据 要 求 ， 由 下 面 
的 语句 即 可 以 设计 出 状态 反馈 的 天 阵 
>> A=[0,2,0,0,-2,0; 1,0,0,0,0,-1; 0,1,0,0,0,0; .,. 
0,0,0,3,0,0; 2,0,0,1,0,0; 0,0,-1,0,1,0] ; 
B=[l1,2; 0,0; 0,1; 0,-1; 0,1; 0,0]; x0=[3,4,5,2,3,0] ; 
C=eye(6) ; D=zeros(6 ,2) ; a=0.2; 
Pp=[-1,-2,-3,-4,-1+11,-1-1i] ; K=place(A,B,Pp) 
这 样 得 出 的 状态 反馈 短 阵 为 
天 一 | 7.9333 ”一 18.553 一 19.134 ”20.65 18.698 0013| 
-0.36944 一 2.0412 ”一 2.3166 ”一 9.5475 0.57469 1.5013 
现在 考虑 网 络 控制 的 建 模 。 引 入 随机 延迟 模块 ， 则 可 以 构造 出 如 图 436 所 示 的 份 
真 模型 ， 其 中 @ 为 两 个 延迟 模块 的 最 大 延迟 值 。 仿 真 模型 中 未 考虑 通信 丢 包 现 象 。 
设置 6 三 10 ， 则 可 以 认为 检测 和 控制 没有 延迟 ， 这 时 可 以 得 出 直接 状态 反馈 控 
制 的 控制 效果 ， 如 图 437 (a) 所 示 。 令 0 三 0.2， 则 得 出 的 网 络 控制 效果 如 图 437 (Db) 
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图 436 网 络 状态 反馈 极 后 配置 控制 的 仿真 框图 (文件 名 : c4mnet.mdl) 


所 示 。 可 见 ， 控制 效果 比较 理想 。 





(a) 直接 状态 反馈 (b) 随机 延迟 网 络 控制 
图 4-37 网 络 控制 的 仿真 结果 


进一步 增 大 Q@ 值 ， 则 直至 a = 0.4， 网 络 控制 系统 仍然 稳定 ,但 网 络 控制 效果 明显 
变 差 。 若 进一步 增 大 延 衣 ,如 Q@ 三 0.5， 则 系统 不 稳定 。 

6. 一 般 非 线性 模块 的 搭建 

Simulink 库 中 提供 了 一 些 分 段 线性 的 非 线性 静态 模块 ， 如 饱和 非 线 性 模块 、 
死 区 非 线性 模块 等 。 除 了 这 些 模 块 外 , 还 可 以 用 查 表 模块 搭建 任意 的 单 值 和 单 值 
非 线 性 模块 4 。 单 值 非 线性 环节 可 以 通过 查 表 模 块 直接 搭建 。 双 值 非 线性 搭建 麻 
烦 一 些 , 搭建 方法 可 以 由 下 面 的 例子 演示 。 
例 4-40 试用 Simulink 模块 搭建 起 如 图 438 (a) 所 示 的 非 线性 系统 模型 ， 积 分 器 的 初 
始 状态 Z1(0) = 1， 其 中 的 非 线性 环节 如 图 438 (b) 所 示 的 双 值 非 线性 模块 。 试 对 该 系 
统 进 行 仿真 研究 。 
求解 分 析 给 出 的 系统 框图 可 见 ， 本 问题 的 难点 是 双 值 非 线 性 回环 环节 的 构造 。 该 回 
环 在 输入 量 减 小 时 由 图 4-39 (a) 中 给 出 的 下 降 分 支 计算 输出 量 ， 而 增加 时 由 图 439 
(bj 中 的 上 升 分 支 计算 。 
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(2, 1) 《3, 1) 





(a) 非 线性 系统 方 框图 lb) 饱和 继 电 回环 
图 4-38 饱和 继 电 回 环 


(2 1) (3，1) (3 0L) 


一 2 晶 
(1,0) 【一 2,0) 


(a) 和 下降 分 文 (b) 上 升 分 支 


图 4-39 分 解 成 两 个 单 值 非 线性 环节 


Simulink 的 连续 模块 组 中 提供 了 一 个 Memory (记忆 ) 模块 ， 该 模块 记忆 上 一 个 计 
算 步 长 上 的 信号 值 ， 所 以 可 以 按照 图 440 中 所 示 的 格式 构造 一 个 Simulink 模型 。 在 
该 框图 中 使 用 了 一 个 比较 符号 来 比较 当前 的 输入 信号 与 上 一 步 输 入 信号 的 大 小 ， 其 输 
出 是 怕 辑 变量 ， 在 上 升 时 输出 的 值 为 1， 下 降 时 的 值 为 0。 由 该 信号 可 以 控制 后 面 的 开 
关 模 块 ， 设 开关 模块 的 装 值 (Threshold) 为 0.5， 则 当 输 入 信号 为 上 升 时 由 上 面 的 通路 
计 和 工整 个 系统 的 输出 ， 而 下 降 时 由 下 面 的 通路 计算 输出 。 





u( 上 升 分 支 本 
一 站 
-vb 丰 降 分 支 


Relational Switch Cuti 
Mermory “Operator 


图 4-40 非 线性 模块 的 Simulink 表示 (文件 名 : c4mloopa.md]) 


7. 连续 系统 随机 输入 仿真 研究 

连续 系统 在 随机 噪声 驱动 下 ,其 系统 内 信号 不 能 简单 地 用 随机 数 作为 输入 进 
行 仿真 ， 而 必须 来 用 和 仿真 步 长 相关 的 加 权 随 机 信号 ,已 保证 在 一 个 指定 的 频率 
范围 内 保持 一 个 恒定 的 输入 功率 ， 最 理想 的 近似 输入 信和 号 为 带宽 受 限 的 输入 信 
号 43 。 为 了 得 出 系统 的 近似 解 ， 必 须 使 用 定 步 长 的 仿真 方法 ， 并 对 伪 随 机 输入 函 
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才 和 


数 进行 比例 化 。 假 定 比 例 化 系数 为 久 。 即 水 = 玫 oei， 式 中 e; 为 满足 正 态 分 布 的 
伪 随 机 数 , 而 六 为 可 以 用 于 仿真 的 实际 输入 量 。 假 定 在 一 个 计算 步 长 内 输入 信和 号 
放 为 一 名 但 ， 芭 


让 二 站 =Koe tiAtSt<GTDA (4.5-1) 


为 保证 伪 随 机 变量 mi 的 强度 与 原 随机 信号 加 () 相同 ， 则 可 以 证 明 13 天 。 = 
z/VAE。 可 见 ， 如 果 单 纯 采用 随机 数 作为 输入 将 得 出 错误 的 仿真 结果 。 在 
Simujlink 环境 中 ， 采 用 Band-Limited White Noise 模块 作为 输入 源 即 可 以 模 
拟 日 噪声 输入 。 


例 4-41 假设 已 知 非 线性 系统 的 框图 如 图 4.41 所 示 ， 其 中 线性 部 分 和 死 区 非 线 性 部 
分 分 别 为 4 


14s” 十 248s“ 十 900s 十 1200 一 
Gf9) 二 Ne) - | me 一 Ta0sgnfe)，|e| > 6 


s4 十 18s3 十 102s2 十 180s + 120， 0. el 和 6 
输入 7 了 (t 蕊 三 0， 扰 动 7 的 为 白 品 声 信 号 ， 且 非 线性 特性 m = 2,6 = 1， 试 对 该 系统 进行 
仿真 ， 并 得 出 误差 信号 e(t 的 概率 密度 。 





图 4-41 非 线 性 系统 框图 及 仿真 模型 
求解 根据 需要 可 以 构造 出 如 图 4-.42 所 示 的 仿真 模型 。 设 置 扰动 信号 +( 昌 的 采样 周 













[Band-Limited 
一 了 | 的 
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一 一 一 一 本 一 一 一 
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Dead Zone Transfer FFcn 


二 一 一 一 一 


图 4-42 非 线 性 系统 仿真 模型 (c4mrnd.mdD) 
期 为 0.001， 计 算 30000 个 点 。 并 选择 步 长 为 0.001 的 定 步 长 仿真 算法 ， 对 该 系统 进行 
念 真 ， 则 可 以 得 出 相应 的 输出 曲线 和 误差 曲线 ， 如 图 443 (a) 所 示 。 显 然 ， 这 样 的 输 
出 信号 杂乱 无 章 ， 所 以 应 该 侧重 于 研究 误差 信号 的 统计 特性 。 由 王 面 语 旬 可 以 得 出 误 


时 得 归 曙 乔 


善信 号 的 概率 密度 曲线 ， 如 图 竺 43 (b) 所 示 。 非 线性 系统 信号 的 理论 解 可 以 由 相应 的 
Fokker-Planck 方程 得 出 9。 
>> plot(tout,yout)，figure 绘制 系统 的 响应 曲线 
x=-8:0.5:8; N=hist(yout(: ,2) ,x) ; y=N/0.5/30000; bar (xy) 





0 3 10 135 20 25 30 一 8 


-6 一 4 一 2 0 2 二 
(a) 误差 信号 和 输出 信号 的 响应 曲线 (b) 误差 信号 的 概率 密度 
图 4-43 ”随机 输入 连续 系统 的 啊 应 分 析 


6 8 


4.5.4 _ 9- 函数 的 设计 与 应 用 


如 果 某 些 系统 不 利于 底层 模块 搭建 ， 则 可 以 采用 S- 函 数 的 形式 来 措 述 ，$ 是 
系统 的 意思 , 而 S- 函 数 实际 上 就 是 状态 方程 的 语句 朱 述 。 
S- 函 数 是 有 固定 格式 的 , MATLAB 语言 和 C 语言 编写 的 S- 函 数 的 格式 是 不 
同 的 。 用 MATLAB 语言 编写 的 S- 函 数 的 引导 语句 为 : 
function [sys,zZzo,str,ts]=fun(t,Z,U ,flag,D1,D2，…) 
其 中 fun 为 S- 函 数 的 函数 名 , ti z, 世 分 别 为 时 间 、 状 态 和 输入 信和 号，flag 为 标 
志 位 , 标志 位 的 取 值 不 同 ，S- 函 数 执行 的 任务 与 返回 数据 也 是 不 同 的 。 

@ 若 flag 的 值 为 0 时 , 将 启动 S- 函 数 所 描述 系统 的 初始 化 过 程 ， 这 时 将 调 
用 一 个 名 为 mdlInitializeSizes() 的 子 函 数 ， 该 函数 应 该 对 一 些 参数 
进行 初始 设置 ,如 离散 状态 变量 的 个 数 、 连 续 状 态 变 量 的 个 数 ， 模 块 输入 
和 输出 的 路 数 ， 模 块 的 采样 周期 个 数 和 采样 周期 的 值 、 模 块 状 态 变量 的 初 
值 向 量 zu 等 。 首 先 通 过 sizes=simsizes 语句 获得 默认 的 系统 参数 变 
量 sizes。 得 出 的 sizes 实际 上 是 一 个 结构 体 变 量 ， 其 常用 成 员 为 : 
.NumContStates 表示 S- 函 数 描述 的 模块 中 连续 状态 的 个 数 。 
.NumDiscStates 表示 离散 状态 的 个 数 。 

.NumInputs 和 Num0utputs 分 别 表 示 模 块 输入 和 输出 的 个 数 。 
.DirFeedthrough 为 输入 信和 号 是 否 直接 在 输出 端 出 现 , 取 值 可 以 为 0, 1。 
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.NumSampleTimes 为 模块 采样 周期 的 个 数 , S- 函 数 文 持 多 采样 周期 系统 。 
按照 要 求 设置 好 的 结构 体 sizes 应 该 在 通过 sys=simsizes(sizes) 
语句 赋 给 sys 参数 。 除 了 sys 外 , 还 应 该 设置 系统 的 初始 状态 变量 zo、 说 
明 变 量 str 和 采样 周期 变量 ts， 其 中 ts 变量 应 该 为 双 列 的 算 阵 ， 其 中 每 
一 行 对 应 一 个 采样 周期 。 对 连续 系统 和 有 单个 采样 周期 的 系统 来 说 ， 该 变 
量 为 [ia,t]， 其 中 二 为 采样 周期 ， 如 果 取 二 = - 工 则 将 继承 输入 信和 号 的 
采样 周期 参数 如 为 介 移 量 ， 一 般 取 为 0。 
@) 和 若 flag 的 值 为 1 时 , 将 作 连 续 状 态 变 量 的 更 新 , 即 调用 mdlDerivatives() 
函数 , 更 新 后 的 连续 状态 变量 将 由 sys 变量 返回 。 
G) 者 flag 的 值 为 2 时 , 将 作 离 散 状 态 变 量 的 更 新 , 即 调用 mdlUpdate() 函 
数 ,， 更 新 后 的 离散 状态 变量 将 由 sys 变量 返回 
由 者 flag 的 值 为 3 时 ,将 求 取 系 统 的 输出 信号 , 即 调 用 mdaloutputs() 函 
数 ,， 将 计算 得 出 的 输出 信号 由 sys 变量 返回 。 
@) 若 flag 的 值 为 4 时 , 将 调用 mdlGetTime0fNextVarHit() 函数 ， 计 算 下 
一 步 的 仿真 时 刻 ， 并 将 计算 得 出 的 下 一 步 仿真 时 间 由 sys 变量 返回 。 
6) 大 flag 的 值 为 9 时 , 将 终止 仿真 过 程 , 即 调用 mdqlTerminate() 函数 , 这 
时 不 返回 任何 变量 。 
S- 函 数 中 目前 不 支持 其 他 的 flag 选择 。 形成 S- 函 数 的 模块 后 , 就 可 以 将 其 铬 
入 到 系统 的 仿真 模型 中 进行 仿真 了 .。 在 实际 仿真 过 程 中 , Simujink 会 自动 将 flag 
设置 成 0, 进行 初始 化 过 程 , 然后 将 flag 的 值 设 置 为 3, 计算 该 模块 的 输出 。 再 将 
flag 的 值 分 别 设置 为 1 和 2, 更 新 系统 的 连续 和 离散 状态 。 这 样 就 可 以 完成 一 个 
仿真 周期 的 计算 。 一 个 仿真 周期 后 , 在 将 其 顺序 地 设置 为 1,2,3， 如 此 一 个 周期 接 
一 个 局 期 地 计算 ， 直 全 仿真 结束 条 件 满足 ， Simujlink 自动 将 把 flag 的 值 设 置 成 
9,， 终 止 仿真 过 程 。 
S- 函 数 编号 用 个 部 分 应 该 注意 ,首先 是 初始 化 编程 ,程序 设计 者 应 该 首先 
弄 清 楚 系 统 的 和 输入、 输出 信和 号 是 什么 , 模块 中 应 该 有 多 少 个 连续 状态 , 多 少 个 离散 
状态 ， 离 散 模 块 的 采样 周期 是 什么 等 基本 信息 ， 有 了 这 些 信息 就 可 以 进行 模块 的 
初始 化 了 。 初 始 化 过 程 结束 后 ， 还 应 该 知道 该 模块 连续 和 离散 的 状态 方程 分 别 是 
什么 ,如 何 用 MATLAB 语句 将 其 表示 出 来 ,并 应 该 清楚 如 何 从 模块 的 状态 和 输 
入 信号 计算 模 顽 的 输出 信号 ,这样 就 可 以 编写 系统 的 状态 方程 、 离 散 状态 更 新 及 
模 坎 的 输出 计算 部 分 ,从 而 完成 $- 函 数 的 编写 了 。 这 里 将 通过 一 些 例子 介绍 S- 函 
数 的 编写 方法 。 
例 4-42 这 里 通过 微分 -跟踪 器 介绍 S- 函 数 的 编写 ， 微 分 -跟踪 器 051 的 离散 形式 为 


(4-5-2) 
Z2(K 十 1T) 一 2Z2(E) 十 7Tfst(zi(E)) zz(5) ua 天) 万 ) 
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和 和 让 


式 中 , 工 为 采样 周期 ，u(E) 为 第 大 时 刻 的 输入 信号 ,7 为 决定 跟踪 快慢 的 参数 ， 而 玉 为 
输入 信号 被 唆 声 污染 时 ， 决 定 滤波 效果 的 参数 。fst 函数 可 以 由 下 面 的 式 子 计算 


0 一? 户 60 王 0 UV 一 T1I 一 十 Przo，ao 一 V 扣 十 8ry| (4-5-3) 
乏 0 
1 一 Z2 十 V/ 尺 ， 网 b (4-5-4) 
Z2 十 0.5(ao 一 0)jsgn(y)， | 名 > 00 


Bt ro Si (4_.5-5) 
一 rsSgn(aQj， |al > 6 


工 用 5- 函数 编写 出 通用 的 徽 分 -跟踪 器 模型 。 

求解 可 以 看 出 ,该 算法 直接 用 Simulink 模块 搭建 还 是 比较 困难 的 ， 所 以 这 里 将 介绍 
采用 8S- 函 数 建立 该 模块 的 方法 。 从 式 (45-2) 中 给 出 的 状态 方程 可 以 看 出 ， 系 统 有 两 
个 离散 状态 ，Z1i(8) 和 Ta(b)， 没 有 连续 状态 ， 有 一 路 输入 信号 (KE)， 另 外 微分 -跟踪 器 
应 该 输出 两 路 信号 ， 原 输入 信号 的 跟踪 信号 册 (E) = zi(E) 和 其 微分 te( 有 ) = za( 有 )， 
系统 的 条 样 周期 为 了 由 于 系统 的 输出 可 以 由 状态 直接 计算 出 ， 不 直接 涉及 输入 信号 
& 好 AL 所 以 初始 化 中 DirectFeedthrough 属性 应 该 设置 为 0。 另外 ,mr, 刀 下 还 应 该 理 
解 成 该 模块 的 附加 参数 。 根 据 上 述 算法 ， 立 即 可 以 写 出 其 相应 的 SS- 函数 实现 。 


function [sys,x0,str,ts]=han_td(t,x,u,flag;T,nh,T) 
SWitch flag， 
case 0 % 调用 初始 化 函数 

[sys,x0,str,ts] = mdlInitializeSizes(T) ， 
case 2 % 调用 离散 状态 的 更 新 函数 

sSyS = mdlUpdates(x,u,r,h,T) ; 
case 3，SyS=x; y 直接 计算 输出 量 
case {1，4，9j} % 未 使 用 的 flag 值 

syS = [] ; 
otherwise Y 处 理 错误 

erTor(\['Unhandled flag = ,num2str(flag)]); 
end ; 
% 当 flag 为 0 时 进行 整个 系统 的 初始 化 
function [sys,Xx0,str,ts] = mdlInitializeSizes(T) 
% 言 先 调用 simsizes 函数 得 出 系统 规模 参数 sizes， 并 根据 离散 系统 
% 的 实际 情况 设置 sizes 变量 
S1Ze8 = SlimsSiZzes， 内 读 入 初始 化 参数 模板 
SIZes.NumContStateSs = 0， 无 连续 状态 
sizes.NumDiscStates = 2; 有 两 个 离散 状态 
sizes.Num0utputs = 2;i 输出 两 个 量 : 跟踪 信号 和 微分 信号 
sizes.NumInputs = 1; Y 系统 输入 信和 号 一 路 
sS1Zes.DITFeedqthrough = 0;j 人 输入 不 直接 传 到 输出 口 


45 .条 于 框图 的 非 线性 系统 的 念 焉 方法..... 213 罗 


sizes.NumSampleTimes = 1; 4 单个 来 样 周期 

sys = simsizes(sizes) ; % 根据 上 面 的 设置 设 定 系统 初始 化 参数 
x0 = [0; 0]; 4% 设置 初始 状态 为 零 状态 

str = [入 将 str 变量 设置 为 空 字符 串 即 可 

ts = [T 0]; % 采样 周期 , 铸 写成 -1 则 表示 继承 其 输入 信和 号 
% 在 主 函 数 的 flag=2 时 ,更 新 离散 系统 的 状态 变量 

function SySs = mdlUpdates(x,u,T,h,T) 

SyS=[Xx(1)+T*#x(2) ; XxX(2)+T*fst2(x,u,T,bh)]; 

% 用 户 定义 的 子 函 数 : fst2? 

function f=fst2(Xx,u,r,b) 

delta=Tr*xh; delta0=delta*rh; y=X(1)-u+h*Xx(2) ; 
a0=Sqrt(delta*kdelta+8*T#kabSs(y) ) ; 

if abs(y)<=delta0，a=X(2)+y/h ; 
elSe，a=Xx(2)+0.5*(a0-delta)*sign(y) ; end 

if abs(a)<=delta，f=-I*xa/delta;i else，f=-T*ksign(a); end 


编写 了 9- 函数 模块 后 ， 就 可 以 在 仿真 模型 中 利用 该 模块 了 。 例 如 在 图 444 中 给 
出 的 仿真 框图 中 ， 直 接 使 用 了 编写 的 S- 函 数 模块 han td， 其 输入 端 为 信号 发 生 器 模 
块 ， 输 出 端 直接 接 示 波 器 。 双 击 其 中 的 S- 函 数 模块 ， 则 将 打开 如 图 445 所 示 的 参数 
对 话 框 ， 允 许 用 户 输 入 8S- 函 数 的 附加 参数 。 在 对 话 框 中 ,输入 r = 30, 郑 = 0.01 与 
Z 三 0.001， 并 令 输 入 信号 为 正弦 信号 ， 并 选择 仿真 算法 为 定 步 长 ， 步 长 为 0.001,， 则 可 
以 对 系统 进行 仿真 分 析 ， 得 出 如 图 446 所 示 的 仿真 结果 。 


[FEunction BlockF Paraaeters- S-Funmctiom 
5-Functian 


Parameter3 


呈 qi 9 JE 


lne Wave “9S-unction Scope 


4-44 仿真 模型 (c4msf2.mdl) 


5S-function parameters: 1000.01 0001 | 站 
5-functlon modules: 记 





图 4.45 “S- 函 数 参数 设置 对 话 框 


例 4-43 在 很 多 控制 系统 仿真 研究 领域 ， 通 常 需要 一 种 多 阶梯 函数 作为 驱动 信号 。 假 
设想 在 妊 , 妇 …… ,tN 时 刻 分 别 开 始 生成 幅 值 为 rj,ro .7rN 的 阶 跃 信号 ， 如 图 447 
所 示 ， 这 样 的 模块 用 Simulink 现 有 的 模块 搭建 是 很 麻烦 的 ， 如果 N 很 大 则 特别 难以 
实现 。 试 用 S- 函 数 编写 这 样 的 模块 并 用 封装 技术 构造 相应 的 多 阶梯 函数 模块 。 

求解 显然 , 若 想 用 S- 函 数 描述 次 模块 ， 则 需要 将 二 二 [ttV] 和 全 王 [ri ,FrN] 
作为 附加 变量 输入 给 模块 。 这 样 系统 的 有 一 路 输入 信号 u(tj， 有 一 路 输出 信号 y(t)。 
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[13-124] 二 





图 4.47 多 阶梯 信号 波形 示意 图 二 的 全 生 和 寺 


由 于 可 以 由 zt 和 加 取向 量 直接 计算 出 输出 信号 y(t 让 ， 所 以 此 模块 应 该 是 纯 静 态 模 
块 ， 没 有 连续 状态 和 离散 状态 。 由 已 知 志 向 量 ， 首 先 找 出 当前 的 (it) 属于 哪个 段落 ， 即 
找 出 ut) > ui 的 最 大 ?1 值 ， 这 时 ， 模 块 的 输出 则 为 vy(t = mi。 由 这 个 算法 可 以 编写 出 
如 下 的 SS- 函数 
function [sys,Xx0,Str,ts]j=multi_step(t,x,u,flag,tTime,yStep) 
SWlitch Lag， 
case 0， 
S=SlimsliZes;i 8.NumContStates = 0; S$.NumDiscStates = 0， 
5.NumOutputs = 1; 98.NumInputs = 0; S.DirFeedthrough = 0; 
S.NumSampleTimes=1; SyVS=Simsizes(S); x0=[]j; str=[]; ts=[0 0] ; 
CaSe 3， 
i=find(tTime<=t) ; SyYS=yStep(i(end) ) ; 
case {1，2，4，9}+， sys = [|; 
otherwise，error(['Unhandled flag = :,num2str(flag)]) ; 
end ; 


如 果 想 构造 一 个 单独 的 多 阶梯 函数 模块 ， 则 可 以 将 一 个 S- 函 数 模块 复制 到 空白 


的 Simulink 模型 窗口 ,双击 该 模块 , 在 对 话 框 中 将 其 和 multi_step .am 建立 联系 , 在 附 
加 参数 栏目 填写 tvec,uvec。 右 击 该 模块 ， 选 中 莱 单 中 的 Mask S-Function 项 ， 则 可 以 
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得 出 封装 模块 对 话 框 ， 在 其 Parameters 栏目 下 定义 两 个 对 话 框 输入 变量 tvecy,uvec， 
在 Initiajization 栏目 给 出 下 面 的 命令 准备 模块 绘图 数据 

x=Sort( [tvec,tvec(2:end)-1ie-5 ,2*tVvec(end) -tvec(end-1y)]) ; 

y0=fuvec(:) nunvec(:)]，;，y=y0O(C:) ; 
这 样 在 fcon 栏目 给 出 命令 plot(x,y) 即 可 以 给 该 图 标 绘制 多 阶梯 函数 的 波形 。 双 击 
该 封装 模块 ， 则 可 以 得 出 如 图 448 所 示 的 对 话 框 ， 用 户 可 以 在 该 对 话 框 中 提供 直 和 世 
向 量 来 使 用 它 。 为 后 面 内 容 使 用 ， 可 以 将 其 存 成 c4mmstep .mdl 文件 。 
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1] 试 求 出 下 面 线性 微分 方程 的 通 解 。 
d5y( 吉 de2g 人 如 dy 人 ( 志 d2zy() dy 人 ( 吉 
76 80 人 


一 e si (2 十 = ) 十 cos(3b) 


假设 上 述 微分 方程 满足 已 知 条 件 y(0) = LV() = 3,y(m = 27(0) = 1 (0) = 2， 
读 求 出 满 丘 该 条 件 的 微分 方程 的 解析 解 。 


记 求 解 下 面 微分 方程 的 通 解 以 及 满足 Z(0)=1z(m=2,y(0)=0 条 件 下 的 解析 解 。 


站 ( 十 52( 有 十 4z( 昌 十 3g( 有 一 e 一 入 sin(4t) 
27( 切 十 Vb 十 42 提 十 6z( 直 三 eetcos(4b 


Li 


3 识 到 则 下 面 的 是 变 线 性 微分 方程 解析 解 。 
由 Legendre 微分 方程 (1 -- 2)Q_Z 一 21C2 十 mi 十 TiZ 三 0 


dt dt 
QZ 
2 志 _ 
四 Bessel 向 分 方程 12 了 二 te + 十 ( 攻 一 ?2 一 0 


4 试 求 出 微分 方程 Ya) 【2 一 二] 5(z) + (于 ) ve) = zze- 李 的 解析 解 通 解 


并 求 出 满足 边界 条 件 y(1) = y(r) = 三 1 的 解析 解 。 
5 试用 aplace 变换 求解 下 面 微 分 方程 组 的 解析 解 ， 并 和 其 他 方法 比较 。 
1 zy 的 = 0, z(0) = 2,y(0) = 
22Z 人 (一 2 的 一 7 用 十 2 坟 一 sin 太 了 (0) =Y(0) 一 
6 试 求 出 下 面 微 分 方程 的 通 解 。 
中 人 十 2 过 (人 十 达 z 提 = 上 1 加 8(z) 十 2zgy(z) = Ze-z 
@y3)+37+37+7 一 etsint 


] 


人 


志 量 是 叶 和 和 闻 时 时 


OO 


(cc 


1 


瑟 
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加 和 昌 站 省 音 本 和 和 


极限 环 是 二 阶 非 线性 党 微分 方程 中 一 种 常见 的 现象 ， 对 某 些 非 线性 微分 方程 来 说 ， 

不 论 初始 状态 为 何 值 ， 微 分 方程 的 相 轨 迹 都 将 稳定 在 一 条 封闭 的 曲线 上 ， 该 曲线 
2 

林 为 全 分 方程 的 李 限 环 。 斌 给 和 出 全 分 方程 | ,一 《0 人) 的 极限 

环 ， 并 对 不 同 初 值 验证 微分 方程 的 相 平 面 曲线 确实 收敛 于 极限 环 。 


字 = 一 ay 一 2-z)] 
Chua 电路 方程 是 混沌 理论 中 经 常 提 到 的 微分 方程 na 7 =z 一 7 十 z ,其 
2 二 一 0 一 ?2 
中 ，jz) 为 Chua 电路 的 二 极 管 分 段 线性 特性 


/om= 红 +5la-DUtz+ 1 lz -1h, 且 aa<b<0 


斌 编写 出 MATLAB 函数 描述 该 微分 方程 ， 并 绘制 出 =15,B= 20,7Y=0.5,a== 
-120/7,8 = -75/7， 且 初始 条 件 为 zx(0) = -2.121304,y(0) = -0.066170, z(0) = 
2.881090 时 的 相 空 间 曲 线 。 


Lotka-Volterra 捕食 模型 方程 为 1 之 二 4) 一 27 人 的 8) 
g 人 一 了 并 (区 2 区 一 3 人 


2,y(0) = 3， 斌 求解 该 微分 方程 ， 并 绘制 相应 的 曲线 。 
请 给 出 求解 下 面 微分 方程 的 MATLAB 命令 ， 


， 且 初 值 为 ZX0) = 三 


VG3) 上 1 六 十 t2g02 = er 如 0) = 2 7(0) = 坟 0) =0 


并 绘制 出 y( 蚊 曲线。 试问 该 方程 存在 解析 解 吗 ? 选择 四 阶 定 步 长 Runge-Kutta 算 
法 求解 该 方程 时 ,， 步 长 选择 多 少 可 以 得 出 较 好 的 精度 , 试 与 MATLAB 语言 给 出 的 
现成 函数 在 速度 、 精 度 上 进行 比较 。 


雇 选 择 状 态 变 量 ， 将 下 面 的 非 线性 微分 方程 组 转换 成 一 阶 显 式微 分 方程 组 ， 并 用 
MATILAB 对 其 求解 ,绘制 出 解 的 相 平 面 或 相 空 间 曲 线 。 


,。 . ， DOmz 一 3727172 
(3 ) 四 。 一 
1 一 一 一 了 一 ee 一 革 
中 - ， zy 
zl -2.2() 二 _1 (2 > 一 2tz 一 2fe 


) 
y() = 一 2 一 了 1) 一 6 


世 一 eVy1 一 4zt2z 


试用 解析 解 和 数值 解 的 方法 求解 下 面 的 微分 方程 组 。 


| 羡 (一 一 2z( 昌 一 32( 划 十 e-5 z(0) 一 12Z(0) 一 2 
二 27 人 一 35 才 一 入 有 一 狠 的 一 sint yy0)=3,7(0) =4 


4.6 习题 与 思考 题 2 


昌 和 


3 给 定 半分 方 在 组 | ii， 关中 rO = VOTE 呈 v)- 


1,a(0) = 2,b(0) = 2,v(0) = 1， 试 选择 一 组 状态 变量 ， 将 其 变换 成 MATLAB 语言 
能 直接 求解 的 微分 方程 组 形式 ， 并 绘制 出 ut),u(t) 的 轨迹 曲线 。 


2] 一 -3 
ta2 一 了 
14 已 知 微分 方程 可 以 表示 为 bt “  “ 
2?3 十 Cosktu1 一 WU2jt4 一 一 ESinaul 一 Sin(2l 一 tL2 )44 和 4 
cos(ul 一 Ua)uas 十 让 一 一 gsinawa 十 sin(ul 一 12)u3 


其 中 ,ui(0) = 45,V2(0) = 30,us(0) = 24(0) = 0，g= 9.81， 试 求解 此 微分 方程 ， 并 
绘制 出 各 个 状态 变量 的 时 间 曲 线 。 


灾 1o sin(Z1Z2) 十 DC1Z2 coSs(Z1 十 tT1T3 一 Be 一 zZ2 


的 数值 


| 
已 有 


斌 求 出 隐 式 微分 方程 4 . 网 。 
1Z2 十 交 2iSint(ZI) 十 cos( 人 27Z2) 一 Sint 
解 ，zli(0) = 1 zi(0) = 1z2(0) = 2.z2(0) =2， 并 绘制 出 轨迹 曲线 。 


16 下 面 的 方程 在 传统 微分 方程 教程 中 经 常 被 认为 是 刚性 微分 方程 。 试 用 常规 微分 方 
程 解法 和 刚性 微分 方程 解法 分 别 求解 这 两 个 微分 方程 的 数值 解 ， 并 求 出 解析 解 ， 
用 状态 变量 曲线 比较 数值 求解 的 精度 。 


1 . ] 
下 zj1 一 971 十 2472 十 5cost 一 5 sin VL(0) 一 5 


. 2 
Vy2 王 一 42491 一 Dj]yo2 一 9cost 十 了 Sin (0) = 了 


1 一 一 0.191 -49.9y2,， Wi(0)=1 
多 4 邦 = 一 50y2，yo(0) = 2 

V3 王 70ya 一 120y3，Vy3s(0) = ] 

1 一 一 0.0471 十 10492913 
考虑 下 面 的 化 学 反应 系统 的 反应 速度 方程 组 。 z2 = 0.04 一 10482yas 一 3x10792 ， 
ys 一 3x10732 
其 初 值 为 (0) = 1 yz(0) = (0) = 0， 该 方程 往往 被 认为 是 刚性 方程 。 试 采用 
odqe45() 对 之 求解 ,观察 是 否 能 正确 求解 ， 如 果 不 能 求解 应 该 如 何 解决 问题 ? 
18 斌 求 出 习题 4 中 给 出 的 微分 方程 边 值 问题 数值 解 ， 绘制 出 y(b) 曲线 ， 并 和 该 习题 
得 出 的 解析 解 比较 精度 。 


19 考虑 Van der Pol 方程 世 +H( 六 一 1+y = 0， 试 求解 人 = 1， 且 边 值 y(0) = 
1 (5) =3 时 方程 的 数值 解 。 如 果 假 设 凡 为 自由 参数 ， 试 求 出 满足 边 值 条 件 ， 且 满 
足 1(5) = -2 时 方程 的 数值 解 及 1 的 值 ， 并 绘图 验证 之 。 


20 考虑 简单 的 线性 微分 方程 yi 9 +3y0 +37 十 归 十 59 一 er2 十 estsin(4t 十 区 /3)， 
且 方 程 的 初 值 为 V(0) = 1 38(0) = 0) = 1/2,y(3)(0) = 0.2， 试 用 Simulink 搭建 起 


] 
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| 天 一 


2 


2L 


2 
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系统 的 仿真 模型 ， 并 绘制 出 仿真 结果 曲线 。 考 虑 上 面 的 模型 ,假设 给 定 的 微分 方程 
变化 成 时 变 线 性 微分 方程 yt 和 十 3tyt3) 十 312 攻 47 十 5 一 ee 六 十 er sin(4t 十 T/3)， 
而 方程 的 初 值 仍 为 V(0)=1 8(0) = 80) = 172,y4)(0) = 0.2， 试 用 Simulink 搭建 
起 系统 的 仿真 模型 ， 并 绘制 出 仿真 结果 曲线 。 


考虑 延迟 微分 方程 y9( 昌 十 46 人- 0.2) +68( 一 0 二 60Gb 二 4 人 -0.2) 十 
yt 一 0.5) = e ， 且 在 上 入 0 时 该 方程 具有 零 初 始 条 件 ， 斌 分 别 用 Simulink 建 模 
与 dde23() 函数 求解 的 方式 直接 求解 该 微分 方程 ， 并 绘制 出 y(t) 曲线 。 


假设 已 知 误差 信和 号 e( 目 ， 试 构造 出 求 取 TIAE, ISE, ISTE 准则 的 封装 模块 。 要 求 ， 

误差 信和 号 efb) 为 该 模块 的 输入 信号 ， 双 击 该 模块 弹出 一 个 对 话 框 ， 双 许 用 户 用 

列表 框 的 方式 选择 输出 信号 形式 ， 将 选 定 的 TITAE, ISE, ISTE 之 一 作为 模块 的 办 

出 端 显示 出 来 。 其 中 TSE 误差 准则 定义 为 小 一 | ez(b)dt，ITAE 准则 定义 为 
避 


Jirag = | tle(bldtb 而 ISTE 的 定义 为 Jisrs = | eeDdt 
0 U 


建立 起 如 图 4-49 所 示 非 线性 系统 D9 的 Simulink 框图 并 观察 在 单位 阶 跃 信号 输 
入 下 系统 的 输出 曲线 和 误差 曲线 。 


s< 十 6.5s 十 1 





图 4-49 习题 23 的 系统 方 框图 


24 建立 起 如 图 450 所 示 非 线性 系统 8 的 Simulink 框图 并 设 阶 跃 信号 的 幅 值 为 


25 


20 


1.1， 观 察 在 阶 跃 信号 输入 下 系统 的 输出 曲线 和 误差 曲线 。 求 取 系 统 在 阶 跃 输入 下 
的 工作 扣 ， 并 在 工作 点 处 对 整个 系统 抵 形 线性 化 ,得 出 近似 的 线性 模型 。 对 近似 模 
型 仿真 分 析 ， 将 结果 和 精确 仿真 结果 进行 对 比分 析 。 另 外 ,本 系统 中 涉及 到 两 个 非 
线性 环节 的 囊 联 ， 试 问 这 两 个 非 线性 环节 可 以 互 换 吗 ? 试 从 仿真 结果 上 加 以 解 杰 。 


试 构造 出 如 图 451 所 示 的 Simulink 仿真 框图 的 数学 公式 。 


下 面 给 _ 02 一 30) 
考虑 下 面 给 出 的 延迟 微分 方程 模型 dy(tj/dt [Ti 80 一 01%( 的 ， 假 设 


V0) 三 0.1， 试 用 Simulink 搭建 仿真 模型 ， 并 对 该 系统 进行 仿真 ， 绘 制 出 yt) 曲线 。 


27 韩 京 清 研究 员 在 自 抗 扰 控 制 器 中 首先 提出 了 扩张 的 状态 观测 只 (extended state 


4.6 习题 与 思考 题 < 9 


间 四 


4 居 10 
1 


4-50 习题 24 的 非 线性 系统 方 框图 


Integrator 











JIntegratorl 


Product (1ock 


图 451 习题 25 的 Simulink 仿真 框图 
observer ， 售 称 为 ESO ) [15] ， 其 数学 表 和 孙 为 


21(8 十 1) 王 24() 十 三 |z2( 天 ) 一 Coie(pj 
22( 大 十 车 一 22(K) 十 人 za(8) 一 Cozfal(e( 大 ,172,6) 十 Be)| (4-6-]1) 
23{ 无 十 1 ) 一 23{( 无 ) 一 TO003falile( 天 )， ] /4， 0 ) 


ceb2 一 le| 和 0 
el*sgn(e)， jel > 0 
测 属 一 样 ,该 观测 种 接受 wk) 和 yp) 为 其 输入 信号 。 根 据 该 数学 模型 , 这 里 ，V() 
实际 上 是 第 2 路 模块 输入 信号 。 试 编写 出 其 对 应 的 S- 函 数 。 


28 由 给 足 的 微分 -跟踪 短 和 坟 张 状 态 观 测 和 发， 可 以 根据 下 面 的 数学 工具 构造 起 自 抗 扰 
控制 器 


其 中 e( 阳 三 26) 一 WUR， 且 falte,a,0) 一 ， 和 普通 状态 观 


el 一 VE) 一 21(6)，e2 一 UV2(K) 一 22(7) 
ti0 一 六 fal(tel， 伺 1 0] ) 十 3 思 2faile>， 以 2 ， 01 ) (4-6-2) 
Wu (8) 一 UL 一 23(5)7b 
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和 和 


可 以 看 出 ， 该 控制 器 算法 中 不 存在 动态 的 过 程 ， 故 可 以 设置 连 线 和 离散 的 状态 个 
数 均 为 0。 试 根据 上 面 的 公式 编写 出 相应 的 S- 函 数 。 
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最 优化 问题 的 计算 机 求解 


方程 求解 问题 是 科学 与 工程 研究 中 经 营 遇 到 的 问题 。 线 性 代数 方 
程 可 以 用 第 4 章 中 介绍 的 方法 直接 求解 ， 非 线性 方程 或 一 般 多 项 式 方 
程 的 求解 将 在 5.1 节 中 介绍 , 在 该 节 中 将 先 介绍 一 元 或 二 元 方程 的 图 
解法 , 然后 介绍 基于 MATLAB 符号 运算 工具 箱 的 多 项 式 方 程 或 一 类 
可 以 化 成 多 项 式 方 程 的 代数 方程 的 解析 解 方法 ,再 介绍 一 般 非 线性 方 
程 组 的 数值 解法 。 坊 六 还 将 介绍 方程 全 局 问题 在 控制 研究 中 的 应 用 ， 
如 控制 系统 的 根 轨 迹 分 析 方 法 . Lambert 函数 在 系统 稳定 边界 中 的 
应 用 ,并 研究 各 种 Riccati 变形 方程 的 数值 方法 等 。 

最 优化 技术 是 当前 科学 研究 中 的 一 类 重要 的 手段 。 所 谓 最 优化 就 
是 找 出 使 得 目标 函数 值 达到 最 小 或 最 大 的 目 变 量 值 的 方法 。 从 其 分 类 
看 有 无 约束 最 优化 问题 和 有 约束 最 优化 问题 。5.2 节 介 绍 无 约束 最 优 
化 问题 以 及 MATLAB 求解 方法 ,图 解法 和 一 般 的 数值 算法 ,引入 全 
局 最 优 解 与 局 部 最 优 解 的 概念 , 并 通过 例子 给 出 基于 ITAE 指标 的 最 
优 控制 概念 , 提出 基于 MATLAB 最 优化 技术 的 求解 方法 。5.3 节 介 
绍 有 约束 最 优化 的 概念 , 引入 约束 可 行 区 域 的 概念 ， 并 就 线性 规划 问 
题 、 二 棒 型 规划 问题 和 -- 般 非 线 性 规划 问题 的 MATLAB 语言 求解 进 
行 详 细 的 介绍 ,还 将 介绍 有 约束 最 优化 问题 在 最 优 控制 器 设计 中 的 应 
用 。5.4 蔬 进 一 步 引 申 最 优化 问题 ,引入 整数 规划 的 概念 , 介绍 如 何 用 
MATLAB 语言 求解 混合 整数 线性 规划 问题 ， 并 介绍 基于 “分 枝 定 界 
法 ”的 一 般 整 数 规划 问题 及 其 MATLAB 实现 。5.5 节 还 将 通过 两 个 
最 优 控制 问题 求解 程序 -0OCD 程序 和 Riots 程序 ， 介 绍 最 优 控制 
问题 的 求解 方法 ,并 探讨 Niinimax 问题 在 不 确定 性 系统 最 优 控制 器 
设计 问题 。 

通过 本 章 内 容 的 学 习 , 读者 应 该 能 掌握 一 般 非 线性 方程 及 非 线 性 
最 优化 问题 的 实际 求解 方法 。 
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5.1 代数 方程 的 求解 


方程 求解 是 控制 系统 研究 中 经 帝 遇 到 的 问题 。 本 节 先 介绍 简单 代数 方程 的 
图 解 方法 ,然后 介绍 多 项 式 类 方程 的 准 解析 解 方法 ,还 将 介绍 一 般 非 线性 方程 的 
数 信 解 方法 。 本 节 还 将 研究 方程 求解 在 控制 中 的 具体 应 用 , 包括 线性 系统 的 根 轨 
迹 研 究 ,， 延迟 系统 的 稳定 区 域 研究 ,并 较 深 入 地 研究 各 种 扩展 的 Riccati 方程 数值 
解 方法 ,还 将 探讨 基于 方程 求解 的 隐 式 微分 方程 求解 方法 。 


5.1.1 代数 方程 的 图 解法 


MATLAB 提供 了 很 强 的 一 元 、 二 元 隐 函 数 绘制 功能 ， 充 分 利用 这 些 功 能 就 
可 以 将 一 元 、 二 元 的 方程 用 曲线 表示 ， 并 由 曲线 的 交点 读 出 方程 的 实数 根来 。 然 
而 ,方程 的 图 解法 是 有 局 限 性 的 , 仅 适 用 于 一 元 、 二 元 方程 ， 多 元 方程 是 不 能 用 图 
解法 直接 求解 的 。 本 小 节 将 通过 例子 演示 一 元 、 二 元 方程 的 求 根 问题 。 

1. 一 元 方程 的 图 解法 

用 ezplot() 函数 可 以 绘制 出 给 定 的 隐 范 数 Fz) = 0 曲线 ,所 以 可 以 用 图 解 
法 从 给 出 的 曲线 和 yy = 0 线 的 交点 上 读 出 所 有 的 实数 解 。 
例 5-1 用 图 解法 求解 方程 e-3:t sin(4t 十 2) 十 4e 一 2 cos(21) 一 0.5。 
求解 用 ezplot() 函数 可 以 绘制 出 如 图 5-1 (a) 所 示 的 曲线 ， 该 曲线 与 横 轴 的 所 有 交 
点 均 是 原 一 元 方程 的 解 。 

>> ezZPlot(':exp(-3#+t)#Ssin(4+t+2)+4+exp(-0.5*#t)kcos(2*t)-0.5:，, [0 5]) 
hold on，j1inek[o,5] ,[0,0])A 同时 绘制 横 轴 








x10-8 
4 
2 
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0 1 L2 上 3 
-2 
-1 
4 
-2 
-一 二 ”一 一 -一 一 ~ -一 ， 上 -一 ~-，. - -一 一 
0 1 2 3 4 5 0.6738 0.6738 ”0.6738 ”0.6738 ”0.6738 ”0.6738 ”0.6738 
(a) 某 个 区 域 的 隐 函 数 曲 线 (b) 局 部 放大 后 的 求解 结果 


图 5-1 一 元 方程 的 图 解法 


从 得 出 曲线 可 以 看 出 ， 该 方程 可 能 有 多 个 实 根 ， 如 果 想 用 图 解法 得 出 某 个 根 ， 则 
可 以 对 该 点 附近 局 部 放大 ， 直 到 曲线 穿越 0 线 ， 且 上 轴 给 出 的 各 个 标点 的 数值 完全 一 


5 .代数 方程 的 求解 

致 时 ， 则 可 以 断定 原 方 程 的 解 即 为 上 轴 标 度 ， 如 图 5-1 (bj 所 示 ， 即 该 方程 的 一 个 解 为 
t 一 0.6738。 将 其 代入 方程 则 

>> SyYmS Xi tt=0.6738 | 

VPa(exp(-3x#t)Sin(4* 七 +2)+4kexXxp(-O0.5#) 沙 COS(C2# 七 ) ~O .5) 

得 出 解 的 误差 为 -0.2985x10- 。 故 可 见得 出 的 根 是 原 方 程 的 根 , 但 精度 不 是 很 高 。 用 
类 似 的 方法 还 可 以 得 出 并 验证 其 他 的 解 。 

2. 二 元 方程 的 图 解法 

二 元 方程 也 是 可 以 通过 图 解法 求解 的 ， 可 以 通过 ezplot() 函数 将 第 一 个 
方程 对 应 的 曲线 绘制 出 来 ， 再 使 用 hold on 命令 保持 图 形 不 被 刷新 ， 最 后 调用 
ezplot() 函数 将 第 二 条 曲线 在 同一 坐标 系 下 绘制 出 来 。 得 出 曲线 后 就 可 以 通过 
读 取 区 扣 坐 标的 方式 得 出 联 立 方程 的 根 。 
例 5-2 用 图 解法 求解 下 面 的 联 立 方程 。 


7Z2e 一 zy /2 二 ez/2 Sinl(Zzy) 一 0 

ze cos(z 十 Yer+y 一 0 
求解 利用 隐 有 函数 图 形 绘 制 的 方法 ， 可 以 用 图 解法 直接 求解 二 元 方程 组 ， 则 可 以 通过 
下 面 的 语 名 绘制 出 第 一 个 方程 的 曲线 ， 如 图 52 (a) 所 示 。 


>> eZP1Lot( X 2*yreXxP(-X*y 2/2)+exp(-X/2)*Sin(xyy)2) 4 第 一 个 方程 曲线 
Ze exp( 一 zy /2) 十 exp( 一 Z/2) sin(zZy) y2 cos(y 十 z2) 十 Z2exp(z 十 切 


SS 


人 






门 7 NS 
-4 2 1/ 有 
， 史 1 AN 
一 站 一 4 一 也 0 了 才 如 1 一 二 -之 0 辽 中 避 
(a) 第 一 方程 的 曲线 (b) 同一 坐标 系 下 的 两 个 方程 曲线 


5-2 联 立 方程 匈 解 法 示意 图 


该 曲线 上 所 有 的 点 均 满足 第 一 个 方程 。 可 以 用 hold on 语句 保护 当前 的 坐标 系 ， 再 用 
ezZplot() 函数 绘制 第 二 个 方程 的 曲线 ， 这 样 在 同一 坐标 系 下 绘制 出 两 条 方程 曲线 ， 如 
图 5-2 (b) 所 示 。 
>> hold on %% 保护 当前 坐标 系 
eZP1ot(:y-2 #COS(y7+X "2) +X7>2keXxp(X+y)，) 
这 两 个 方程 对 应 曲线 的 交点 就 是 联 立 方程 的 解 ， 所 以 可 以 通过 图 解法 来 求 取 二 元 
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虽 和 和 有 了 血 昌 则 和 有 和 和 和 和 和 是 证 


联 立 方程 的 全 部 实 根 。 但 应 该 指出 ， 这 样 求 出 的 交点 可 能 有 的 不 是 方程 的 根 。 观 察 图 
5-2 (aj 可 见 ， 满 足 第 一 方程 的 曲线 自身 就 有 交点 ， 该 交点 不 一 定 能 满足 第 二 方程 ， 所 
以 图 5-2 (bj) 中 的 A 过 不 是 方程 的 根 。 


5.1.2 ”多 项 式 型 方程 的 准 解析 解法 
在 介绍 多 项 式 方 程 的 一 般 解 法 之 前 ， 先 考虑 下 面 给 出 的 一 个 例子 。 

Z 十 多 一 1=0 

0.75z3 -yy 十 0.9=0 

求解 用 图 解 方法 ， 可 以 用 下 面 的 语句 直接 绘制 出 两 条 曲线 ， 如 图 5-3 所 示 。 曲 线 的 交 


例 5-3 伟 用 图 解 方法 求解 下 面 的 二 元 方程 | 


点 就 是 原 联 立方 程 的 解 。 
>> ezZplot(2x ”2+y`2-1:); holda on “% 绘制 第 一 方程 的 曲线 
ezplot(:0.75*x7~3-yY+0.9)) A 绘制 第 二 方程 的 曲线 


1 -一 一 








Te 一 


】 _- ~ 一 一 一 一 -II ~- -~ 一. 


_1.5 _1 -0.5 0 05 1 1.5 
图 5-3” 联 立方 程 图 解法 示意 图 

从 图 5-3 可 见 ， 这 两 条 曲线 共有 两 个 交点 ， 故 可 能 轻易 得 出 结论 ， 原 联 立 方程 有 
两 对 根 。 事 实 上 ， 这 样 的 结论 是 错误 的 ， 由 第 2 个 方程 可 以 显 式 地 将 4 写成 z3 的 形 
去 ,代入 第 1 方程 则 得 出 关于 了 的 6 次 多 项 式 方程 ,该 方程 应 该 有 6 对 根 。 因 为 用 二 
维 图 形 只 能 求解 出 方程 的 实 根 ， 而 不 能 求解 出 方程 的 复数 根 ， 所 以 利用 图 解法 有 时 也 
可 能 得 出 错误 的 结论 。 

一 般 多 项 式 方 程 的 根 可 以 为 实数 ,也 可 以 为 复数 。MATLAB 符号 运算 工具 
箱 中 给 出 的 solve() 函数 对 多 项 式 类 方程 是 十 分 有 效 的 ,可 以 用 该 函数 求解 出 多 
项 式 方程 所 有 的 根 。 该 函数 的 定义 格式 为 

S=sSolve(eqnl ,eqn2 ，:.… ,eqnn ) % 最 简 调 用 方式 
[zZ,…j=solve(eqnl ,eqn2,， ,eqnn) % 直接 得 出 根 
[Lz ,， -solve(eqnl,eqn2，， eqnny 7 ) 4%Y 同上 上， 并 指定 变量 


其 中 ，eqni 为 第 ;个 方程 的 符号 表达 式 ， 可 以 同时 求解 若干 个 联 立方 程 , 还 可 以 
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和 


按照 第 3 种 调用 格式 显 式 地 指出 需要 求解 方程 的 变量 名 , 第 2、3 种 调用 格式 将 求 
出 方程 的 根 ， 并 按 各 个 变量 名 返回 到 MATLAB 的 工作 空间 , 第 二 种 调用 格式 将 
返回 一 个 结构 体型 变量 S,， 其 各 个 成 员 变量 ,如 S.x 表示 方程 的 根 。 


例 5-4 试用 solve() 了 数 求 取 例 5-3 中 给 出 的 联 立 方程 。 
求解 考虑 上 述 的 方法 ， 利 用 solve() 函数 在 NATLAB 中 可 以 给 出 如 下 的 命令 : 
>> SYS 和 了 
[tx,y]=solVve(IX7”24+y-2-1=0: ,75*X>~3/100-Y+9/10=07) 
这 样 可 以 得 出 原 方 程 的 6 对 根 为 
.300960997189122287798839037801365 
.30043180988361181101678980941865 土 1.215371266467142780131837854439j 


一 0odyo17005083456007798441388274 土 .3547197646508079345686378993494 
一 .981 70264842676789676449828873194 


.94J411585960628007548796029415446 
加 一 .491606407565822317478721695926 土 .7058820072140226775391882713884 
2 42934834022667436285298527667720 土 .2114382218589592361562338176221j 
9042035099187730240977756415289 


显 铸 ， 这 里 得 出 的 方程 阶 次 太 高 ， 不 存在 解析 解 。 然 而 ,利用 MATLAB 的 符号 
运 站 工具 箱 可 以 得 出 原始 问题 的 高 精度 数值 解 ， 故 这 里 称 之 为 准 解析 解 。 可 以 看 出 ， 
除了 前 面 得 出 的 两 组 实数 根 外 ， 还 得 出 了 另外 4 组 复数 根 ， 这 是 用 普通 数值 解法 所 得 
不 出 来 的 。 下 面 验证 一 下 这 样 得 出 的 根 是 不 是 原 方程 的 根 。 直 接 给 出 下 面 的 语 自 则 可 
以 发 现 ， 误差 答 阵 的 范 数 为 7.2118x10-31， 所 以 得 出 的 根基 本 满足 原 方程 。 

>> Dormtdoublekt [eval('x. 2+y. 2-1:) eval(275*+X. “3/100-y+9/10:)] )) 


例 5-5 多 元 多 项 式 方程 也 可 以 用 solve() 函数 直接 求解 。 试 求解 下 面 的 联 立 方程 


2 十 3 六 十 2z 一 1712 
Z2 十 3y 十 23 一 2 
Z 十 2z 十 202 一 27/1 


求解 给 出 的 联 立 方程 是 关于 7,y,z 的 三 元 联 立 方程 ， 从 方程 本 身 可 见 它 只 含有 多 
项 式 项 ， 所 以 从 理论 上 说 可 以 将 之 转换 成 一 元 的 多 项 式 方程 ， 故 方程 可 以 由 下 面 的 
MATLAB 语句 求 出 高 精度 数值 解 。 
>> [x,y,z]=SsolVe('X+3+y “3+2+Z2=1/2，，)X72+3+ky+Z-3=2，， 
:X “3+2#kZ+2ky 2=2/4，) 
事实 上 ， 该 方程 最 终 被 变换 成 27 次 的 多 项 式 方程 ,所 以 得 出 的 解 向 量 耿 W z 均 


昌 各 昌 生生 
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为 有 27 个 分 重 的 向 醒 。 由 于 篇 幅 所 限 ， 在 这 里 不 列 出 全 部 的 解 ， 只 列 出 其 中 一 个 根 。 


Z1 三 一 .0809654762986136074917644096117 
21 一 0.03726466845064437552775081129721 
21 一 0.89073290972562790151300874796949 


可 以 用 下 面 的 语句 验证 解 的 误差 为 6.9146x 10-26， 故 而 得 出 的 结果 是 很 精确 的 。 
>> erIT= [x+3#yy. “3+2+Z. 2-1/2,X. “2+3*xy+Z, 3-2,X, “3+2+rZ+2xy.、~2-2/4] ; 
norm(doublek(eval(erTr) ) ) 

其 实 ， 方 程 中 若干 式 子 也 可 以 写成 多 项 式 乘 积 的 形式 。 例 如 ， 联 立方 程 最 后 一 个 
式 子 改 写成 十 2z 久 一 2/4， 其 中 含有 非 线 性 项 zy2， 这 样 的 方程 也 能 通过 solve() 
函数 直接 求解 ， 这 时 只 需 将 求解 语句 变 为 

>> [x,y,z]j=solve('X+3xky ~“3+2*Z”2=1/2:,， .，， 
X 2+3y+y+Z 3=2:，:X~3+2*+Zyy ~2=2/47:) ; 
erT= [x+3+ 了 .3+2+Zz. “2-1/2,x. “2+3*yy+Z. -3-2;Xx.~3+2+kZ.ky. ~“2-2/4] ; 
norm(double(eval(err))) 六 将 解 代 入 求 误 差 
精度 为 4.3077x10-26。 


例 5-6 试 求 解 下 面 的 方程 ， 其 中 含有 自 变 量 的 倒数 等 形式 。 


1 。， 3 ] 5 1 

~ -十 2~ 十 -一 十 3 二 =0 
5 本 7 十 十 3 

2 4 

十 二 十 二 十 5 一 0 

2 了 站 二 2 


求解 这 样 的 方程 指望 求 取 解 析 解 基本 上 是 不 可 能 的 ， 但 用 下 面 的 语句 可 以 直接 得 出 
原 方 程 的 精确 数值 解 ， 共 有 26 对 根 。 
>> SYS X y; 
[xz,y]j=solve(?xX >“2/2+X+3/2+2/y+5/(2+y"2)+3/x*3=0，， ..， 
'yY/2+3/(2*#X)+1/X> 4+5*+y “4 xy );， Size(x) 
其 中 ， 第 1 对 根 为 


Z1 = 40.93020851860976459141084889837 士 j0.44242013491916995256639798767 
V1 三 一 0.39J88334385234983573088749775 士 j0.62771855170677843775952969855 


将 得 出 的 全 部 方程 根 代入 原始 方程 , 则 能 得 出 很 小 的 计算 误差 ， 达到 10-30 数量 
级 ， 说 明 该 方程 各 个 解 的 正确 性 。 
>> eTIT=['X，“2/2+x+3/2+2./y7+5./(2*y. 2)+3./x. 3,yY/2+ 
3.7/(2*X)+1./X. 4+5#ky. 47] ， 


norm(double(eval(err) 7) ) 
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例 5-7 藕 水 角 下面 涡 有 参 雪 的 方程 + 03 一 0 
/一 QQ 十 灾 十 世 

求解 MATLAB 符号 运算 工具 箱 中 提供 的 solve() 函数 还 可 以 直接 实现 带 有 变量 的 
方程 的 解 ， 这 样 的 求解 用 普通 的 数值 解 方法 是 不 能 实现 的 。 求 解 上 述 方 程 只 需 给 出 下 
面 语 邵 即 可 。 

>> SYS ab YI; 

[x,y]=solve(7X>2+aykX ~2+6+yb+3yry ”2=0: ，y=a+(X+3) ,和 7 ) 
可 以 得 出 方程 组 的 解 为 
-6a 一 18 士 2V-21a5 -45a 一 27-- 24) 一 6 一 3a3 
7 一 和 EYE yy 一 QQ 二 ZX 十 

其 实 ， 该 方法 同样 适用 于 更 高 阶 方程 的 解 , 但 得 出 的 解 很 宛 长 ， 不 适合 显示 出 来 。 

然而 ,解析 求解 的 方法 并 不 是 万 能 的 ,因为 这 里 的 例子 最 终 可 以 转换 为 一 元 
多 项 式 方程 , 所 以 能 用 和 它 求 解 , 但 更 一 般 的 非 线性 方程 是 不 能 解 出 的 , 只 能 求 出 其 
一 个 数值 解 。 


5.1.3 一般 非 线 性 方程 数值 解 


MATLAB 语言 环境 中 提供 了 fsolve() 函数 ， 能 够 求 出 已 知 多 元 方程 的 一 
个 实数 根 。 该 函数 的 调用 格式 为 


TZ=fsolvek(Fun ,2zZo0) 最 简 求 解 语 何 
[z , ,flag,out]j=fsolve(Fun,zo,opt,Dl1 po ) 4 一般 求 解 格 式 


其 中 ,Fun 为 描述 需求 解 的 方程 M- 函 数 、inline() 函数 或 匿名 函数 ，xzo 为 搜索 
点 的 初 全 ,方程 求 根 程序 将 从 该 但 开 始 以 逐步 减 小 误差 的 算法 搜索 出 满足 方程 的 
实 根 z。 者 返回 的 flag 大 于 0,， 则 表示 求解 成 功 ， 否 则 求解 出 现 问 题 。 

对 于 更 复 允 的 问题 , 用 户 可 以 定义 方程 求解 控制 参数 opt 来 控制 求解 方法 或 
其 他 要 求 ， 更 好 地 得 出 方程 的 根 。 该 变量 是 一 个 结构 体 数 据 ， 其 常用 的 成 员 变 量 
在 表 5-1 中 给 出 , 用 户 可 以 用 下 面 的 语句 修改 控制 变量 。 

opt=optimset; % 获 得 玖 认 的 芝 用 变量 

opt .TolX=le-10; 或 set(opt, :TolX: ,te-1l0) % 修改 参数 
其 中 的 某 些 值 , 如 MaxFunEvals 和 问题 类 型 有 关 ， 如 方程 求解 和 有 约束 最 优化 问 
题 一 般 选 择 其 全 为 100 倍 的 是 变量 个 数 ， 而 无 约束 最 优化 问题 一 般 支 持 200 倍 的 
变量 个 数 。 
例 5-8 Lambert 函数 是 一 类 特殊 函数 ， 该 方程 的 数学 表示 为 由 = 儿 gg(z)， 其 中 ，zZ 为 
自 变 量 , 4 为 Lambert 方程 wue = 了 的 解 ， 对 不 同 的 工 值 ， 斌 求解 Larmbert 方程 得 出 
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表 5-1 方程 求解 与 最 优化 的 控制 参数 表 


参数 名 参数 说 明 

Display 中 间 结 果 显 示 方 式 ， 其 值 可 以 取 off 表示 不 显示 中 间 值 ，iter 表示 逐步 显示 ,notify 
表示 在 求解 不 收敛 时 给 出 提示 ,， final 只 显示 最 终 值 

Grad0hbj 求解 最 优化 问题 时 使 用 ,表示 目标 函数 的 梯度 是 否 已 知 ,可 以 选择 为 off; 或 :on， 
LargeScale “| 表示 是 否 使 用 大 规模 问题 算法 ， 取 值 为 on 或 off, 变量 较 少 的 问题 不 必 采 用 该 算法 
MaxIter 方程 求解 和 优化 过 程 最 大 允许 的 迭代 次 数 , 若 方程 未 求 出 解 , 可 以 适当 增加 该 值 
MaxFunEvals | 方程 郴 数 或 目标 函数 的 最 大 调用 次 数 
TolFun 误差 函数 误差 限 控制 量 ， 当 函数 的 绝对 值 小 于 此 值 即 终止 求解 


TolX 解 的 误差 限 控制 量 ， 当 解 的 绝对 值 小 于 此 值 即 终止 求解 


值 ， 并 绘制 出 Z 和 米 之 间 的 关系 曲线 。 
求解 通过 循环 的 方法 对 不 同 的 zz 值 进行 求解 ， 就 可 以 绘制 出 Lambert 也 数 的 曲线 ， 
如 图 5-4 所 示 。 
>> XX=0:.05:10; X0=0; h=optimset; h.Display=off:，; y=[; 
二 OoT X=XX ， 
f=@(tu) [ru.*xexp(u)-x]; yl=fsolve(f,x0,h); x0=yl; y=[y,y 菇 ; 
e 了 Id 


PJot(CxXx,y) ; 


之 一 T 一 一 


1 .5 


日 -上 -一 


引 之 才 6 8 ]0 


图 5-4 _ Lambert 方程 解 曲线 


MATLAB 的 竺 号 运算 工具 箱 中 提供 了 一 个 Lambert 肠 数 来 值 函 数 1ambertw()， 
幸 用 格式 为 =lambertw(z) 。 可 以 用 来 直接 求 取 Lambert 函数 的 值 。 用 于 面 语 名 可 
以 直接 绘制 出 与 图 5-4 完全 一 致 的 曲线 。 
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>> YyYO=1ambertw(xx); Plot(Cxx,yO) 


例 5-9 试用 数值 方法 求解 例 53 中 给 出 的 二 元 方程 。 
求解 令 Zl = ZizZo2 一 可 以 用 匿名 也 数 描述 此 二 元 方程 。 选 择 初 值 Zzo 二 1,yo = 2， 
则 调用 fsolve() 邓 数 可 以 直 授 求解 原 方程 

>> f=@(xX) [x(1) >、2+X(C2) ”2-1; 0.75*X(1)、3-x(2)+0.9] 

[x,Y,c,dj=fsolve(ft,LL1，， 2])， 

则 可 以 直接 来 出 方程 的 根 为 了 = [0.35697,0.934121 工 两 个 方程 的 误差 达到 10-9 数量 
级 。 由 返回 的 d 变量 可 知 迁 代 次 数 为 6， 模型 通 数 调用 次 数 为 21。 

若 改 变 初 始 猜测 值 , 令 Zo = [一 1,0]- ， 则 

>> [x,Yy,c,dj=fsolve(fi,[-1t1,0]: ,0PT); x，Y，Kkk=d.funcCount 
这 样 可 以 搜索 出 方程 的 解 为 习 三 [|-0.98170,0.1904]j 工 误差 仍然 是 10-10 数量 级 。 

可 见 ， 初 值 改 变 之 后 ， 还 能 得 出 另外 一 组 解 。 所 以 初 值 的 选择 有 时 对 整个 问题 的 
求解 有 很 大 的 影响 ， 在 某 些 初 值 下 甚至 无 法 搜索 到 方程 的 解 。 


例 5-10 重新 考虑 例 5-1 中 给 出 的 方程 er4tsin(4t 十 2) +4e-uitcos(2) = 0.5， 斌 用 
数值 方法 求 其 更 精确 的 数值 解 。 
求解 由 于 原 方 程 是 非 线性 的 ， 所 以 没有 解析 解 。 例 5-1 中 用 图 解法 得 出 了 一 个 数值 解 
为 上 三 3.5203， 以 此 解 为 初 值 ， 则 可 以 用 fsolve() 通 数 得 出 更 精确 的 数值 解 。 
先 使 用 符号 运算 工具 箱 中 的 solve() 通 数 求解 此 问题 。 
>> SYmS 二 式 ; 
So01Ve(exp(-3#kt)*#kSsin(4*t+2)+4*kexp(-0.5*xt)+kcos(2xt)-0.5) 
利用 返回 因 式 可 以 得 到 精确 解 工 = 0.67374570500134756702960220427474。 可 见 ， 这 
样 的 方法 不 允许 手工 选择 初始 搜索 点 ， 所 以 只 能 获得 这 样 的 结果 。 用 图 解法 自由 地 选 
择 初 值 ， 再 用 数值 解法 可 以 得 出 任意 初 值 下 的 数值 解 。 
>> y=@(t)exp(-3+t) ,Sin(4+t+2)+4*rexp(-0.5*+t) .kCos(2#kt)-0.5; 
ff=optimset ; tti.Display= iter') [lt,tj=ftfsolve(y,3.5203 ,ff) 
可 以 得 出 上 = 3.52026389294877,y = -68x10710。 代 入 原 方 程 发 现 , 该 解 的 精度 明显 
剖 于 图 解法 的 精度 ， 且 可 以 任意 选择 初 值 。 从 算法 本 身 看 ,默认 的 求解 精度 偏 低 ,所 以 
可 以 试 着 重新 设置 相关 的 控制 变量 ， 就 可 以 得 出 下 面 更 精确 的 结果 。 
>> Tt=optimseti;i fftf.Tolx=le-16; ff.TolFun=le-30: 
ft.Display='iter; [t,fj=fsolve(y,3.5203 ,f) 
经 过 2 次 选 代 ,， 则 可 以 得 出 上 = 5.52026389244155,27 三 0。 从 求解 效果 看 ， 给 出 一 
个 很 精确 的 初 值 对 整个 求解 速度 和 精度 没有 太 大 的 帮助 ， 真 正 使 得 本 例子 获得 高 精度 
解 的 还 是 TolFun 属性 。 


香 潍 旦 生 
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5.1.4 方程 求解 在 控制 系统 研究 中 的 应 用 


和 其 他 工程 系统 相近 ,控制 理论 研究 中 也 大 量 使 用 代数 方程 求解 技术 。 例 如 ， 
在 控制 理论 中 重要 的 根 轨迹 就 是 建立 在 方程 求解 概念 上 的 , 但 由 于 早期 缺乏 数值 
求解 的 工具 , 经 典 控制 理论 中 只 能 考虑 根 轨 迹 示 意图 的 绘制 方式 。 有 了 强大 的 计 
算 机 工具 ,绘制 精确 的 根 轨迹 轻而易举 ， 也 就 没有 必要 采用 示意 图 的 方法 绘制 根 
轨迹 了 。 另 外 ,现代 代数 Riccati 方程 求解 算法 是 建立 在 一 种 特殊 解法 前 提 下 的 ， 
这 里 将 介绍 基于 搜索 方法 的 Riccati 代数 方程 求解 方法 , 还 将 得 出 以 往 不 能 得 出 
的 结果 。 

1. 线性 系统 稳定 区 域 研究 -一 根 轨迹 方法 

者 已 知 无 延迟 系统 模型 C(s) = N(s)/D(s),， 则 在 比例 控制 玉 。 下, 单位 负 反 
馈 闭 环 系统 的 稳定 性 可 以 由 特征 方程 1 上 + KG(s) = 0 时 根 的 位 置 判 定 ， 亦 即 由 
多 项 式 方 程 DIs) 十 开 N(s) = 0 的 根来 判定 。 令 并。 = 0， 则 可 以 求 出 系统 的 特 
征 根 初始 值 ， 逐渐 增 大 到 。 的 值 ， 系 统 的 特征 根 位 置 也 发 生变 化 ,这样 可 以 定义 每 
个 特征 根 随 天。 变化 的 轨迹 ， 称 为 系统 的 根 轨迹 曲线 。 

对 每 个 玉 。 求解 多 项 却 方 程 则 可 以 得 出 相应 的 特征 根 位 置 ,根据 不 同 玉 , 值 
解 出 的 特征 根 位 置 ， 则 可 以 妃 踩 出 系统 的 根 轨 迹 。MATLAB 控制 系统 工具 箱 中 
的 rlocus() 图 数 可 以 直接 绘制 系统 的 根 轨迹 ， 该 函数 的 调用 格式 为 


rlocus(G) 7% 不 妈 回 变量 将 目 动 绘制 根 轨迹 曲线 

rlocus(G ,下 ) % 给 定 增益 向 量 ， 绘 制 根 轨迹 曲线 

[ 玉 , 政 ]=rlocus(G) 4% 有 如 为 闭环 特征 根 构成 的 复数 官 阵 

rlocus(G1, -Go -bl,GCa :TI) 7 同时 绘制 铬 干 系统 的 根 轨 迹 


其 中 G 为 单 变量 系统 的 数学 模型 , 可 以 为 离散 模型 。 


、， 1 
例 5-11 试 绘制 出 开 环 系统 G(s) = 本 
得 单位 负 反馈 下 闭环 系统 稳定 的 增益 范围 。 
求解 如 果 不 采 用 计算 机 工具 ， 直 接 采 用 控制 理论 中 介绍 的 示意 图 方法 则 无 法 绘制 此 
系统 的 根 轨迹 ， 因 为 高 阶 系统 的 零 极 点 是 未 知 的 ,无 法 确定 根 轨 迹 的 起 点 和 终止 点 。 
利用 MATLAB 控制 系统 工具 箱 中 的 zlocus() 函数 ， 则 可 以 容易 地 绘制 出 系统 的 根 
轨迹 ， 如 图 5-5 (ay 所 示 。 

>> G=tftf(l, [1 8 36 80]); rlocus(G) 

求 取 临界 增益 通常 是 控制 理论 课程 中 较 难 的 任务 ,但 绘制 了 根 轨 迹 曲线 ， 在 
MAILAB 环境 下 求解 增益 的 问题 是 轻而易举 的 ， 因 为 单 击 临界 点 ， 则 可 以 得 出 如 图 
5-5 (b) 所 示 的 显示 结果 ， 即 临界 增益 为 227。 

2. Lambert 国 数 在 延迟 微分 方程 稳定 域 研究 中 的 应 用 

知 系 统 含 有 延迟 , 则 系统 的 特征 方程 1 + 开 ,(s)e-7s = 0 不 再 为 多 项 式 方 程 ， 


的 根 轨 迹 曲线 ， 并 指出 使 
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其 求解 变 得 很 困难 , 因为 当前 不 存在 任何 算法 确保 求 出 方程 的 所 有 特 人 征 根 。 这 样 
只 能 求解 某 些 特殊 类 型 系统 的 稳定 区 域 问题 山 。 

先 考虑 一 个 简单 的 延迟 微分 方程 yb = ay(t -1)， 方程 两 边 进行 Laplace 
变换 ， 则 可 以 直接 得 出 syY(s) = ae “Yl(s)， 显 然 可 以 得 出 ses = aQ， 该 式 满 足 
Lambert 方程 ， 其 解 可 以 表示 为 s = 终 (ta)。 可 以 看 出 ,在 想 使 系统 稳定 ， 则 


sS<0, 闻 经 (aj<0。 
再 考虑 带 有 重 极点 的 延迟 开 环 模 型 Gfs) = 站 这 样 延 迟 微分 方程 可 


以 写成 (5s+ a) 一 并 se 一 0。 令 5= 王 sa 则 方程 (s 十 ao 尹 一 攻 ve-7s 一 0 可 
以 变换 成 serta-aom ay/ 本， 这 时 . (一 ersijmn 一 (二 er zw 六 ， 该 方程 
可 以 进一步 简化 为 s = 二 多 (二 er” ME 考虑 s = si - q, 为 使 得 闭环 系统 
稳定 , 应 该 有 s< 0， 即 


一 


一 坊 (er V 5) -oao<0 (5-1-1) 
太 刘 
例 5-12 对 不 同 的 受 控 对 象 参 数 (a,7)， 试 求 出 闭环 系统 的 稳定 范围 。 
求解 先 国定 Q = 1， 选 择 两 个 不 同 的 7 值 3,6, 则 由 下 面 的 语句 可 以 绘制 出 增益 天 
和 5s 之 间 的 关系 曲线 ， 如 图 5-6 (a) 所 示 。 可 见 ， 这 样 得 出 的 临界 增益 丽 b = 0.25， 其 
值 和 T 无 关 。 
>> DTn=2;i t 上 au=-3;i a=1;i 上 p=0:0.01:1; 
s_a=nk1lambertw(taukeXxp(taura/n)*KPD. (1An) )V/tau-a; 
tau=6; S_b=n*l1ambertw(taukexpP(tauka/n)*Kp.” (1An) )V/tau-a; 
plotk4s_a,Kp，s_b,KP) 
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昌 音 本 景 溃 和 和 








一 ] -8 一 0.6 一 0 和 一 ,2 0.2 中 .4 


(aj 不 同 的 临 弄 增 共 (b) 不 同 a 的 临界 增 敬 
图 5-6 基于 Larmbert 函数 的 延迟 微分 方程 稳定 域 研究 


令 T 三 3, 并 选择 不 同 的 a 值 , a = 1,0.5， 则 由 下 面 的 语句 可 以 绘制 出 增益 下。 和 
s 之 间 的 关系 曲线 ， 如 图 5-6 (b) 所 示 。 可 见 ， 这 样 得 出 的 临界 增益 将 发 生变 化 ,使 得 
入 sa 一 0.25， 丽 bb 一 0.06。 
>> D=2i taus=3i a=1; Kp=0:0.01:1; 
S_a=D 并 ambertw( 七 au#exPp(taukra/Dn)*Kp.” (1/An) )Vtau-a; 
a=0.5; 8_b=n#*1Iambertw(tau#kexp(tau*ya/n)*Kp.”(1/n) )/taua-a; 
Plot(s_a,KP，SsS_b,KP) 


3. 实际 方程 求解 举例 -一 代数 Riccati 方程 求解 

当然 ， 代 数 Riccati 方程 数值 求解 有 很 好 的 线性 代数 算法 ， 如 基于 Schur 变 
换 的 算法 阅 和 基于 矩阵 广义 特征 值 的 算法 引 ，MATLAB 也 有 现成 的 求解 函数 
are()。 这 里 以 典型 的 代数 Riccati 方程 为 例 , 介绍 在 带 有 技巧 的 特殊 求解 方法 未 
知 时 ， 如 何 用 方程 求解 的 底层 方法 求解 已 知 方程 ,并 应 用 此 方法 求解 各 种 未 被 求 
解 过 的 扩展 Riccati 方程 。 

考虑 式 (3-4-17) 中 给 出 的 代数 Riccati 方程 , 重 写 如 下 


4 X+X4-XDPBX+OC=0 (5-1-2) 


为 编号 求解 程序 通用 起 见 ,， 无 需 假 定 妃 和 C 矩阵 为 对 称 矩 阵 ， 这 样 方 程 共 
有 7 个 参数 需要 求解 ， 而 由 矩阵 方程 相应 元 素 相等 的 方式 正好 可 以 列 出 mr2 个 方 
程 ,求解 这 些 方程 就 能 得 出 原 Riccati 方程 的 解 。 
根据 上 面 的 分 析 , 方程 中 天 矩阵 的 系数 zi 可 以 重新 写成 列 向 量 Z， 亦 即 
下 ()， 方 程 的 误差 也 可 以 将 实际 误差 展 成 误差 矩阵 ， 这 样 的 问题 就 可 以 描述 成 
2 = 帮 z) 的 方程 形式 并 由 下 面 的 MATLAB 函数 来 描述 


function yY=my_riccati(X,,B,C) 
X=TeSshape(x,SiZe(A) ) ; y1=A" 汪 又 +Xy 太 -X+*Bx*X+C; YyY=y1(:) ; 
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由 前 面 介 绍 的 代数 方程 求解 函数 fsolve() 可 以 编写 出 下 面 的 代数 Riccati 
方程 求解 函数 ,这 里 求解 方程 时 采用 了 随机 初 值 的 方法 。 
function X=Triccati_solve(A,B,C,XOI) 
if nargin==3，X0O=rand(size(A)); end 
X=fSsolVve(:my_Triccati7,xoC:)，[ ,A,B,C); X=reshape(x,Size(A) ) ; 


作为 一 种 特殊 情况 ,者 假 设 巨 和 C 托 阵 为 对 称 和 矩阵 ， 则 支 也 是 对 称 矩 阵 ， 
这 时 需要 求解 的 参数 一 共 ?( 人 十 /2 个 , 引入 一 个 列 向 量 z， 使 得 


履 7 二 一 入 il1;2 -一 ]，.， 。 于 ;二 站 二 -一 从 12 1? -一 2 ，， , 也. (5-1-3) 
该 规律 可 以 写成 
ZU(2n 一 i20-1D712 和 二 Ai 了 二 2 二 7 二 (5-1-4) 


用 这 样 的 方法 看 似 可 以 大 大 减少 方程 的 未 知 变量 个 数 , 但 编程 将 变 得 很 复杂 ， 
所 以 对 规模 不 大 的 Riccati 方程 来 说 ,无 需 专 门 为 其 编写 求解 函数 , 利用 上 面 编写 
的 函数 就 能 直接 求解 。 
例 5-13 试用 这 里 给 出 的 程序 求解 例 3-72 中 给 出 的 Riccati 方程 。 


-< 】 一 : 2 2 < D 一 4 4 
4=|-L 0 -2 ,DB=|I-15 -2 C=-|1 0 14 
U 一 一 2 一 上 2z 1 一 1 5 











求解 用 下 面 的 语句 可 以 直接 求解 Riccati 方程 ， 并 判定 解 的 精度 。 
>> A=[L-2,1,-3; -1,0,-2; 0,-1,-2]; B=[2,2,-2; -15 -2; -1 1 2]; 
C=[5 -44; 104;1-15]; X=riccati_solve(A,B,C) ， 
DOTIm (页 ， 水 又 十 又 水 太一 又 本 也 水 又 上 +C ) 
这 样 可 以 得 出 Riccati 方程 的 解 ， 并 求 出 误差 矩阵 的 范 数 为 1.0406x10-15。 
-0.1538 0.10866 “0.46226 
2.0277 ”一 1.7437 1.3475 
1.9003 “” -17513 0.50571 
与 例 3-72 的 结果 对 比 可 以 立即 发 现 ,， 这 两 个 结果 是 完全 不 同 的 ,经 检验 这 里 得 出 
的 结果 也 满足 原 方程 ， 所 以 原 方程 的 解 不 惟一 : 其 实 这 也 是 可 以 理解 的 ， 因 为 原来 的 
方程 是 二 次 方程 ， 所 以 有 两 个 根 是 正常 的 。 因 为 这 里 给 出 的 方程 解 初 值 是 随机 的 ， 所 
以 反复 调用 几 次 本 函数 则 可 能 得 出 例 3-72 中 的 解 。 
4 下 展 Riccati 方程 的 求解 (人 
标准 的 Riccati 方程 要 求 一 次 项 为 4 奈 十 筷 4T,， 仿照 9ylvester 方程 ,可 以 
考虑 将 一 次 项 修正 为 4 妃 十 天 万 , 这 样 扩 展 的 Riccati 方程 可 以 定义 为 


入 一 








4X 十 XD-XPBX+C=0 (5-1-5) 
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因为 没有 现成 的 算法 求解 该 方程 , 所 以 可 以 仿照 前 面 的 方法 ， 利 用 方程 数值 
解法 来 直接 搜索 方程 的 数值 解 。 例 如 编写 出 下 面 的 求解 函数 

function X=e_riccati_solve(A,B,C,D,XO) 

if nargin==4，X0=rand(size(A)); end 

X=fsolve(:my_e_Triccati,xo(:)，[],A,B,C,D); X=reshape(x,Size(A) ) ; 

这 里 求解 方程 时 仍 采 用 了 随机 初 值 的 方法 。 另 外 , my_e_riccati() 函数 是 能 
够 将 扩展 Riccati 代数 方程 转换 成 一 般 向 量 型 方程 的 MATLAB 函数 ， 可 以 如 下 
编号 出 下 面 的 求解 函数 

function y=my_e_riccati(x,A,B,C,D) 

X=TeSshape(x,SiZze(A) ) ; y1=Ax*X+X#D-X*B#+X+Ci Y=y1(:) ; 


例 5-14 试 求 出 扩展 Riccati 方程 的 全 部 根 。 
2 1 9 0 3 6 
9 7 9|, 瑟 =|18 2 0|， 
0 5 3 2 


求解 由 下 面 的 语句 可 以 求解 这 样 扩展 的 Riccati 方程 。 由 于 方程 的 求解 中 设置 了 随机 
初 值 ， 所 以 反复 地 调用 该 也 数 则 可 能 得 出 不 同 的 解 。 下 面 可 以 先 输入 系数 姑 阵 ， 然 后 
幸 用 e-riccati-solve() 函数 ， 则 能 得 出 方程 的 一 个 解 ， 再 次 调用 则 可 能 得 出 另 一 个 
解 ， 如 果 不 能 得 出 则 反复 调用 几 次 就 能 得 出 方程 全 部 的 解 。 
>> A=[2,1,9; 9,7,9; 6,5,3]; B=[0,3,6; 8,2,0; 8 ,2 8] ， 
C=[7,0,3; 5,6,4; 1,4,4]; D=[3,9,5;， 1,2,9;， 3,3,0]; 


X=e_riccati_Ssolve(A,B,C,D) 


一 




















可 以 得 出 下 面 的 两 个 解 
0.78765 ”0.42984 -2.2827 1.4567 1.3663 ”0.38581 
Z1 三 | 一 0.60885 ”一 0.26903 0.72972 | .za = | -0.28228 “0.18807 ”2.0323 
-0.65535 一 0.34174 1.1487 一 0.59091 一 0.25153 ”1.4057 


5. 攻 展 Riccati 方程 的 求解 (ID 
对 二 次 项 稍 加 修改 , 则 可 以 得 出 另 --- 种 扩展 的 Riccati 方程 


4 且 十 成 万 天 百 XTI+TC=-0 (5-1-6) 


沙 用 前 面 介绍 的 纯 数 值 方法 就 可 以 得 出 该 方程 的 解 。 
例 5-15 试 求解 扩展 Riccati 方程 (5-1-6)， 其 中 4, 玉 ,C, 万 这 四 个 和 矩阵 和 上 例 一 致 。 
求解 仿照 前 面 的 例子 可 以 写 出 下 面 的 求解 函数 


function X=e_riccati_solve2(A,B,C,D,xO) 
if nargin==4，Xx0O=rand(size(A))，end 


5.1 代数 方程 的 求解 


二 


x=fsolve('my_e_Triccati2,Xx0OC:)，[j,A,B,C,D); X=Treshape(x,siZe(AJ) ) 


其 中 ， 描 述 这 个 特殊 Riccati 方程 的 MA]JLAB 函数 可 以 写成 


function yY=my_e_riccati2(Xx,A,B,C,D) 
X=Treshape(X,Size(A) ) ; y1= 和 及 水 X 十 X 水 一 人 水 也 水 X， 2 二 CC Y=y1T(:); 


这 时 ， 通 过 下 面 函 数 可 以 对 该 方程 求解 
>> A=[2,1,9; 9,7,9; 6,5,3j; B=[0,3,6; 8,2,0; 8,2,8j ; 
cC=[7,0,3; 5,6,4; 1,4, 和 4];， D=[3,9,5;， 1,2,9; 3,3,0] ; 
X=e_Triccatli_solive2(A,B,C,D) 
反复 调用 该 函数 可 以 发 现 ， 可 能 得 到 下 面 三 个 解 
RE 1.2408 0 6.74 -0.36997 Cs 
企 1 一 2 二 


2 .3662 一 0U.72222 -1079 -=-U.25863 1 4835 
U.86065 1 .8109 一 0.20194 1.7761 一 0.349974 1.0043 


1.302 1 一 2<.o0d4743 1.4o61 
1.Uc<44 0.97048 ”一 1.0438 

6. 基于 方程 求解 的 隐 式 微分 方程 求解 方法 

前 面 给 出 的 ode1l5i() 函数 可 以 求 取 隐 式 微分 方程 的 解 。 事 实 上 ,通过 代数 
方程 的 数 什 求解， 则 可 以 将 隐 式 微分 方程 变换 成 一 阶 显 式微 分 方程 组 ， 这 样 用 
ode45() 函数 可 以 百 接 求 解 对 应 的 隐 式 微分 方程 。 
例 5-16 考虑 例 4-20 中 给 出 的 隐 式 微分 方程 ， 试 将 其 立即 变换 成 显 式 微分 方程 ， 并 求 
出 该 方程 的 数值 解 。 
求解 可 以 仍然 选 定 状态 变量 zl = Da 三 2 二 4 = 人 这 样 仍然 有 二 一 
72:73 一 4。 显然 ， 并 不 可 能 像 例 4-14 那样 解析 地 求解 方程 ， 得 出 za2 和 Za4 的 显 式 表 
达 式 ， 但 可 以 讨论 该 方程 组 数值 解 的 方法 对 每 组 状态 变量 z 得 出 它们 的 值 。 

由 原来 给 出 的 方程 ,假设 pl 三 羡 . 轨 三 芒 则 可 以 将 原 方程 改写 成 


一 0.43386 “0.40803 on 
忆 3 一 





让 ] S] 了 T4 十 73 十 2 一 4 一 U 
Z1D1D2 十 CosDo -一 dr3zoe 二 0 
依据 该 方程 可 以 得 出 如 下 的 NIATLAB 语句 ， 从 而 写 出 相应 的 M- 函 数 来 描述 微 
分 方程 如 下 : 


function dy=c5mimpode(t ,x) 
dx=@tPp,x) [PC(Lt)*Sin(XC4) )+P(2) 24+2#kX(1)yX(3)*exp(-x(2))-X(1)* 


P(1)*#*Xx(4); XC1)*pP(1)*p(2)+cos(p(2))-3*yx(3)*Xx(2)*exp(-x(1)) 


ftf=optimset;i dx1l=fsolve(dx,x([I1,3]) ,ft ,x) ， 
dy=[x(2); qdqxl(1); x(4);， dx1l(2)] ; 
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这 里 因为 有 中 间 步 骤 ， 所 以 不 适合 用 inline() 函数 或 匿名 函数 描述 整个 微分 方 
程 。 进 入 该 阴 数 时 ， 由 状态 变量 了 和 新 定义 的 Di,Dpa 可 以 写 出 匿名 沁 5 数 ， 描 述 未 知 量 
Pi 代入 方程 后 两 个 方程 的 误差 ， 而 这 里 和 是 作为 已 知 的 附加 变量 给 出 的 。 微 分 方程 求 
解 程 序 每 次 调用 这 个 原型 邓 数 时 均 求 解 一 次 关于 Di 的 代数 方程 ， 得 出 的 结果 mi,pa 实 
际 上 就 是 Za2,za， 这 样 就 可 以 构造 出 微分 方程 对 应 的 状态 变量 的 导数 。 在 求解 代数 方 
程 中 使 用 了 一 个 小 技巧 ， 即 代数 方程 的 初 值 选择 Di(0) = zl,paz(0) = Z3， 这 样 会 使 得 
代数 方程 收敛 速度 加 快 ， 精 度 增 高 。 

建立 起 微分 方程 模型 后 ， 就 可 以 通过 下 面 的 语句 直接 求解 微分 方程 ， 并 绘制 出 状 
态 变量 的 时 间 曲 线 ， 和 图 415 给 出 的 完全 一 致 

>> [t,xj=ode15s(@c5mimpode, [0,2] ,[1,0,0,1); plot(t,x) 


5.2 ”无 约束 最 优化 问题 求解 
无 约束 最 优化 问题 是 最 简单 的 一 类 最 优化 问题 ， 其 一 般 数学 描述 为 


min 三 z) (5-2-1) 


其 中 , z = [zz ，… ,Zn 称 为 优化 变量 ，/.) 函数 称 为 目标 函数 ， 该 数学 表示 
的 含义 亦 即 求 取 一 组 z 向 量 ， 使 得 最 优化 目标 函数 Ffz) 为 最 小 , 故 这 样 的 问题 
义 称 为 最 小 化 问题 。 其 实 ， 最 小 化 是 最 优化 问题 的 通用 描述 , 它 不 失 普遍 性 。 如 果 
要 想 求解 最 大 化 问题 ,那么 只 需 给 目标 函数 /ftz) 乘 一 个 负 号 就 能 立即 将 最 大 化 
问题 转换 成 最 小 化 问题 。 所 以 本 书 中 描述 的 全 部 问题 都 是 最 小 化 问题 。 

本 节 先 讨论 无 约束 最 优化 问题 的 解析 解法 和 图 解法 ,然后 侧重 于 介绍 无 约束 
最 优化 问题 的 MATLAB 求解 方法 ,并 给 出 全 局 最 优 和 局 部 最 优 的 概念 ， 并 介绍 
如 何 用 无 约束 最 优化 的 方法 求解 最 优 控制 器 设计 的 问题 。 


5.2.1 解析 解法 和 图 解法 


无 约束 最 优化 问题 的 最 优点 z* 处 ， 目 标 函 数 /z) 对 z 各 个 分 量 的 一 阶 导 数 
为 0, 从 而 可 以 列 出 下 面 的 方程 : 


9Z1 











一 QU .:. 一 0 9-2-2 
| (5-2-2) 


求解 这 些 方程 构成 的 联 立方 程 可 以 得 出 极 值 点 。 其 实 ， 解 出 的 一 阶 导 数 均 为 0 的 
银 值 点 不 一 定 都 是 极 小 值 的 点 ， 其 中 有 的 还 可 能 是 极 大 值 点 。 极 小 值 问题 还 应 该 
有 正 的 二 阶 导 数 。 对 于 单 变 量 的 最 优化 问题 ,可 以 考虑 采用 解析 解 的 方法 进行 求 
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有 


解 。 然 而 多 变量 最 优化 问题 因为 需要 将 其 转换 成 求解 多 元 非 线 性 方程 ,其 难度 也 
不 低 于 直接 求 取 最 优化 问题 , 所 以 没有 几 要 及 用 解析 解 方法 求解 。 
一 元 函数 最 优化 问题 的 图 解法 也 是 很 直观 的 ,应 绘制 出 该 函数 的 曲线 ,在 曲 
线 上 束 能 看 出 其 最 优 什 点。 二 元 函数 的 最 优化 也 可 以 通过 图 解法 求 出 。 但 三 元 或 
多 元 函数 ， 由 于 用 贸 形 没有 办 法 表示 ,上 所 以 不 适合 用 图 解法 求解 。 
例 5-17 例 5-1 中 给 出 的 方程 F 昌 =e sin(4t 十 2) 二 4e- ”cos(21) 一 0.5， 斌 用 解析 
求解 和 图 形 求 解 的 方法 研究 该 函数 的 最 优 性 。 
求解 可 以 先 表示 该 函数 ， 并 解析 地 求解 该 函数 的 一 阶 导 数 ， 用 ezplot() 函数 可 以 绘 
制 出 上 El|0,4 区 闻 内 一 阶 导 函数 的 曲线 ， 如 图 5-7 (al 所 示 。 
>> SymS 七 ; yY=eXxp(-3#t) 本 Sin(4*rt+2)+4*exp(-0O.5#t) 冰 Cos(2#+t)-0.5， 
y1=difft(y,t); 4% 求 取 一 阶 导 函数 
eZplot(yl,[0.4]) 4 绘制 出 选 定 区 间 内 一 阶 导 函 数 曲线 
其 实 ， 求 解 导 函数 等 于 0 的 方程 不 比 直 接 求解 其 最 优 值 简单 。 用 图 解法 可 以 看 出 ， 
在 这 个 区 间 内 有 两 个 点 ，Al 和 Asz， 使 得 它们 的 一 阶 导 函 数 为 0, 但 从 其 一 阶 导 数 走 向 
看 ，Aa 点 对 应 负 的 二 阶 导 数值 ， 所 以 该 点 对 应 于 极 大 值 点 ， 而 Al 点 对 应 于 正 的 二 阶 
导数 值 ， 故 为 极 小 值 点 。Ail 点 的 值 可 以 由 下 面 的 语句 直接 解 出 。 
>> tO=solve(yl)，ezplot(y, [0,4]) % 求 出 一 阶 导 数 等 于 零 的 点 
y2=diff(yt); b=subs(y2,t,tO) 办 并 验证 二 阶 导 数 为 正 
可 以 得 出 如 =1.45284.2 = 了 7.8553 > 0。 这 样 ， 就 可 以 求 出 函数 的 最 小 值 。 还 可 以 用 图 
形 绘 制 的 方法 进一步 验证 得 出 的 结果 ， 如 图 57 (b) 所 示 ， 可 见 ，Ali 为 最 小 值 ，A。 为 
最 大 值 。 
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(a) 国 数 的 一 阶 导 函数 曲线 (b) 困 数 曲线 
图 5-7” 联 芯 方 程 网 解法 示意 图 
然而 因为 给 定 的 函数 是 非 线性 函数 ， 所 以 用 解析 法 或 类 似 的 方法 求解 最 小 值 问题 
一 点 都 不 比 直接 求解 最 优化 问题 简单 。 因 此 ， 除 演示 之 外 ， 不 建议 用 这 样 的 方法 求解 
该 问题 ， 而 是 直接 采用 最 优化 问题 求解 程序 得 出 问题 的 解 。 


廿 ”“-.- -- =. 一 
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和 二 


5.2.2 基于 MATLAB 的 数值 解法 


MATLAB 语言 中 提供 了 求解 无 约束 最 优化 的 函数 fminsearch()， 其 最 优 
化 工具 箱 中 还 提供 了 函数 fminunc()， 二 者 的 调用 格式 完全 一 致 ， 为 


=EminincCEun ,0) % 最 简 求 解 语 何 
[z ,flag,out] =fmjinunc(Eun ,220 ,OPt,D1，D2，) 一 般 求 解 格 式 


其 输入 与 返回 参数 的 定义 与 fsolve() 函数 中 的 控制 变量 完全 一 致 。 该 函数 主要 
采用 了 文献 [4 中 提出 的 单纯 形 算法 。 下 面 将 通过 例子 来 演示 无 约束 最 优化 问题 
的 数值 解法 。 
例 5-18 已 知 二 元 函数 z = jz 人 = (rz2 -2r)je-z7 -7 -2 试用 MATLAB 提供 的 求 
解 函 数 求 出 其 最 小 值 ， 并 用 图 形 方法 表示 其 求解 过 程 。 
求解 因为 子 数 中 给 出 的 自 变 量 是 了 ;yy， 而 最 优化 了 数 需要 求 取 的 是 自 变量 向 量 闪 ， 故 
在 求解 前 应 该 先进 行 变 量 替换 ， 如 令 T1 = 7Z;,Z2 = 2 这样 就 可 以 用 下 面 的 语 自由 匿名 
子 数 形 么 定义 出 目标 函数 二 ， 然 后 将 求解 控制 变量 中 的 Display 属性 设置 为 :iter，， 
这 样 可 以 显示 中 间 的 搜索 结果 。 用 下 面 的 语句 求解 出 最 优 解 。 

>> 于 =@(x)(X(1) 2-2*X(1))*exp(-X(L) 2-X(2)*2-X(1)#xX(27)， 

xo=[0; 0]j; g=optimset; g.Display='iter:，; X=fmjinsearchtf ,XO ,E) 

经 过 72 步 迁 代 ，137 次 目标 函数 求 值 ， 得 出 立 = [0.6110537, --0.305578]T。 

同样 的 问题 用 fminunc() 函数 求解 ， 则 

>> X=fminincktf,， [0;.0] ,下 ) 
求解 需要 7 次 迭代 ,27 次 目标 邓 数 的 调用 , 得 出 的 解 为 = |0.6110462, -0.3055242]T。 

比较 两 种 方法 , 显然 可 以 看 出 , 用 fminunc() 函数 的 效率 明显 高 于 fminsearch() 。 
所 以 在 无 约束 最 优化 问题 求解 时 ， 如 果 安 装 了 最 优化 工具 箱 则 建议 使 用 fminunc 人 O 
函数 。 

在 求解 过 程 中 ， 如 果 手 工 修改 fminunc() 下 级 的 fminusub() 也 数 文件 ， 就 可 
以 追踪 出 各 个 搜索 中 间 点 的 坐标 。 下 面 在 图 形 上 显示 出 搜索 中 间 过 程 。 假 设 选择 
zo 三 [2, 了 - ， 则 由 下 面 的 语 各 可 以 得 出 所 需 的 解 ， 同 时 还 能 由 修改 的 函数 得 出 中 间 点 
坐标 为 

Zi 2 0.2401 一 0.1398 02168 “0.3355 U.5514 0.6129 0U.0111 

mi 10oUus 0.5752 1.0210 一 0.5508 -0.1775 一 0.3053 一 0.3058 


用 下 面 的 语句 可 以 绘制 出 搜索 过 程 中 间 点 的 轨 线 ， 如 图 5-8 所 示 。 
>> Xx=[2 0.2401 -0.1398 0.2168 0.3355 0.5514 0.6129 0 .6111 
1 1.0502 0.5752 1.0210 -0.5508 -0.1775 -0.3053 -0.3058j ; 
[x,y]j=meshgrid(-3:.1:3，-2:.1:2)， 
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Z=(X.~2-2#X) .eXxpP(-X. 2-y7. 2-X. 半 7) 
contour (X,yY,Z,30); line(XX(L，:)XX(C2，:)) 
h=]ine(xx(1,:) ,xx(2,:)); set(h,，)Marker:，:o7) 





图 5-8 搜索 过 程 中 间 点 轨 线 示 章 图 


5.2.3 全 局 最 优 解 与 局 部 最 优 解 


以 单 变量 z 为 例 , 无 约束 最 优化 问题 数 有 解 的 必要 条 件 是 dfz)/dz = 0， 
但 满足 该 条 件 的 zx 值 可 能 不 惟一 ， 可 能 存在 多 个 解 。 从 最 优化 搜索 的 角度 来 说 ， 
可 能 找到 其 中 一 个 点 。 下 面 将 通过 例子 引入 全 局 最 优 解 和 局 部 最 优 解 的 概念 。 

例 5-19 假设 目标 函数 为 ?人 =e cosl0ft+e osn2t tt>0， 试 观察 不 同 的 初 
值 能 得 出 的 最 小 值 ， 并 讨论 局 部 最 小 值 与 全 局 最 小 值 的 概念 。 

求解 由 给 定 的 目标 函数 ， 可 以 立即 写 出 用 于 无 约束 最 优化 搜索 的 MATLAB 表示 ,， 采 
用 下 面 的 匿名 汤 数 或 编写 相应 的 MATLAB 文件 。 

>> 于 =@(t)exp(-2#) .#*Ccos(10*+t)+exp(-3xk(t+2) ) .Sin(2k 七 ) ; 

若 选 定 初 始 搜索 点 为 如 = 1， 则 可 以 通过 如 下 的 语句 获得 目标 邓 数 的 最 优 解 

>> 十 0=1; [Ltl,fttj=fminsearch(f ,t+t0) 

得 出 的 结果 为 五 一 0.92275390625, 方 = -0.15473299821860。 

著 选 择 另 一 个 初始 点 ， 则 得 出 如 下 的 最 优 解 

>> 上 0O=0.1; 人 t2 ,f2]=fminsearchff toO) 

得 出 的 结果 为 刀 三 0.294453125, 户 = 一 0.54362 。 

可 见 ， 给 出 不 同 的 初 值 ， 此 函数 能 得 出 不 同 的 “最 优 解 ， 但 从 最 优 解 处 的 函数 值 
看 , 百 处 的 函数 值 显然 大 于 妃 处 的 通 数 值 。 故 可 以 得 出 结论 , 主 得 出 的 并 非 真 正 的 最 
优 和 解 ， 而 是 某 种 局 部 最 优 解 。 试 资 其 他 的 初 值 ， 如 如 = 1.5,2,2.5,…… 还 可 能 得 出 其 他 
的 局 部 最 优 值 ， 这 时 不 一 一 列 出 。 用 MATLAB 的 ezplot() 通 数 可 以 绘制 给 定 目 标 
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函数 Vi 在 teE(0,2.5) 定义 域内 的 曲线 ， 如 图 5-9 (a) 所 示 ， 区 间 内 的 全 局 和 局 部 最 
优 值 均 由 产 线 表示 出 来 。 
>> Syms 七 ; y=eXxp(-2#t)#Ccos(10* 七 )+eXxPp(-3# (七 +2) ) 水 SiID(C2# 七 ) ; 
ezpPlot(ty, [0,2.5]); ylimtL-o.6,1J]) 

从 图 5-9 (a) 可 以 看 出 ， 在 了 上 过 0 定义 域内 ， 妇 点 是 目标 函数 真正 的 最 优 值 ， 在 又 
优化 理论 中 又 称 为 全 局 最 优 解 ， 由 于 初 值 选 择 不 同 的 值 可 能 得 出 不 同 的 最 优 值 ， 其 中 
有 些 是 局 部 最 优 值 ， 所 以 这 里 给 出 的 fminsearch() 函数 并 不 能 保证 来 出 全 局 最 优 值 。 
事实 上 ， 目 前 所 有 的 最 优化 算法 没有 哪 一 种 能 保证 能 求 出 最 优化 问题 的 全 局 最 优 解 。 

现在 再 考虑 更 大 些 的 定义 域 ， 即 诗 一 0.5， 则 用 下 面 的 语句 能 绘制 出 该 函数 在 新 
定义 域内 的 曲线 ,如 图 5-9 (b) 所 示 。 


exp( 一 2t) cos(10t) 十 exp( 一 3t 一 6)sinf2H) exp( 一 2t) cos(10t 十 exp( 一 3t 一 6) sinf2b) 
0.5 
.5 
局 -人 人 一 一 
0.3 
0 了 人 一 一 
AAA 一 上 
一 1 .3 
一 0.$ 
0 口 . 1 1] .5 了 了 .9 205 0 .5 ] 1.s 之 2.5 
(a)j 定义 域 为 上 之 0 (b) 定义 域 为 寺 立 一 0.5 


5-9 全 局 最 优 解 与 局 部 最 优 解 


>> ezplotky,[-0.5,2.5]); ylim([-2,1.2]) 
toO=-0.2; [t3,f3j=fminsearch(t ,to0) ，; 
可 以 得 出 方程 的 解 为 要 = -0.334, 户 = -1.9163。 从 图 5-9 (b) 可 见 ， 前 面 得 出 的 全 局 
最 优 解 在 新 的 定义 域内 就 不 再 是 全 局 最 优 解 了 ， 比 起 新 的 最 优 解 来 说 ， 它 只 是 局 部 最 
优 解 ， 若 进一步 扩大 定义 域 ， 则 得 出 的 妇 将 也 不 再 是 全 局 最 优 解 了 ， 而 称 为 局 部 最 优 
解 。 若 将 定义 域 扩展 到 上 E (一 ooyco) 区 间 ， 则 原 函 数 将 没有 真正 意义 的 全 局 最 优 解 。 


通过 上 面 的 例子 可 以 看 出 , 利用 MATLAB 的 求解 函数 或 其 他 现成 的 最 优化 
问题 求解 函数 可 能 得 出 局 部 最 优 解 ， 而 不 是 全 局 最 优 解 ， 这 就 需要 读者 自己 去 试 
取 不 同 的 初 值 , 看 看 得 出 的 最 优 解 是 否 相同 , 如 果 不 同 , 则 比较 一 下 哪个 是 局 部 最 
优 解 。 遗传 算法 提供 了 一 种 同时 试 测 不 同 初 值 的 算法 ,在 求解 全 局 最 优 解 上 有 一 
定 的 改进 ,但 也 不 能 保证 得 出 全 局 最 优 解 。 有 关 遗 传 算法 及 其 在 最 优化 问题 中 的 
应 用 请 参见 7.3 节 。 
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5.2.4 利用 梯度 求解 最 优化 问题 


有 时 最 优化 问题 求解 速度 较 慢 ， 有 时 甚至 无 法 搜索 到 较 精 确 的 最 优点 ,尤其 
是 变量 较 多 的 最 优化 问题 , 所 以 需要 引入 目标 函数 梯度 ， 以 加 快 计 算 速 度 , 改进 搜 
索 精 度 。 然 而 ， 有 时 计算 梯度 也 是 需要 时 间 的 ,也 会 影响 整个 运算 速度 ， 所 以 实际 
求解 时 应 该 考虑 是 不 是 值得 引入 梯度 的 概念 。 

在 利用 MATLAB 最 优化 工具 箱 求解 最 优化 问题 时 ， 也 应 该 和 目标 函数 在 同 
一 数 中 描述 梯度 函数 , 亦 即 这 时 MATLAB 的 目标 函数 应 该 返回 两 个 变量 ,第 
一 个 变量 仍然 表示 目标 函数 ， 第 二 个 变量 可 以 返回 梯度 函数 。 同 时 ,还 应 该 将 求 
解 控制 变量 的 Grad0bj 属性 设置 成 ， on:，， 这 样 就 可 以 利用 已 知 的 梯度 信息 来 求 
解 最 优化 问题 了 。 

例 5-20 试 求解 Rosenbrock 函数 回 flzl,z?) == 100(zz 一 Z1) 十 (1 一 zl1)2 的 无 约 来 
最 优化 问题 。 
求解 从 目标 函数 可 以 看 出 ， 由 于 它 为 两 个 平方 数 的 和 ,所 以 当 zz 一 zl 一 1 时 ， 整 个 目 
标 函 数 有 最 小 值 0。 下 面 语 名 可 以 绘制 出 目标 函数 的 三 维 等 高 线 图 ,如 图 5-10 所 示 。 
>> [x,y]=meshgrid(0.5:0.01:1.5)， Z=100*(y. “2-X) .”“2+(1-X) .~2， 
contour3(x,y,z,100) ，zlim([0 ,310]) 





0.53 ”0.5 


5-10 Rosenbrock 目标 函数 的 三 维 等 高 线 图 


由 得 出 的 曲线 看 ， 其 最 小 值 点 在 图 中 的 一 个 很 窄 的 白色 带 状 区 域内 ， 故 
Rosenbrock 目标 函 数 又 称 为 和 理 若 形 函 数 ， 而 在 这 个 区 域内 的 函数 值 变 化 较 平 缓 ， 
这 就 给 最 优化 求 值 带 来 很 多 麻烦 。 该 孙 数 经 常用 来 测试 最 优化 算法 的 优 劣 。 现 在 观察 
用 下 面 语 铝 求 解 最 优化 问题 。 

>> =Q@(x) [100*+*(x(2)-x(1)*2)”2+(1-x(1))>2] ; 

ff=optimset; ff.TolX=le-10; ftf.TolFun=le-20， tt.DiSspPlLay=?iter，; 
Xx=fminunc(Gf, [0;0] ,ff) 
经 过 20 步 和 迭代 ，80 次 目标 函数 求 值 ， 得 出 的 解 为 z 一 [0.999995588, 0.999991167]T。 
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可 见 ， 该 算法 无 法 在 给 定 的 步 数 内 精确 搜索 到 真 值 (1,1)， 用 传统 的 最 速 下降 法 更 无 法 
搜索 到 丙 值 。 这 时 需要 引入 梯度 的 概念 。 

对 给 定 的 Rosenbrock 也 数 ， 利 用 符号 运算 工具 箱 即 可 以 求 出 其 梯度 向 量 为 

>> SYmS XlL X2; f=100+(X2-Xdl 2) 2+(1-xl1) 2; J=jacobian(f，[Lxl,x2] ) 
可 以 求 出 该 函数 的 Jacobi 短 阵 为 0 2 。 这 时 ， 可 以 在 目标 函 
数 中 描述 其 梯度 ， 故 需要 重新 编写 目标 函数 为 


function ty,Gy]j=c5fun3(X) 
y=100*(X(2)-X(CL) 2) ”2+(1-XC1D) 7) 2 
Gy= |[-400* (X(2) -xd1) > 2)*Xx(C1)-2+2+xx(t)i 200*x(2)-200*x(1)>2] ; 


这 样 ， 就 应 该 给 出 如 下 命令 来 求解 最 优化 问题 。 

>> ff.Grad0bj=:on?:; Xx=fminunc(e@c5fun3, [0;0] ,ff) 
得 出 的 解 为 = [0.99999999999999, 0.99999999999997]， 求 解 过 程 为 18 次 迁 代 。 可 
见 ， 引 入 了 梯度 则 可 以 明显 加 快 搜索 的 进度 ， 且 最 优 解 也 基本 上 逼近 于 真 值 ， 这 是 不 
使 用 梯度 不 可 能 得 到 的 ， 所 以 从 本 例 可 以 看 出 梯度 在 搜索 中 的 作用 。 然 而 ， 在 有 些 例 
子 中 引入 梯度 也 不 是 很 必要 ， 因 为 梯度 本 身 的 计算 和 编程 需要 更 多 的 时 间 。 


5.2.5 利用 最 优化 方法 设计 最 优 控制 器 


历朝 “最 优 控制 ”， 册 是 在 一 定 的 具体 条 件 下 ,要 完成 某 个 控制 任务 ， 使 得 选 
定 指标 最 小 或 最 大 的 控制 , 这 里 毛 谓 指标 就 是 最 优化 理论 中 的 目标 函数 ,常用 的 
目标 函数 可 以 设置 成 时 间 最 短 、 能 量 最 省 等 指标 。 

和 最 优化 技术 类 似 , 最 优 控制 问题 也 分 为 有 约束 的 最 优 控制 问题 和 无 约束 的 
最 优 控制 问题 。 无 约束 的 最 优 控制 问题 可 以 通过 变 分 法 [6.7 来 求解 ， 对 于 小 规模 
癌 题 ， 可 能 求解 出 问题 的 解析 解 ， 例如 前 面 介 绍 过 的 二 次 型 最 优 控制 器 设计 问题 
克 有 再 接 求解 公式 。 有 约束 的 最 优化 问题 则 较 难 处 理 ， 需要 借助 于 Pontryagin 的 
极 大 值 原理 。 

针对 有 基体 的 最 优 控制 问题 ,应 该 选择 什么 样 的 指标 ， 使 得 控制 的 效果 达到 最 
好 ， 这 一 直 是 控制 理论 界 学 者 与 工程 技术 人 员 感 兴趣 的 问题 。 早 期 的 控制 研究 因 
为 贞 乏 切实 可 行 的 计算 机 求解 工具 ,所 以 研究 者 更 侧重 于 获得 可 以 得 出 解析 解 的 
门 题 描 述 。 例 如 ,对 线性 状态 空间 模型 的 最 优 控制 研究 ,首先 引入 了 具有 二 次 型 
性 能 指标 的 控制 目标 ,并 推导 出 了 基于 微分 Riccati 方程 的 最 优 控制 的 解 ， 后 来 又 
四 为 这 样 的 微分 方程 难于 求解 , 所 以 化 简 了 问题 的 描述 ,将 二 次 型 最 优 控制 问题 
简化 成 无 限时 间 的 调节 问题 ,将 求解 的 方程 简化 成 代数 Riccati 方程 ,使 得 最 优 调 
了 豆 的 设计 成 为 可 能 。 但 这 样 难免 带 来 新 的 问题 : 首先 将 控制 问题 简化 成 调节 问 
题 ， 丛 趋势 上 能 得 出 好 的 调节 器 , 但 对 于 动态 性 能 的 因素 就 完全 忽略 了 , 这 使 得 系 
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统 求 解 的 问题 发 生 了 变化 。 另 外 , 通过 人 为 引入 加 权 和 矩阵 @@, 尽 ， 这 样 虽然 能 得 出 
数学 上 较 漂 亮 的 状态 反馈 规律 ,但 这 两 个 加 权 和 拖 阵 却 至 今 疫 有 被 广泛 认可 的 选择 
方法 , 这 使 得 系统 的 最 优 准则 带 有 一 定 的 人 为 因素 , 没有 足够 的 客观 性 。 

那么 真正 的 受 控 对 象 到 底 需 要 什么 样 的 “最 优 ” 控制 器 呢 ? 不 同 的 控制 问题 ， 
不 同 的 控制 学 者 和 工程 技术 人 员 可 能 有 不 同 的 观 点 。 现 在 以 跟 踩 控制 问题 为 例 ， 
显然 跟 踩 问题 最 令 人 感 兴趣 的 指标 是 让 跟 踩 误差 义 可 能 小 , 所 以 可 以 围绕 跟踪 误 
差 设 计 最 优 指标 。 假设 跟 踩 误差 为 e( 加 , 则 可 以 定义 出 IS 指标 和 ITAE 指标 


JisE -| e- (tdt，JJirAE -| tje( 世 |dt (5-2-3) 
0 0 


随 看 像 MATLAB 这 样 强 有 力 的 计算 机 语言 与 工具 普及 起 来 之 后 ,很 多 最 优 
控制 问题 可 以 变换 成 一 般 的 最 优化 问题 , 用 数值 最 优化 方法 就 可 以 简单 地 求解 。 
这 样 的 求解 昌 然 疫 有 完美 的 数学 形式 , 但 有 时 还 是 很 实用 的 。 下 面 通过 例子 演示 
依 顿 纯 数值 方法 最 优 控制 器 的 设计 与 应 用 ， 

例 5-21 考虑 受 控 对 象 为 G(s) = ， 斌 为 其 设计 出 一 个 具有 最 小 TSE 准则 的 
最 优 控制 器 。 
求解 可 以 推导 出 系统 的 误差 信号 的 Laplace 变换 式 瑟 (s)， 这 样 IJSE 目标 函数 可 以 改 


] 
G 二 到 


] JU 
7 | 巨 (s) 尼 (一 s)ds (5-2_4) 
je 


2 ， 
而 该 复数 积分 在 文献 |8] 中 有 递 推 荐 法 和 程序 直接 求解 。 对 状态 方程 模型 来 说 ， 还 可 
以 用 相应 Lyapunov 方程 的 求解 方法 解 出 误差 IS 也 准则 的 解析 解 ， 或 采用 Ts。 范 数 的 
形式 来 出 ，MATLAB 的 norm() 通 数 也 可 以 求解 该 值 。 这 里 演示 由 normf() 函数 来 取 
最 优 控制 器 参数 的 方法 。 若 系统 不 稳定 ， 则 norm() 邓 数 将 返回 Inf， 使 得 目标 函数 的 
计 莫 出现 问 题 ， 所 以 这 时 可 以 人 为 地 令 目 标 通 数 的 值 等 于 1000。 根 据 前 面 的 分 析 ， 可 
以 写 出 如 下 的 MATLAB 函数 描述 目标 函数 
function e=c5mopid(x,G,S) 


E=minreal(feedback(1,Gk(x(1)+X(2)VsS+X(3)*s))Vs);i e=norm(E) ， 
if ”~isfinite(e)，e=1000; endad 


其 中 ， 优 化 变量 了 = [天 Ki, 开 a]。 由 下 面 语句 即 可 以 搜索 出 使 得 ISE 准则 最 小 的 控 
制 器 参数 
>> S=tf(S ); G=1/(s+1) ”5; XxXo=[0.5 0.1 0]; 


X=fminunc(e@c5nmopid,x0o,[,G,s) 


得 出 的 结果 为 了 = |1.5375,0.6908,4.6574] 工 亦 即 PID 控制 器 参数 为 天。 = 1.5375, Ki = 


0.6908. Ku = 4.6574。 在 此 控制 器 的 作用 下 ， 闭 环 系统 的 输出 曲线 如 图 5-11 (a) 所 示 ， 
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控制 信号 如 图 5-11 (b) 所 示 。 可 以 看 出 ,输入 信号 在 初始 时 刻 过 大 。 
>> Gc=X(1)+X(2)V/s+x(3)+*S/(0.001*ksS+1);i step(feedbacK(G*xGc ,1)) 
figure;j step(feedback(Gc ,G) ) 


Sep Response Step Response 


Amplitud 
[| 
导 ", 
Amplitude 
| | 
中 
忆 


Timne [sec) TiFne (Sec) 


(a) 闭环 系统 输出 曲线 (b) 控制 信号 
5-11 在 选 定 控制 器 下 系统 的 啊 应 曲线 


由 前 面 的 设计 例子 可 见 ， 可 以 通过 引入 实用 的 目标 函数 ， 然 后 借助 现代 最 新 
计算 机 数学 语言 求解 相应 的 最 优化 问题 ， 得 出 更 有 意义 的 最 优 控制 器 。 然 而 ， 由 
前 面 的 最 优 控制 器 设计 结果 ， 自 然 会 引出 下 面 几 个 问题 : 

最 优 指标 选择 是 否 合 理 : 从 得 出 的 控制 效果 可 见 ,， 输 出 信号 是 基本 上 令 人 
满意 ， 但 是 不 是 存在 更 有 意义 的 最 优 性 指标 ? 如 何 选择 目标 函数 能 得 出 更 
好 的 结果 ? 

@ 如 何 处 理 系 统 中 的 非 线性 : 前 面 例 子 中 计算 目标 函数 是 由 求 Laplace 变 
换 表 达 式 的 71 范 数 而 实现 的 ， 而 该 方法 显然 不 适合 于 非 线性 系统 的 最 优 
控制 器 设计 ,如 果 系 统 中 含有 非 线 性 环节 , 应 该 如 何 处 理 ? 

G) 控制 信号 过 大 不 可 实现 怎么 办 : 由 前 面 例子 中 可 见 ,， 得 出 的 控制 器 信和 号 在 
t 很 微小 时 可 能 过 大 , 实际 系统 中 不 能 接受 这 样 大 的 控制 信号 , 所 以 在 实际 
控制 中 应 该 让 控制 信号 经 过 一 个 饱和 装置 ， 以 确保 该 信号 不 超过 容许 的 范 
围 。 这 样 做 显然 需要 在 系统 中 人 为 引入 非 线 性 现象 。 

综 上 记述 ， 如果 出 现 上 面 任意 一 种 情况 , 用 ft。 范 数 计算 目标 函数 都 是 不 可 
行 的 。 押 以 应 该 探索 和 使 用 其 他 的 最 优 控制 器 设计 方法 ， 比 如 下 面 要 着 重 介 绍 的 
MATLAB/Simujlink 结合 的 设计 方法 。 

例 5-22 仍 考虑 前 面 的 例子 ， 如 果 使 用 ITAE 准则 ,， 且 PID 控制 器 输出 的 信号 满足 
1&(t 划 科 3， 斌 设计 出 相应 的 控制 器 。 

求解 和 1ISB 指标 对 应 于 712 范 数 不 同 ,ITAE 指标 没有 解析 解 方法 ， 只 能 采用 仿真 方 
法 求解 ， 然 而 不 可 能 仿真 到 圭一 oo 时 刻 ， 只 能 进行 有 限时 刻 的 仿真 ， 这 样 就 涉及 到 从 
真 终 止 时 刻 女 的 选择 了 ， 后 面 将 探讨 选择 的 问题 。 
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现在 考虑 控制 器 信号 的 限制 问题 ， 当 然 不 可 能 指望 用 解析 的 方法 保证 其 不 超过 限 
制 ， 最 简单 的 解决 方法 是 在 控制 器 输出 端 加 一 个 饱和 非 线 性 环节 ， 一 旦 计算 出 来 的 控 
制 信 号 超过 限制 ， 则 取 饱 和 值 。 

根据 前 面 的 分 析 ,， 可 以 搭建 起 如 图 5-12 所 示 的 PID 控制 的 Simulink 模型 ， 在 模 
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图 5-12 PID 控制 的 Simnulink 模型 (文件 名 : c5moptpid.md]) 


型 中 除了 常规 的 PID 控制 系统 之 外 ,还 搭建 起 ITAE 积分 ， 其 在 仿真 终止 时 刻 女 的 值 
可 以 定义 为 目标 通 数 ， 饱 和 非 线性 确保 了 控制 信号 不 会 过 大 。 根 据 这 个 模型 可 以 编写 
出 下 面 的 MATLAB 函数 来 描述 目标 函数 


function y=c5optfun(x) 

asSsjlignin('base”，'Kp:,x(1)); assignin(base:，:Ki,x(2))， 
asSignin(base:,:Kd:,X(3)) ; 
Lt,xt,yli]j=sim(:c5mnoptpid.mdl:,[0,30]); y=yi(end) ; 


定义 了 目标 函数 ， 则 可 以 由 下 面 的 语 提 得 出 最 优 的 PID 控制 器 ,输出 信号 的 曲线 
如 图 5-13 (a)] 所 示 ， 其 控制 效果 明显 优 于 基于 ISE 目标 函数 的 控制 器 效果 。 同 时 ， 控 
制 信号 如 图 5-13 (b) 所 示 ， 该 信号 被 严格 控制 到 指定 的 范围 内 。 
>> x0=[0.5 0.1 0] ; x=fminunc(@c5optfun ,x0) 
可 以 通过 可 优 过 程 得 出 最 优 向 量 妈 = [1.3504,0.2645, 1.8667] 工 亦 即 PID 控制 器 参数 
为 Kb 一 1.3504, Ki = 0.2645, 开 。 = 1.8667。 
现在 考虑 不 同 的 女 值 对 最 优 控制 效果 的 影响 ， 可 以 将 目标 函 数 修改 为 


function y=c5optfun1l(x,tf， 

asSsignin( :base:，'KP',x(l)); assignin(:base， ,Ki ,X(2)); 
assignin(base:，:Kd: ,Xx(3)) ; 

[t ,xl1,y1j=sim(:c5moptpida.mdql:,[0,tt]);i y=ylt(end) ; 


对 不 同 的 好 选 值 , 对 应 的 控制 器 参数 和 ITAE 积分 值 可 以 由 下 面 的 语句 得 出 ， 如 
表 5-2 所 示 。 可 见 ， 在 合理 的 范围 内 , 去 的 选择 对 控制 器 设计 影响 不 大 。 
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0 10 15 20 25 30 
(a)] 输出 信和 号 曲线 (Pb) 控制 信号 
5-13 在 新 控制 器 下 系统 的 啊 应 曲线 


>> tf_vec=[15:5:60]; X=D; 
for 寸 硅 =td_Vec ， 
[x,foptj=fminunc(Q@c5optfunl,x,[]j ,tft); X=[X; tf，Xx(:).， fopt]; 


end 
表 5-2 不 同 雪 对 控制 效果 的 比较 
在 i 素 d JTAE 在 下 下 ji 并 d ITA 耳 
15 U.27620 日 .3207 < 0.27228 多 .7 唱 1 
25 0U.26555 9.945 3U0 0.20454 9.984 
35 0.26395 10.008 40 0.26363 10.016 


45 0.26357 10.019 50 0.26351 10.021 





5D5 U.20349 10.021 60 0.20349 10.021 


末 面 分 别 求 出 了 ITAE 准则 和 ISE 准则 下 的 最 优 控制 器 并 比较 了 控制 效果 ， 
从 动态 角度 看 ，ITAE 准则 远 远 优 于 ISE 准则 的 初步 结论 。 因 为 ISE 准则 对 任意 
时 刻 的 误差 信号 都 同等 地 对 待 , 而 ITAE 准则 对 上 较 大 的 误差 有 所 侧重 ， 这 就 是 
为 什么 在 ITAE 准则 下 系统 输出 能 尽快 地 到 达 稳 态 值 的 真正 原因 。 那 为 什么 在 传 
统 文献 中 ISE 的 应 用 更 广泛 呢 ? 主要 是 因为 线性 系统 在 ISE 准则 或 1 准则 下 容 
易 得 出 解析 解 。 现 在 有 了 强大 的 计算 机 和 专用 软件 ,ITAE 这 种 能 得 出 更 客观 最 
优 控制 效果 的 方法 应 该 能 更 广泛 地 应 用 。 

现在 解释 一 下 什么 是 “合理 ” 范围 。 由 于 ITAE 积分 的 被 积 函数 te 人 (| 是 非 
负 的 ,所 以 ITAE 积分 是 递增 的 ， 而 ITAE 积分 值 增 大 到 某 个 值 时 基本 就 不 增加 
了 ,因为 这 时 e 人 一 0。 常 规 的 ITAE 积分 曲线 如 图 5-14 给 出 。 在 得 出 这 样 的 曲 
线 后 , 用 户 可 以 从 中 找 出 一 个 能 使 得 该 遇 线 平稳 的 点 作为 去 值 的 候选 点 。 如 果 蕊 
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> Pu 3 站 


选 得 过 大 , 例如 比 平 稀 处 上 值 大 很 多 倍 ， 则 这 时 系统 暂 态 处 的 动态 性 能 可 能 锌 忽 


格 。 所 以 二 应 坊 选 择 为 平 宦 处 1~2 倍 比 较 理 想 。 


ITAE 积分 


加 加 


图 5-14 JJTAE 积分 曲线 


5.2.6 遍 有 变量 边界 约束 的 最 优化 问题 求解 


前 面 介 绍 的 最 优化 问题 是 纯粹 的 无 约束 最 优化 问题 , 在 实际 应 用 中 ,更 常见 
的 无 约束 最 优化 问题 并 不 完全 是 绝对 的 无 约束 问题 ,通常 优 化 变量 需要 在 指定 的 
范围 内 选 择 , 所 以 这 样 的 问题 一 般 可 以 表示 成 


| TIlill _ 三 ) (5-2-5) 

其 中 ， 记 号 st. 是 类 文 subject to 的 缩写 ,表示 满足 后 面 的 关系 。 所 以 本 式 所 

擂 述 的 问题 是 , z 在 指定 的 范围 内 取 多 少时 能 使 得 目标 函数 取 最 优 值 。 比 如 在 

表面 的 PID 控制 器 设计 中 ,可 以 人 为 地 令 PIT) 参数 均 大 于 零 ， 这 样 就 可 以 用 

Znm = [0,0,0| 来 表示 约束 。 这 样 的 问题 由 fminsearch() 函数 是 不 能 直接 求解 

的 。John D?"Errico 开发 的 fminsearchbnd() 函数 扩展 了 现 有 函数 的 功能 ， 能 直 
接 求解 这 样 的 问题 ”， 该 函数 的 调用 格式 为 
2Z=fnmninsearchbnd(Fun ,zoom ZN) 


Lz,/ ,flag,out]=fminsearchbnd(Fun,zo，zm,zM,opt,Dl, pz) 
如 打上 界 或 下 界 约束 没有 给 出 , 则 可 以 将 其 诊 置 为 空 矩阵 [。 
例 5-23 重新 考虑 例 5-20 中 研究 的 Rosenbhrock 函数 的 最 优化 问题 。 显 然 ，7zZ] 三 
z2 二 工 是 该 问题 的 最 优 解 。 如 果 21 和 za 的 允许 区 间 不 是 整个 区 间 ， 而 只 克 许 
TeEt24)，xza2 6E (3;6)， 试 得 出 满足 要 求 的 最 优 解 。 


四 地 址 : http://www,mathworks .com/matlabcent ral/ 了 fileexchange/loadFile.do?object 
Td=53277&objectType=file。 
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求解 根据 zi,zz 的 范围 ， 可 以 直接 得 出 zm = [2,31,zM = [461I， 这 样 调 用 
fminsearchbnda() 函数 则 可 以 得 出 在 容许 范围 内 的 最 优 解 
>> f=C@(Cx) L100*(xX(2)-XCL) 2) ”2+(1-X(1)) 21 xmn=[2,3]; xM=[4,61 ; 
X=fminsearchbndktt , [0 ,0]j ,xm ,XxM) 
得 出 的 解 为 避 二 [2,3.9999996]11。 


现在 考虑 线性 系统 烙 - 范 数 的 计算 问题 。 第 3 章 兽 经 介绍 过 ， 如 果 线 性 系统 
由 状态 方程 (4,,C 万 ) 给 出 , 则 歼 。 欧 数 可 以 由 现成 函数 norm() 计算 出 来 ， 
该 算法 采用 二 分 法 求解 相应 的 最 优化 问题 。 届 在 以 该 问题 为 背景 介绍 基于 无 约束 
最 优化 技术 在 范 数 计算 中 的 应 用 。 计 算 凡 。 范 数 基于 下 述 的 定理 罗 : 

给 定 一 个 正 数 y > 0, 当 且 仅 当 Hamilton 和 阵 


4 十 万 天 -DTIC 一 吾 尼 -: 瑟 : 

人 C (十 万民 -DC 一 (4 二 玉 玉 -1DICI)T 26) 
没有 纯 虚 数 的 特征 值 ， 则 不 等 式 1JGI。 < 7 成 立 , 其 中 尽 == 2 -DTD > 0。 

根据 这 个 定理 就 可 以 通过 最 优化 的 方法 求 出 最 大 的 7 值 ， 也 就 是 最 小 的 -> 
值 。 假设 求 解 变量 ?7 为 输入 变量 ,，--7 为 目标 函数 ，4, 已 , C, 万 为 附加 变量 。 若 上 
面 的 不 等 式 不 成 立 ， 则 可 以 人 为 地 将 目标 函数 设置 为 100, 这 样 可 以 编写 出 下 面 
的 目标 函数 

function y=hinf_ineq(Cgam,A,B,C,D) 

y=-gEam; I=eye(size(D*D 7?)); R=gam ”2*+rT-D:*D; 1iR=inv(R) ; 

H= [A+B*+iR*D7*C，-B*riR*B，; C2*r(I+DykiRxD:)*C，-(A+BkiR+rD:*C) ?] ， 

if all\abs(real(eig(H)))>1e-8) | any(real(eig(R))<=0) ，y=100; end 


由 于 前 提 是 7 > 0, 所 以 特别 需要 fmjinsearchbnd() 函数 来 求解 问题 。 
例 5-24 假设 系统 的 模型 如 下 ， 试 求 出 其 TV。 范 数 。 


-4 -3 0 -1 0 
-3 -7 0 -3 -4 

4=|0 0 .1 了 了 |,B=|> | c=floo04olD=0 
-1 -3 -1 -10 5 


求解 调用 norm() 函数 ， 可 以 得 出 1。 范 数 为 0.4639。 调 用 最 优化 求解 的 方法 也 能 得 
出 同样 的 结果 。 注 意 ， 初 值 应 该 选择 一 个 尽 可 能 小 的 正 数 。 
>> A=[-4,-3,0,-1; -3,-7,0,-3; 0,0,-13 ,-1; -1,-3,-t,-10] ， 
B=[0; -4; 2; 5]; C=[0,0,4,0]; D=0; normn(ss(A,B,C,D)) 
x=fminsearchbnd(ohinf_inedq,1e-5,0,100,[] ,A,B,C,D) 
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5.3 ”有 约束 最 优化 问题 的 计算 机 求解 
有 约束 最 优化 问题 的 一 般 描述 为 


| Di 大 (了 ) (5-3-1 ) 
其 中 , 2 = [Za 72… Za。 该 数学 表示 的 含义 为 求 取 一 组 z 向 量 ， 使 得 在 满足 
约束 条 件 lz) 系 0 的 前 提 下 能 够 使 月 标 函 数 Az) 最 小 化 。 在 实际 遇 到 的 最 优化 
问题 中 , 有 时 约束 条 件 可 能 是 很 复杂 的 , 它 既 可 以 是 等 式 约 束 , 也 可 以 是 不 等 式 约 
束 ， 既 可 以 是 线性 的 ， 也 可 能 是 非 线性 的 , 有 时 甚至 是 不 能 用 纯 数 学 函数 来 描述 。 
本 蔬 首 先 给 出 可 行 解 区 域 的 概念 ， 然 后 介绍 几 种 成 型 的 有 约束 最 优化 问题 的 
求解 方法 ,包括 线性 规划 问题 求解 方法 、 二 次 型 规划 问题 求解 方法 和 一 般 非 线性 
规划 问题 的 求解 方法 ,并 介绍 有 约束 最 优化 问题 在 最 优 控制 器 设计 中 的 应 用 。 


5.3.1 约束 条 件 与 可 行 解 区 域 


满足 约束 条 件 Gltz) 系 0 的 z 范围 称 为 可 行 解 区 域 (feasible region)。 下 面 
通过 例子 泗 示 二 元 问题 的 可 行 解 范围 与 图 解 结果 。 
例 5-25 考虑 下 面 二 元 最 优化 问题 的 求解 ， 试 用 图 解 方法 对 该 问题 进行 研究 。 


1TiaX (一 z1 一 Za] 
9>z1 十 73 
吧 S、 
区 十 实 2 六 


求解 由 约束 条 件 可 见 ， 若 在 [一 3,3] 区 间 选 择 网 格 ， 则 可 以 得 出 无 约束 时 目标 函 数 的 
三 维 图 形 数据 。 可 以 用 下 面 的 语句 获得 这 些 数据 。 

>> [xl1,x2]=meshgrid(-3:.1:3); % 生成 网 格 型 矩阵 

Z=-XTL1 .2-X2; % 计算 出 答 阵 上 各 点 的 高 度 

引入 了 约束 条 件 ， 则 在 图 形 上 需要 将 约束 条 件 以 外 的 点 剔除 掉 。 在 MATLAB 绘 
图 技术 中 有 一 个 技巧 是 找 出 这 些 点 的 横 级 坐标 值 ， 将 其 函数 值 设 置 成 不 定式 NaN 即 
可 。 这 样 可 以 使 用 如 下 的 语句 进行 求解 。 

>> i=find(xl. “2+X2. “2>9); z(i)=NaNi / 将 2Z+z2>9 点 设置 成 NaN 


i=findq(xi+x2>1); Z(i)=NaN;i 兴 将 Zi+zra>1l 点 的 函数 值 设 置 为 NaN 


Surf (xl,x2,z); Shading interp; 
该 语 旬 可 以 直接 绘制 出 如 图 5-15 (a) 所 示 的 三 维 图 形 ， 若 想 从 上 向 下 观察 该 图 
形 ， 则 可 以 使 用 view(0,90) 命令 ， 这 样 可 以 得 出 如 图 5-15 (b) 所 示 的 二 维 投影 图 。 
图 形 上 的 区 域 为 相应 最 优化 问题 的 可 行 区 域 ， 即 满足 约束 条 件 的 区 域 。 该 区 域内 
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对 应 目标 函数 的 最 大 值 就 是 原 问 题 的 解 ， 故 从 图 形 可 以 直接 得 出 结论 ， 问 题 的 解 为 
Zl 一 0,zo 一 一 3 用 max(z(:)) 可 以 得 出 最 大 值 为 3。 





和 _ 7 
(a) 可 行 区 域 的 三 维 图 形 绘制 (b) 可 行 区 域 
5-15 二 维 最 优化 问题 的 图 解法 


对 于 一 般 的 一 元 问题 和 二 元 问题 , 可 以 用 图 解法 直接 得 出 问题 的 最 优 解 。 但 
对 于 一 般 的 多 元 问题 和 较 复杂 的 问题 , 则 不 适合 用 图 解法 求解 ， 而 只 能 用 数值 解 
的 方法 进行 求解 ,， 也 没有 检验 全 局 最 优 性 的 方法 . 


5.3.2 ”线性 规划 问题 的 计算 机 求解 


线性 规划 问题 是 一 类 特殊 的 问题 ， 也 是 最 简单 的 有 约束 最 优化 问题 。 在 线性 
规划 中 ,目标 函数 和 约束 函数 都 是 线性 的 ,其 整个 问题 的 数学 描述 为 


min 于 光 (5-3-2) 
4zr 蕊 歼 
和 :二 泡 。 4ear 一 已 ea 


Tm 么 卫 入 了 EM 


为 描述 原 问 题 的 方便 及 求解 的 高 效 性 起 见 ， 这 里 的 约束 条 件 已 经 进一步 细 化 
为 线性 等 式 约 柬 4eurz = 瑟 。。 线性 不 等 式 约 束 4z 冬 互 , z 变量 的 上 界 向 量 zM 
和 下 界 回 量 zw， 使 得 zu 过 立志 zw。 

对 不 等 式 约束 来 说 ， MATLAB 定义 的 标准 型 是 “和 ”关系 式 。 如 果 约 束 条 件 
中 茶 个 式 子 是 “>” 关 系 式 ， 则 在 不 等 号 两 边 同 时 乘 以 -1 就 可 以 转换 成 “和 ” 关 
系 式 了 。 

线性 规划 是 一 类 最 简单 的 有 约束 最 优化 问题 , 求解 线性 规划 问题 有 多 种 算 
法 。 其 中 , 单纯 形 法 是 最 有 效 的 一 种 方法 , MATLAEB 的 最 优化 工具 箱 中 实现 了 该 
算法 ,提供 了 求解 线性 规划 问题 的 1inprog() 函数 。 该 函数 的 调用 格式 为 

[z ,jpt,flag,c]=linprog( ,4 ,号 , 4 ,了 ecmn,zM,zo,0PT,Dpl ,pz，…) 


其 中 , 帮 4, 互 , 4 Bu, zm, zw 与 前 面 约束 与 目标 函数 公式 中 的 记号 是 完全 一 
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致 的 ，zo 为 初始 搜索 点 。 各 个 矩阵 约束 如 果 不 存 在 , 则 应 该 用 空 窍 阵 来 占 位 。0PT 
为 控制 选项 ,该 函数 还 允许 使 用 附加 参数 加 ,ps.…… 。 最 优化 运 得 完成 后 ,结果 将 
在 变量 z 中 返回 ， 最 优化 的 上 月 标 函 数 将 在 六 ， 变量 中 返回 。 我们 将 通过 和 正面 的 例 
子 来 演示 线性 规划 的 求解 问题 ， 
例 5-26 试 求解 下 面 的 线性 规划 问题 。 
| ( -271 一 2a 一 473 一 374 一 5] 


1 十 人 7T2 十 呆 3 -人 65 入口 世 


1 . 补 宫 .3 之 本 .人 了 和 人 7 了 .rp 


求解 从 给 出 的 式 子 可 以 看 出 ， 其 目标 函数 可 以 用 系数 向 量 了 =-|-2.-1,- 二 一 3. -1 
表示 ,不 等 式 约 束 有 两 个 ， 即 
2 1 41 2 54 
4 ;= 
男 外 ， 由 于 没有 等 式 约 束 ， 故 可 以 定义 4 和 殖 。, 为 空 矩 阵 。 由 给 出 的 数学 问题 还 可 
以 看 出 ，2 的 下 界 可 以 定义 为 zm = [0.0.3.32.0.678,2.57| ， 且 对 上 界 没 有 限制 ， 故 可 
以 将 其 写成 空 矩 阵 。 由 前 面 的 分 析 ， 可 以 给 出 如 下 的 MATLAB 命令 来 求解 线性 规划 
问题 ， 并 立即 得 出 结果 。 
>> f=-fl2 1431:;， A=[02142: 345 -1 -人 菇 ; 
B=[54; 62j;，Ae=[j; Be=[j; xmn=|0,0,3.32,0.678,2.57] ; 
Tt=OPtimseti tf.IolxXx=le-l15; ft+.TIolrun=le-20;j ff.TolCon=1te-20; 
Lx,f_opt,key,cj=l1inprogtf,A,B,Ae,Be,xm,[] ,中 ,了 tf) 
最 优化 问 题 的 解 为 三 |19.785,0,3.32.11.385.2.57] ， 最 优 值 为 -89.575。 从 列 出 的 
结果 看 ， 由 于 key 值 为 1， 故 求解 是 成 功 的 。 以 上 只 用 了 5 步 就 得 出 了 线性 规划 问题 的 
解 ， 可 见 求解 程序 功能 是 很 强大 的 ， 可 以 很 容易 得 出 线性 规划 问题 的 解 。 
例 5-27 考虑 下 面 的 线性 规划 问题 ， 试 用 MATLAB 的 最 优化 工具 箱 求解 此 问题 。 


IaX | _ 150zs 上 二 rs -6ma| 
Tiy14 一 607ra -3750 十 gr 挟 0 - D0 
灾 号 必 ， 一 X1 /2 十 90z2 十 工 5 /5 和 一 47 之 提 
袜 导 个 下 T1 之 一 5.TamZ 一 5 人 一.T4 2 


求解 原 问 题 中 应 该 求解 的 是 最 大 值 问题 ， 所 以 需要 首先 将 之 转换 成 最 小 化 问题 ， 即 
将 原 目标 函数 乘 以 -1， 则 目标 函数 将 改写 成 .37i/4 + 150ra - z3/50 + 6z4。 套 用 线 
性 规划 的 格式 可 以 得 出 了 -向量 为 [|-31/4.150. -17150,6]。 

再 分 析 约 束 条 件 ， 可 见 ， 由 最 后 一 条 可 以 写成 局 -5， 所 以 可 确定 自 变 量 
的 最 小 值 向 量 为 Zrm=[--5;-5; 一 5; 一 5]。 类 似 地 ， 还 能 写 出 自 变 量 的 最 大 值 向 量 为 
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zM=[Inf;Inf;1;Inf]， 其 中 Inf 表示 十 oo。 约 束 条 件 的 前 两 条 均 为 不 等 式 约 束 ， 其 
中 第 2 条 为 之 表示 ， 需 要 将 两 端 均 乘 以 -1， 转 换 成 乞 不等式 ， 这样 可 以 写 出 不 等 式 


约束 为 
|174 =-60 -17/50 9 10 
4 |172 一 90 一 1750 | = 上 
由 于 原 问 题 中 没有 等 式 约 束 ， 故 应 该 令 4e=[] ， 互 .=[。 最 终 可 以 输入 如 下 的 命令 
来 求解 此 最 优化 问题 ， 得 出 原 问 题 的 最 优 解 ， 
>> f=[-3/4,150,-1/50,6]; Aeq= 口 ; Beq=[] ; 
A=[1/4,-60,-1/50,9; 1/2,-90,-17/50,3] ，B= [0.;0] : 
xm=[-5;-5;-5;-5]; xM=[Inf;Inf;1;Inf];i ff=optimset |; 
tif.IolXx=1le~15; if .TolFun=le-20; TolCon=1le-20; tf .DiSPJIay= ?iter'， ; 
[x,f_opt,key,cj=linprog(f,A,B,Aeq,Beq,xm,xM, [0;0;0;0] ,ff) 
可 见 , 经 过 10 落 迁 代 , 就 能 以 很 高 精度 得 出 原 问 题 的 最 优 解 为 了 一 [一 5, 一 0.1947,1, -5]I， 
目标 邓 数 的 最 优 值 为 一 55.47。 
例 5-28 在 一 些 研究 领域 中 经 常 遇 到 下 面 类 型 的 线性 规划 问题 ， 自 变量 不 是 前 面 介绍 
的 单 下 标的 ， 而 是 双 下 标 或 多 重 下 标的 ， 试 来 解 这 样 的 线性 规划 问题 。 


Inlnn 2800(UZ1l 十 21 十 31 十 41 十 4500(712 十 Zoo 十 32| 十 6000(z13 十 T23) 十 874300714 
Ti11 十 灾 12 十 Z13 十 人 14 之 15 
T12 十 Z13 十 Z14 十 Z21 十 Z22 十 23 之 10 
Z st. zl13 十 Zi14 十 22 十 mr23 十 Z3l 十 Z32 字 20 
Zr14 十 ZY23 十 32 十 了 41 之 12 
zij 0、(i 一 1,2,3,4.7 一 1.2,.3,4 


求解 这 样 的 问题 显然 不 能 直接 用 前 面 介绍 的 方法 直接 求解 ， 而 应 该 首先 将 原 问 题 
转换 成 单 下 标 自 变量 的 最 优化 问题 。 为 做 这 样 的 转换 ， 应 该 重新 选 定 变量 ， 例 如 令 
1 二 YY2 一 炎 l2 3 二 Yi3 24 一 YI14.75 一 Ta2l76 一 To22,77 一 Ta23,7T8 一 Ta3l,zg 一 


Z32,210 二 Z41， 这 样 可 以 将 原 问 题 改 写成 


min 2800(zl 十 25 十 2Z8 十 Z10) 十 4500(zo 十 Z6 十 Z9) 十 6000(za + zr) 十 7300z， 
一 (mL 十 Z2 十 23 十 Z4) 委 一 15 
一 (7Z2 十 了 3 十 Z3 十 Z5 十 Z6 十 Z7)j 所 一 10 
了 立 3 一 (YY3 十 Z4 十 Z6 十 Z7 十 了 8 十 To9) 所 一 20 
一 074 十 了 7 十 Z9 十 10) 乏 一 12 
zi0,i1.2 .12 


这 样 就 可 以 用 下 面 的 语句 解 出 问题 的 最 优 解 。 
>> =2800*[1 0001001410 切 +4500+r[0100010010]+.. 
6000*[0010001000]+r7300r[0001000000]; 


5.3 .有 约 素 最 优化 问题 的 计算 机 求解 253 
A=-[t111000000:0174+111411000; 
0011011110;000100101 1:; 

B=-[15; 10; 20; 12]; xmn=[0000000000]; Aeq=[]; Beq=D; 
x=1inprog(ft,A,B,Aeq,Beq,xm) 

得 出 2 = [4.2069,0,0,10.7931, 0,0, 0,8,1.2069, 0.0000]。 将 得 出 的 结果 再 反 代 回 双 下 

标 自 变量 ， 则 可 见 Zil = 4.2069， zi4 = 10.7931，xza3l = 8， zs 一 1.2069， 其 余 的 自 变 

量 均 为 0。 


5.3.3 ”二 次 型 规划 的 求解 


二 钦 型 规划 问题 是 尹 一 种 御 单 的 有 约束 最 优化 问题 ,其 目标 函数 为 z 的 二 次 
型 形式 ,约束 条 件 仍 然 为 线性 不 定式 约束 。- 一 般 二 次 型 规划 问题 的 数学 表示 为 


] 
IT1IDD (ia 十 户 =) (5-3-3) 
mm 芝 吾 
芷 S. ea 一 吾 。u 


mn 斥 全 入 立 M 


和 线性 规划 问题 相 比 ， 二 次 型 规划 目标 函数 中 多 了 -.- 个 二 次 项 zT 末 zz 来 
描述 zz 和 zizi 项 。MATLAB 的 最 优化 工具 箱 提供 了 求解 二 次 型 规划 问题 的 
quadprog() 图 数 ， 了 该 图 数 的 调用 格式 为 

[rr ,jnt ,flag,cj =quadprog( 2 ,了 ,4 ,已 ,4 ,PPe In 吧 M 人 ,UPT , 妨 1 人 2 ) 
其 中 , 函数 调用 时 , 五 为 二 次 型 规划 目标 函数 中 的 五 矩阵 ,其余 各 个 变量 与 线性 
规划 函数 调用 的 完全 一 致 。 

例 5-29 斌 求解 下 面 的 四 元 二 次 型 规划 问题 。 
mi [和 
T1 十 zz2 十 zT3 十 Z4 挟 5 


371 十 372 十 2734 十 Q4 科 开 0 
Z1,72;73;24 之 0 


求解 首先 应 该 将 原始 问题 写成 二 次 型 规划 的 模式 。 展 开 目 标 函数 得 
二 一 21 一 2z1 十 1 二 22 一 4z2 十 4 二 3- 6rs 十 9 二 22 一 8z4 十 16 


一 71 十 7T3 十 5 十 ZX4 一 271 一 4zo 一 bra 一 3 十 40 


因为 目标 函数 中 的 常数 对 最 优化 结果 没有 影响 ， 所 以 可 以 放心 地 略 去 。 这 样 就 可 
以 将 二 次 型 规划 标准 型 中 的 五 和 天 阵 入: 向 量 写 为 


囊 = diag([2,2,2,2])， 丰 = [一 2 一 4 一 6, 一 8] 


从 而 可 以 给 出 下 列 MATILAB 命令 来 求解 二 次 型 最 优化 问题 。 
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>> f=[-2,-4,-6,-8j; H=diagkt2,2,2,2]) 
0PT=optimset; 0PT.LargeScale='off'; % 不 使 用 大 规模 问题 算法 
A=[l,1,1,1; 3,3,2,1]j; B=[5;10];，Aeq=[ Beq=U; xmn=zeros(4,1) | 
[x,f_optj=quadprog(4H,f,A,B,Aeq,Bed,xmn, HI,U ,OPT) 
得 出 的 最 优 解 为 @ = |0,0.6667,1.6667.2.6667]- ， 最 优 值 为 -23.6667。 
套用 二 次 型 规划 标准 型 时 ， 一 定 要 注意 百 和 矩阵 的 生成 ,因为 在 式 (5-3-3) 中 有 一 
个 1/2 项 ,所 以 在 本 例 中 ,好 天 阵 对 角 元 素 是 2， 而 不 是 1。 另 外 ,这 里 得 出 的 目标 函 
数 实 际 上 不 是 原始 问题 中 的 最 优 函 数 ， 因 为 人 为 地 除去 了 常数 项 。 将 得 出 的 结果 再 补 
上 已 经 除去 了 的 常数 项 ， 则 可 以 求 出 原 问 题目 标 邓 数 的 值 为 6.3333。 


5.3.4 一般 非 线性 规划 问题 的 求解 
有 约 训 非 线性 最 优化 问题 的 一 般 描 述 为 


main 三 2 ) (5-3-4) 


mm st Cl(z) 生 DO 


其 中 ,zz = [zisza  … ,zjT。 为 求解 方便 , 约束 条 件 还 可 以 进一步 细 化 为 线性 等 
式 约束 、 线 性 不 等 式 约束 、z 变量 的 上 下 界 向 量 , 还 允许 一 般 非 线性 函数 的 等 式 
和 不 等 式 约束 ， 这 时 原 规划 问题 可 以 改写 成 


Iain 三 2 (5-3-5) 
抽 汪 所 吾 
各 :4:= 本 | 


SS 了 PPm 入 字 入 如 M 


MATLAB 节 优 化 工具 箱 中 提供 了 -一 个 fmincon() 函数 , 专门 用 于 求解 各 种 
约束 下 的 最 优化 问题 。 该 函数 的 调用 格式 为 


Lr ,jopt ,flag,cj=fmincon(F,z0,4 ,万 ,4 , 瑟 sozpm,zM,CE,OPT,pl po ) 


其 中 , 为 给 目标 函数 写 的 M 函数 或 匿名 函数 ,zu 为 初始 搜索 点 。 各 个 矩阵 约束 
如 宁 不 存在 ,， 则 应 该 用 空 矩 阵 来 占 位 。CF 为 给 非 线 性 约束 函数 写 的 M 函数 ，0PT 
为 控制 选项 。 最 优化 运算 完成 后 ,结果 将 在 变量 z 中 返回 ,最 优化 的 目标 函数 将 
在 js 变量 中 返回 。 和 其 他 优化 函数 一 样 ,选项 OPT 有 时 是 很 重要 的 。 输 入 变 
量 CF_-0PT 为 约束 条 件 对 应 的 文件 名 ,由 于 该 文件 需要 返回 两 个 量 ， 所 以 不 能 用 
inline() 函数 和 医 名 函数 来 描述 ， 只 能 编写 M- 函 数 表 示 约 束 条 件 。 
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晤 司 和 


例 5-30 试 求解 下 面 的 有 约束 最 优化 问题 。 


于 个 ， 本。 轩 
DiliD 1000 一 叶 一 272 一 23 一 1Z2 一 lz3 | 
Z]1 二 TIT2 二 Z3 一 25 一 0 
吧 St， 8 1 十 1472 十 7Ta 一 56 一 避 


业 ] 了 部 之 品 


求解 分 析 给 出 的 最 优化 问题 可 以 发 现 ， 约 束 条 件 中 含有 非 线性 不 等 式 ， 故 而 不 能 使 
用 二 次 型 规划 的 方式 求解 ， 必 须 用 非 线 性 规划 的 方式 来 求解 。 根 据 给 出 的 问题 可 以 直 
接 写 出 目标 也 数 为 

>> f=@(x)[1000-Xx(C1) ”2-2+X(2) ”2-X(03) -2-X(1)*X(2)-X(C1)*x(3)] ; 
同时 ， 给 出 的 两 个 约束 条 件 均 为 等 式 约束 ， 所 以 应 该 写 出 非 线性 约束 函数 为 


function [c,ceqj=optcondl(Xy) 
ceq= [x(1)*X(1)+XK2)*#Xx(2)+X(3)*x(3)-25; 8+rx(1)+14*+*x(2)+7*x(3)-56] ; 
c=|] ; 


非 线性 约束 函数 返回 变量 分 为 c 和 ceq 两 个 量 ， 其 中 ， 前 者 为 不 等 式 约 束 的 数学 
描述 ， 后 者 为 非 线性 等 式 约 束 ,如 果 某 个 约束 不 存在 ,， 则 应 该 将 其 值 冉 为 空 矩阵 。 这 样 
的 约束 子 数 处 理 比 早期 版 本 的 工具 箱 中 处 理 更 方便 、 规 范 。 

描述 了 给 出 的 非 线性 等 式 约束 后 ， 则 从， 瑟 , 4。。, 瑟 。 都 将 为 空 乱 阵 了 。 另 外 ,应 
该 给 出 搜索 初 值 向 量 zm = [0,0,0] ， 因 此 ， 可 以 调用 fmincon() 函数 求解 此 约束 最 
优化 问题 。 

>> 二 f=optlimset; tf.LargeScale=?coff'; ff.Display= ?iter，; 

tt.IoJFun=le-30; ft,TolX=le-15; ff.TolCon=le-20， 

x0o=[L1;1;1j;， xm=[0;0;0]; xM=[ 丫 : A=[]; B= 口 ; Aeq= 口 ; Beq=[]; 

Lx,f_opt,c,d]j=fmincon(Cft ,x0,A,B,Aeq,Beq,xm,xM,G@optcont ,ff) 
从 而 搜索 出 最 优 解 为 @ = [3.5121,0.2170,3.5522]T， 最 优 值 为 961.7152。 

考虑 到 第 2 个 约束 条 件 实际 上 是 线性 等 式 约 束 ， 所 以 能 将 其 从 非 线性 约束 函数 中 
除去 ， 故 可 以 将 非 线 性 约束 函数 进一步 简化 为 

function [c,ceq]=optcon2(x) 

ceq=X(1TJ)*#Xx(1)+XC2)*x(2)+X(3)*xx(3)-25; c=[] ; 


线性 等 式 约 束 可 以 由 相应 的 短 阵 定义 出 来 ， 这 时 可 以 用 下 面 的 命令 求解 原始 的 最 
优化 问题 ， 且 可 以 得 出 和 前 面 完全 一 致 的 结果 : 
>> Xo=[Ll1;i1l;1]; Aeq=[8,14,7] ; Beq=56; 
[x,f_opt,c,d]=fmincon(f,x0,A,B,Aeq,Beq,xm,xM,G@optcon2,ff) 
例 5-31 考虑 例 5-30 中 给 出 的 最 优化 问题 ， 试 利用 梯度 求解 最 优化 问题 ， 并 比较 和 原 
例子 中 所 用 方法 的 优 劣 。 
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求解 由 给 出 的 目标 函数 FIZ) 可 以 立即 求 出 下 面 的 梯度 函数 (或 Jocobi 答 阵 )。 
>> SYS XTL X2 X3;i 夺 =1000-XT*X1 一 了 本 入 2 流 了 一 X 己 汪 广 Q 一 和 代 水 X2 一 广 芋 炎 X3 ; 
J=jacobiantf , [xl ,X2,Xx3j] ) 
得 出 的 Jacobi 和 姓 阵 可 以 写成 


| 本 


-| 站 ,站 ,站 


一 472 一 峭 ] 
一 2X3 一 了 1 


有 了 梯度 ， 则 可 以 重新 改写 目标 阴 数 为 


function [y,Gy]=fun2(X) 
y=1000-X(T)#X(1) -2+*X(2)+X(2)-X(3)+X(3)-X(C1)*x(2)-X(Ct)Xx(3) ; 
Gy=-[L2*x(1)+X(2)+X(3); 4*x(2)+XCL);i 2*+x(3)+Xx(1)]:; 


其 中 ,Gy 表示 目标 函数 的 梯度 向 量 。 再 调用 最 优化 求解 函数 将 得 出 下 面 的 结果 : 
>> Xx0O=[1;1;1];， xmn=[0;0;0]; xM=[D; A= 口 ; B= 口 ; Aeq=[] ; Beq=[]; 

tt=optimset;i ff.Grad0bj=:on?; ff.LargeScale=:off:; 

if .TolFun=le-30; ff.TolX=te-15; ff.TolCon=le-20:; 

[x,f_opt,c,d]=fmincon(Gfun2,x0,A,B,Aeq,Beq,xm,xM,Qoptconl1 ,ft); 
得 出 最 优化 问题 的 解 为 了 = [3.5121,0.2170.3.5522]TI， 目 标 函 数 的 最 优 值 为 961.7152。 
可 见 ， 著 已 知 目标 函数 的 偏 导 数 ， 则 仅 需 86 步 目 标 函 数 的 调用 就 求 出 原 问 题 的 解 ， 比 
前 面 需要 的 步 数 (113 步 ) 明显 减少 。 但 考虑 求 取 和 编写 梯度 函数 所 需 的 时 间 ， 实 际 需 
要 的 时 间 可 能 更 多 。 注 意 ， 若 已 知 梯度 函数 ， 则 应 该 将 Grad0bj 选项 设置 成 :on:， 否 
则 不 能 识别 该 梯度 。 


5.3.5 “有 约束 最 优化 问题 在 最 优 控制 中 的 应 用 


如 全 能 获得 系统 的 仿真 数据 , 则 可 以 由 这 些 数据 定义 出 重要 的 实用 约束 条 件 ， 
伏 后 利用 有 约束 最 优化 问题 的 求解 ,将 满足 约束 条 件 的 最 优 控制 器 设计 出 来 。 例 
如 ,可 以 指定 系统 的 超 调 量 作为 指标 ， 可 以 用 fmincon() 得 出 最 优化 问题 的 解 。 
当然 ,也 可 以 设置 其 他 的 约束 条 件 。 


-0.2s 十 ]) (+ 
(十 二 


G 一 $ 
S 十 1 





例 5-32 考虑 受 控 对 象 G(s) = ,并 期 望 | 区 | 入 1， 超 调 量 
0 冬 3M， 试 设计 出 最 优 PID 控制 器 。 

求解 这 样 的 受 控 对 象 模 型 用 普通 PID 控制 器 整定 方法 00 是 很 难 控制 的 。 由 给 出 的 
爱 控 对 象 模型 可 见 ， 该 模型 可 以 重新 写成 G(s) = (+ < 下 其 中 括号 
及 部 的 部 分 可 以 认为 是 两 个 子 模型 的 并 联 ， 而 括号 内 部 的 模型 和 后 面 的 模型 是 串联 连 
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和 


接 。 这 样 可 以 构造 出 如 图 5-16 所 示 的 PID 控制 仿真 模型 。 选 择 仿真 终止 时 间 二 = 10， 
则 可 以 建立 起 本 问题 的 目标 函数 。 











Seopel 
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图 5-16 PID 控制 的 Simulink 模型 (文件 名 : c5mopta.md]) 


function y=c5optfun2(x) 

assignin(base:,，'KP,Xx(1)); assignin(?base， ,Ki，,x(2)); 
asSSigmnintbase，”，'Kd: ,xx(3) ) :; 
[t,xl,yl]j=sim(:c5mopta.mdl1:, [0,25]) | y=yl(end ,1) ; 


这 样 ， 由 前 面 分 绍 的 无 约束 最 优化 方法 可 以 得 出 最 优 控制 器 ，Gl1(s) = 1.1646 十 
并 可 以 得 出 如 图 开 17 (a) 所 示 的 阶 跌 响 应 曲线 。 由 得 出 的 控制 效 
果 看 ， 这 样 的 输出 信号 超 调 量 过 大 ,超过 20BX。 

>> X0=[0.5 0.1 0] ; x=fminunc(@c5optfun2 ,x0) 

如 果 想 减 小 超 调 量 ， 使 其 满足 要 求 的 和 3 只 ， 可 以 引入 如 下 的 MATLAB 虽 数 
描述 约束 


function [c,ce]j=c5optcon2(x) 
ce= | ] ; [t,xl,yl]=sim(:c5mopta.mdl1:,，[0,25]) ， C=max(yl(: ,2))-1.03， 





这样 ， 由 下 面 的 语句 可 以 设计 出 满足 约束 条 件 的 PID 控制 器 Gofs) = 0.5175 十 
0.1910 0.1028 
5 一 十 0 下 T。 在 新 的 控制 器 下 ,系统 的 闭环 阶 跃 响应 曲线 如 围 5.17 (b) 所 示 。 
可 见 ， 在 新 控制 器 的 作用 下 ,， 超 调 量 满足 要 求 , 但 系统 响应 速度 稍 有 减 慢 。 其 实 进一步 
观 紧 由 了 ID 控制 器 给 出 的 控制 信号 看 ， 由 新 控制 器 产生 的 控制 信号 更 好 些 。 
>> xo=[0.5 0.1 0]; A=[]; B= 口 ; Ae=[]; Be=[]; xmnmn=[0:0;0]. XxM=[] ; 
x=fmincon(@c5optfun2,x0,A,B,Ae,Be,xm,xM,Gc5optcon2) 
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Ca 无 约束 最 优 解 (b) 有 约束 最 优 解 
图 5-17 闭环 系统 的 阶 跃 响应 和 控制 信和 号 


5.4 混 人 台 整 数 规划 问题 的 计算 机 求解 


在 很 多 应 用 领域 中 ,最 优化 问题 的 要 求 除了 前 面 的 满足 约束 条 件 的 规则 外 ， 
还 再 要 使 得 全 部 和 部 分 自 变量 取 整 数 ,这 类 问题 又 称 为 整数 规划 。 其 中 ， 要 求全 
部 目 变 量 均 为 整数 的 最 优化 问题 又 称 为 纯 整 数 规划 问题 ， 部 分 自 变量 要 求 为 整数 
的 最 优化 问题 又 称 为 混合 整数 规划 的 问题 。 还 有 一 类 最 优化 问题 ， 要 求 自 变量 只 
能 是 0 或 1, 这 类 规划 问题 又 称 为 0-1 规划 问题 。 整 数 规划 当然 又 分 为 线性 整数 规 
划 问 题 和 非 线 性 整数 规划 问题 。 


5.4.1 整数 线性 规划 问题 的 求解 
整数 线性 规划 的 一 般 数 学 描述 为 


必 S 


min 六 (5-4-1) 
7z 挟 五 
凡人 一 瑟 .。 
并 ln 太 卫 态 了 Mi 


他 为 整数 


其 中 了 他 为 变量 z 的 子 集 。 如 果 已 知 自 变量 所 在 的 区 间 , 则 理论 上 可 以 考虑 用 穷 举 
方法 列举 出 区 间 内 所 有 的 变量 组 合 ,逐个 判定 约束 条 件 是 否 满 足 ， 从 满足 的 组 合 
中 逐个 求 取 函 数 的 值 并 排序 , 由 其 最 小 值 的 对 应 关系 可 以 简单 地 求解 所 需 的 自 变 
量 值 。 这 个 方法 看 似 简单 、 直观, 但 对 稍微 多 些 自 变量 的 情形 是 不 可 行 的 ， 因 为 这 
时 计算 量 为 天 文 数 字 。 相 应 的 数学 问题 又 称 为 NP 难 (non-polynomial hard) 问 
题 ， 故 努 举 方法 只 适合 于 极 有 限 的 小 规模 问题 。 

MATILAB 目 身 没有 提供 整数 线性 规划 的 函数 ,但 可 以 使 用 荷兰 FEindhoven 
科技 大 学 Michel Berkelaar 等 人 开发 的 LP_Solve 包 中 的 MATLAB 支持 的 mex 
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和 本 


文件 。 该 程序 据 称 可 以 求解 多 达 30000 个 变量 ,50000 个 约束 条 件 的 整数 线性 规划 
问题 ， 该 软件 可 以 从 网 站 http://tech.groups .yahoo .com/gEroup/1P_solve/ 
下 载 , 其 调用 格式 为 [zz,how]=ipslvmex(4, 斑 ,intlist,ZMy Znyctype) 。 
其 中 ,4, 表示 线性 等 式 和 不 等 式 约 束 。 和 最 优化 工具 箱 中 提供 的 函数 不 同 , 这 
里 不 要 求 用 多 个 矩阵 分 别 表示 等 式 和 不 等 式 ， 而 可 以 使 用 这 两 个 矩阵 表示 等 式 、 
大 于 式 和 小 于 式 ， 有 具体 的 约束 式 子 由 ctype 变量 控制 ，ctype(i) 的 值 为 正 、 零 
与 负 分 别 对 应 aizg > am 一 记 和 aiz 乞 册 。intlist 为 整数 约束 标示 ， 其 
第 ; 个 分 量 为 1 则 表示 需要 zi 为 整数 。 返 回 的 how 为 得 出 解 rz 的 附加 说 明 ， 其 
中 ,how== 0,， 表 示 结 果 为 最 优 , 为 2 表示 无 可 行 解 ， 其 余 的 值 表 示 求 解 失 败 。 
例 5-33 考虑 例 5-26 中 给 出 的 线性 规划 问题 ,如果 要 求 自 变量 zi 均 为 整数 ， 则 原来 
的 问题 就 变 成 了 整数 线性 规划 问题 ， 靶 求解 该 整数 规划 问题 。 
求解 依照 ipslvmex() 函数 的 调用 格式 ， 建 立 起 外 向量， 并 建立 起 4, 妃 矩阵 和 相 
应 的 ctype()， 并 根据 需要 建立 起 Zin,ZN 向 量 ， 这 样 用 下 面 的 语句 就 可 以 求解 出 最 
优化 问题 。 
>> f=-[21431]:;，A=t02142; 345 -1 -人 菇 ， 
int1ISt=ones(5,1); B=[54; 62]，ctype=[-1; -1 ; 
xm=[l0,0,3.32,0.678 ,2.57]1 ; XxM=inf*rones(5 ,1) ， 
[x,bj=ipslv_mexkt,A,B,intlList,XM,xm,ctype) % 返回 b=0 表示 成 功 
最 优 解 为 了 = |19,.0,4,.10,5] 。 对 于 小 规模 问题 ， 可 以 考 卡 采用 穷 举 算法 。 人 为 假定 
ZN 的 各 个 元 闽 均 为 20， 采 用 下 面 语 名 就 可 以 逐个 求 取 函数 值得 出 所 需 的 结果 。 
>> [xl,Xx2,x3,x4,x5]=ndqgrid(1:20,0:20,4:20,1:20,3:20); 
i=findq((2*X2+X3+4*+X4+2#yX5<=54) 廊 〈(3k+kX1+4*X2+5*+kX3-Xx4-x5<=62) ) ; 
f=~-2*Xl(i)-x2(i)-4*x3(I)-3*x4(i)-x5(i); [tmin,izj=sort(f) ， 
K=i(ii(1l)); Xx=[xt(Kk) ,X2(K) ,x3(K) ,x4(xk) ,x5(k)] 
这 样 仍 然 能 得 出 最 优 解 为 三 119,0,4,10,5 。 然 而 这 里 有 两 个 问题 值得 注意 。 其 一 ， 
本 算法 得 出 的 结果 是 ZI E [0,20] 区 间 的 最 小 值 ， 但 这 个 概念 不 能 随意 拓展 到 此 区 间 之 
外 ， 如 果 想 将 20 变 为 30， 在 一 般 的 计算 机 配置 下 都 实现 不 了 ， 因 为 所 需 内 存 过 大 ，5 
个 变量 的 存储 量 为 315 x 5 x8/220 = 1092.1MB 空间 。 所 以 在 求解 整数 规划 时 不 适合 
未 用 盆 举 昔 法 。 其 二 ， 除 了 得 出 的 最 优 解 之 外 ， 事 实 上 还 可 以 得 出 著 干 组合 , 使 得 该 规 
划 通 数 有 次 最 优 解 。 可 以 显示 排序 后 的 也 数 值 如 下 : 
>> fmintl:10)) 
k=i(ii(1:15)); X=[xl(K) ,XxX2(C(K) ,xX3(K) ,X4(x) ,x5(K) ,fmin(C1:15)] 
前 十 个 最 小 的 目标 函数 分 别 为 | 一 89, -88, -88, 一 88, 一 88. -88. -88, -88, 一 87, -87]。 
可 见 ， 子 数 的 最 小 值 为 -89。 此 外 ， 还 有 若干 个 点 的 值 为 -88， 求 出 最 优 解 的 同时 ,还 
可 以 列 出 各 个 变量 的 次 最 优 解 ， 如 表 5-3 所 示 。 


归 站 曲 到 
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才 二 和 


表 5-3 最 优 解 及 部 分 次 最 优 解 


Z1 za |za|z4 说 明 | zl |z2 jzas|jz4dlzs| | 说 明 |zl lzz|z7as|z4 . | 说明 
19|0141310 最 优 | 19 | 0 0 | 8 |10 次 优 
18101|1 4 1 次 优 161 0 0|1919 饮 优 
17|01|51|310 次 优 | 20 | 0 0 |10| 9 次 优 
15|10161310 次 优 | 15 | 0 0 112| 8 次 优 
12|0|181|19 次 优 | 13 | 0 0 | 4110 次 优 





如 果 和 要求 Z1,74;75 为 整数 ， 其 他 两 个 变量 为 任意 数 ， 则 原 问 题 就 变 成 了 混合 整 
数 规划 问题 。 用 户 应 该 修改 一 下 intlist 变量 ， 将 其 设置 为 intlist=[1,0,0,1, 菇 ， 
则 可 以 用 下 面 的 语句 求 出 原 问 题 的 解 。 
>> intlist=[1,0,0,1,1]， 
[x,b]j=ipslLVv_mex(ti,A,B,intlist,XM,Xxm,ctype) 
这 时 混合 整数 规划 问题 的 解 为 了 = jl0.0,3.8,11,3] 。 


5.4.2 一 般 非 线性 整数 规划 问题 与 求解 


前 面 的 运算 局 限于 线性 规划 问题 的 整数 规划 研究 。 在 实际 应 用 中 经 常 需要 
求解 非 线性 整数 规划 或 混合 规划 问题 ， 该 领域 中 一 种 常用 的 算法 是 分 枝 定 界 
(branch and bound) 算法 ,具体 算法 在 这 里 不 详细 介绍 ,只 介绍 一 个 基于 该 算法 
编写 的 现成 函数 bnb20()， 可 以 用 来 求解 一 般 非 线性 整数 规划 的 问题 。 该 函数 是 
何 兰 Groningen 大 学 的 Koert Kuipers 编写 的 ,可 以 从 The MathWorks 网 站 上 
再 接 下 载 。 该 函数 的 调用 格式 为 


[erT , ,了 zj]=bnb20(fun ,xzo,intlist,znzM ,LA ,万 ， ea ,已 cu,CFun) 


其 中 ,调用 过 程 中 的 大 部 分 输入 变量 与 最 优化 工具 箱 函数 几乎 完全 -一致 ， 该 函数 
直接 调用 了 最 优化 工具 箱 中 的 fmincon() 函数 ,该 函数 还 可 以 根据 需要 带 附 加 参 
数 , 返回 的 变量 err 为 函数 的 错误 信息 字符 串 ,，z 和 /分 别 为 最 优 解 和 其 函数 值 。 
如 果 正 确 返回 最 优 解 , 则 errz 字符 串 为 空 字符 串 。 该 函数 尚 有 不 完全 之 处 ， 因 轴 
给 出 的 解 往往 不 是 很 精确 的 整数 , 所 以 应 该 在 该 函数 调用 结束 后 给 出 下 面 的 语 各 
将 其 化 成 整数 。 


if Iength(err)==0，X(Cintlist==1)=round(x(intlList==1)) ，end 
例 5-34 试用 bnb20() 函数 求解 例 5-33 中 给 出 的 线性 整数 规划 问题 。 
求解 根据 有 要求， 可 以 编写 出 如 下 文件 来 措 述 目标 函数 


function f=c5miopt(Xx) 


5.4 混合 整数 规划 问题 的 计算 机 求解 201 


昌 时 


f=-[2 1 4 3 1]*x， 


和 前 面 介 绍 的 线性 规划 问题 求解 不 同 ， 上 限 变 熏 不 能 再 选择 为 无 穷 大 ， 而 应 该 选 
择 为 较 大 的 数值 ， 例 如 均 选 择 为 20000。 同 样 ， 整 数 的 下 界 也 不 能 再 选择 为 小 数 ， 而 应 
该 为 整数 ， 故 也 需要 相应 地 变化 ， 这 样 用 下 加 的 语句 求解 出 的 线性 整数 规划 问题 与 例 
5-33 得 出 的 完全 一 致 "。 
>> A=[02142;345-1 -1]; intlist=ones(5,1); Aeq= 口 ; Beq=[] ; 
B= [54; 62] ; xm=[0,0,4,1,3] :; xM=20000*+ones(5 ,1) ;， XO=xm; 
[err ,f ,xj]=bnb20(4:c5miocopt : ,X0,intlist,xn,xM,A,B,Aeq,Beq) ; 
if length(err)==0，X(intlist==1t)=round(x(intlist==1))，end 
仍 要 求 Z1),74;,25 为 整数 ， 其 他 两 个 变量 为 任意 值 ， 则 应 该 修改 一 下 intlist 变 
量 ， 将 其 设置 为 intlist=[1,0,0,1,1]， 则 可 以 用 下 面 的 语句 求 出 原 问 题 的 解 
>> intList=[t,0,0,1t1,1]:，，xnmkint1izst==t)=round(xmCint1List==1)) ，; 
[errmsg ,于 ,Xj]=bnb20(:c5miopt : ,x0,intlist ,xmn,xXM,A,B,Aeq,Bed) ; 
if 1ength(err)==0，X(intlist==l)=round(x(int1list==1)) ，end 
最 优 解 为 了 一 J19,0,3.8,11,3] 工 , 仍 与 例 5-33 完全 一 致 
例 5-35 对 著名 的 Rosenbrock 通 数 稍 加 修改 ， 试 求解 整数 Zi 和 zao， 使 得 


min 100(za 一 2 人 一 (4.5543 一 Za) 
一 100 毛 Z1 入 100 
人 PS， 
一 100 乏 zz2 和 100 


求解 由 给 定 的 目标 函数 可 以 编写 出 如 下 的 NIATLAB 函数 : 


function y=Cc5mfunl(Xx) 
y=100*(x(2)-x(1)*2)>*2+(4.5543-x(1)) >2; 


这 样 由 下 面 的 话 句 可 以 得 出 问题 的 解 
>> XO= [Liti ii， xm=-t00x[1; 1 xM=100*x [1 ;1] 
A=[]; B=[; Aeq=[j; Beq=[]; intList=[1, 1] ; 
Lerrmsg,f,xXj=bnb20(4:c5mfunl,x0,intlist,xm,xM,A,B,Aeq,Beqa) ; 
if Jength(errmgsEg)==0，X=Iound(X) ，end;i X=X， 
由 得 出 的 解 可 以 看 出 ， 开 始 时 Z2 稍 有 误差 ， 经 取 整 得 zl =5,za =25。 注 意 ， 在 
这 样 的 问题 求解 中 ， 搜 索 区 域 的 选择 也 是 很 重要 的 ， 如 果 用 户 为 节省 时 间 选 择 了 一 个 
更 小 的 区 间 ,， 如 7Z12 6E [一 20,20]， 则 将 得 出 如 下 结果 ， 可 见 该 值 不 是 原 问 题 的 最 优 解 。 
>> Xm=-20*[1;1] ; XxM=20*+[1;1] 
@@ 注意 ,因为 兼容 性 原因 ,这 里 的 目标 函数 不 支持 匿名 函数 和 inline() 函数 描述 ,引用 M 函 
数 也 只 能 用 单 引号 形式 ,不 能 用 @ 号 。 
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[erITmsgE,Tf ,xj=bnb20(4:c5mfunl1 ,x0,intlist,xmn,xM,A,B,Aedq,Beq) ; 
if Length(errmsg)==0，X=Tound(X) ，enqQ; X=X' 
这 时 得 到 的 在 小 区 域 的 最 优 解 为 了 = 4.16]。 
其 实 ， 对 这 样 小 规模 的 问题 ， 选 择 较 大 的 搜索 范围 ,如 zl2 E (-200,200)， 用 穷 
举 搜 索 工 法 能 立即 得 出 问题 的 解 ， 和 上 述 结 果 一 致 。 
>> [xl ,x2]=meshgrid(-200:200); f=100*(Xx2-Xl. 2) .2+(4.5543-Xxdl1) .2; 
[fmjin,i]j=sort(t(C:)); Xx=txl((t)),x2((01) 7 


5.4.3 0-1 规划 问题 求解 


所 谓 0-1 规划 , 即 指 自 变量 z; 的 值 或 者 为 0, 或 者 为 1。 所 以 求解 0-1 规划 看 
起 来 很 简单 ,让 每 个 自 变 量 z; 遍 取 0.1, 在 得 出 的 组 合 中 选择 既 满足 约束 条 件 又 使 
目标 函数 取 最 小 值 的 项 。 而 事实 上， 和 随 着 问题 规模 的 增 大 ， 这 样 的 计算 量 将 按 指 
数 增 长 。 例 如 ， 目 变量 的 个 数 为 ， 则 需要 执行 的 循环 次 数 将 为 2",， 在 ?7 较 大 时 
其 值 可 能 是 个 天 文 数字 ,， 故 仍然 需 蓝 考虑 其 他 算法 进行 求解 。 

MATLAB 7.0 版 本 提供 了 一 个 新 函数 bintprog()， 可 以 用 来 求解 0-1 线性 
规划 问题 ， 但 不 能 直接 求解 非 线 性 0-1 规划 问题 的 求解 。 该 函数 的 调用 格式 为 

Z=bintprog( ,4, 忆 ,4 万.) 
该 冰 数 可 以 直接 用 来 求解 下 面 例子 沉 示 的 0-1 线性 规划 问题 。 
例 5-36 试 求解 下 面 给 出 的 0-1 线性 规划 问题 。 
Imain (一 3 2z2 十 573] 
T1 十 272- 交 3 扫 二 
zl 十 4zr2 二 za 的 d 
了 1 十 了 2 所 呈 
472 十 23 扩 6 


凤 S,， 


求解 套用 所 需 的 最 优化 模型 ， 可 以 立即 求 出 了 4 和 吾 答 阵 ， 这 样 可 以 给 出 如 下 的 
语句 求解 0-1 线性 规划 问题 ， 得 出 
>> f=[-3,2,-5]; AhA=[12 -ti 141 110;04 菇 ;B=[2;4;5;6]， 
X=bintprog(t,A,B, 5] ,D)， 
这 样 可 以 得 出 0.1 规划 的 结果 为 zl 二 17 -073 1。 
对 于 小 规模 问题 ， 当 然 可 以 采用 下 面 语 自 ， 逐 个 判定 约束 条 件 并 找 出 目标 子 数 的 
值 ， 通 过 排序 即 能 得 出 所 需 的 结果 ， 且 可 以 保证 此 结果 为 全 局 最 优 解 。 
>> [xl ,x2 ,x3]j=meshgrid([0 ,1 ) ; 
i=find((X1+2*X2-X3<=2) 久 (X1+4*+X2+X3<=4) 氏 (x1+x2<=3) 训 (4+xx1+Xx3<=6)) : 
fT=-3*yrXx1l(i)+2*+X2(i)~5+rx3(i); [fmin,k]=sort(tf)， 


indqex=ji(ii(li));i x=[xl(index) ,x2(index) ,x3(inqexy7] 


5.9 寺 各 优 , 作 问题 求解 在 控制 中 的 其 他 应 用 


了 


X= [xl1(i(k)),x20ik)) xx3CCKy LIx fninl 人 可 以 列 出 所 有 可 行 解 
可 以 得 出 最 优 解 了 三 |1 0， 1 对 应 的 有 具 标 沁 数 为 -除了 最 优 解 外 还 可 以 列 举 出 其 
他 所 有 的 可 行 解 0.0. 划 -5 6 全 人 站 全 0. [0.1.0 ”全 2。 

调用 表面 的 ipstvymex() 成 pp20f) 鸭 数 ， 设 定 上 限 za 和 下 限 zM 分 别 为 
只 向 量 和 勾 向 量 ， 再 求 丈 数 规划 就 能 得 出 原 问题 的 解 
例 5-37 试用 ipslvy mex() 函数 求解 例 苯 35 给 出 的 人 1 线性 规划 问题 。 
求解 按照 给 出 的 问题 ， 设 定 To 和 N 分 别 光 替身 量 和 各 和 向量， 这样 可 以 给 出 如 下 的 
语 名 求解 0- 上 1 整数 规划 问题 ， 得 出 

>> f=| 3,2,-8Bj ;xnmz=[I0;0;0 ji YXM= 1 吉 :，ainzlist=[t; 1:1]， 

A=[12 11411104 52;:4.R;6]，，C=-1rones(4 ,1): 
[res ,bj=ipslvV_ mexX(fT ,ABR ULLict ,xyxM ,xm CI) 

结果 和 前 面 得 出 的 完全 一 茅 . 事 江上 ， 和 分 本 给 定 的 约束 亲 件 ， 可 以 发 现 后 两 个 约 
来 条件 是 宛 余 的 ， 可 以 取消 。 

由 于 NMATLAB 久 其 最 优化 工具 家 对 整数 规划 的 文 持 功 能 很 有 限 ， 免 费 的 
MATLAB 范 数 来 解 非 线性 混合 整数 规划 的 功能 也 不 是 很 强大 ， 故 TOMLAB 
Uptinaization 公司 排出 了 基于 MATELAE 的 第 三 方 软件 下 OMLABG ， 可 以 更 好 
地 来 解 混 合 丈 数 规 划 问 题 。 该 软件 是 莉 曲 秀 件 ,使 有 起 村 也 公有 有 MATLAB 最 优 
化 工具 箱 和 前 面 介 绍 的 免费 工具 那么 简单 .但 其 功能 ,能够 求解 各 类 最 优化 
问题 ,是 当前 基于 NATLAB 的 最 好 的 最 们 化 工具 。 己 幅 ,本 书 不 介绍 该 工 


5.5 ”最 优化 问题 求解 在 控制 后 的 其 他 应 用 


最 优化 技术 在 控制 系统 研究 中 的 应 用 还 是 比较 广泛 的 . 早期 研究 由 于 没有 合 
适 的 计算 机 工具 ， 并 未 得 到 大 多 的 重视 随 着 MLVTLAHB 这 类 语言 的 日 益 普 及 ， 最 
优化 技术 在 控制 界 的 应 用 将 越 来 越 学 人知 关 注 。 除 了 前 而 介绍 的 最 优 控制 器 除数 寻 
优 之 外 , 这 里 将 介绍 方程 求解 和 最 佐 和 化 技术 短线 性 系统 模型 最 优 降 阶 、 非 线性 系 
统 工 作 点 计算 以 及 线性 化 等 方面 的 应 出 、 还 将 介绍 两 个 实用 的 最 优 控制 程序 及 其 
使 用 方法 。 


5.5.] 线性 系统 的 最 优 降 阶 研究 


在 实际 的 线性 系统 研究 中 ,经常 参 遇 公章 险 的 系统 模型 。 在 控制 理论 发 展 初 
期 ， 电 于 没有 强大 的 计算 机 工具 大 们 没 有 办 法 对 站 阶 系统 直接 分 析 ， 为 了 能 更 好 
地 找 出 系统 的 特性 ,通常 柯 [以 采用 权 扩 天 降 了 入 万 法 得 量 近 似 的 低 价 模型 。 当 然 ， 随 
@ 沪 工 具 箱 的 下 载 网 址 为 http ya ab 5 站 二 以 下 载 沪 二 只 箱 的 21 天 试用 版 ， 
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<04 第 5 齐 最 优化 问题 的 计 和 其 机 求解 

着 高 水 平 计 算 机 语言 、 软 件 的 发 展 和 普及 ， 模 型 降 阶 这 方面 的 要 求 就 不 那么 显著 
了 。 男 一 方面 , 在 控制 器 设计 领域 存在 大 量 的 基于 模型 低 阶 模型 的 控制 器 设计 方 
法 , 如 Ziegler-Nichols 的 PID 控制 器 整定 公 邢 只 适合 于 低 阶 系统 的 设计 ,所 以 有 
必要 用 低 阶 模型 去 逼近 融 阶 受 控 对 象 ,进行 控制 器 设计 是 很 重要 的 。 

控制 系统 的 模型 降 阶 问题 是 首先 在 1966 年 由 Edward J Davison 提出 
的 上 ， 经 过 几 十 年 的 发 展 ， 出 现 了 各 种 各 样 的 降 阶 算法 及 应 用 领域 。 这 里 只 研究 
基于 最 优化 技术 的 模型 降 阶 方法 。 

1. 降 阶 模型 的 指标 选择 

对 降 阶 效果 可 能 有 各 种 各 样 的 定义 和 指标 ,但 最 直观 的 是 按 图 5-18 中 给 出 
的 形 趟 定义 出 降 阶 误差 信 号 e( 付 ,根据 该 误差 信号 ， 可 以 定义 出 一 些 指 奈 ， 如 


Je= | ez(b)dt, 将 其 定义 为 目标 函数 ,对 其 最 小 化 , 得 出 最 优 降 阶 模型 ， 


7 





图 5-18 模型 降 阶 误差 信和 号 
假设 带 有 时 间 延 迟 的 原始 模型 为 








Ge 
则 降 阶 模型 可 以 写成 
Geje 天 er (2) 
降 阶 误差 信号 的 Laplace 变换 表达 陈 为 
Be) = |G(aje 富 一 Gum(se | Re (5-5-3) 


其 中 已 (s) 为 输入 信号 7 人 的 的 Laplace 变换 式 。 

2. 次 最 优 模 型 降 阶 算法 口 3 

利用 最 优化 算法 进行 模型 降 阶 的 思路 是 很 直观 的 。 由 前 面 定 义 的 误差 信和 号 
e( 共 和 表面 定义 的 .Js 目标 请 数 ， 通 过 参数 最 优化 的 方式 寻 优 ， 拷 出 降 阶 模型 。 
对 目标 函数 还 可 以 进一步 处 理 ， 例 如 对 误差 信号 进行 加 权 ,， 引入 新 的 误差 信号 


5.5 最 优化 问题 求解 在 控制 中 的 其 他 应 用 


卫 时 县 业 ” 和 录 时 时 大 有 看 


六 四 一 2 人 te 人 人 四， 则 可 以 定义 出 新 的 JSE 指标 : 


oa - | mtOdt | 2ftez(bdt [5-5-4) 
人 


J0 
若 吾 (s) 为 稳定 的 有 理 函 数 ， 则 目标 函数 的 值 可 以 由 Astrom 算法 递 推 或 
Lyapunov 方程 求解 。 如 果 降 阶 模型 或 原始 模型 中 含有 时 间 延 迟 项 ,， 则 用 Astrom 
算法 不 能 直接 求解 ,需要 对 延迟 向 采用 Pad6 近 似 。 因 为 对 延迟 系统 采用 近似 的 最 
优化 来 求解 ， 所 以 这 里 称 之 为 次 最 优 降 阶 算法 23。 如 果 不 含 有 延迟 项 ， 则 称 为 最 
优 降 阶 算法 。 
定义 符 定 参数 癌 量 0 = (al on: HT)， 则 对 一 类 给 定 输入 信 
号 可 以 定义 出 降 阶 模型 的 误差 信号 elf,9)， 其 中 误差 信号 被 显 式 地 写成 g 的 函数 ， 
这 样 可 翠 义 出 一 个 次 最 优 降 阶 的 目标 函数 为 


./ 一 ID | (te D)dt (5-5-5 ) 


作者 纪 号 J/ MATLAB 本 数 opt app()， 可 以 用 于 求解 带 有 时 间 延 迟 的 次 最 
优 降 阶 模型 ， 该 毅 数 的 内 容 为 
function G_T=opt_apP(CG_Sys ,rr ,区 ,Key ,GO) 
6GS=tf(G_Sys) ; num=GS .numn{ft1l+;i dqen=GS .den{1l， 
Td=totaldelay(c3S); 6GS.iopelay=0; 6G3 , InputDelay=0;GS .0utputDelay=0; 
1f nargln<5 ， 
noO=[1+,1]j; for i=1:K-2，nh0O=conv(no ,FL ,1])，ena 
G0=tfkn0,convkCL1 ,1 no) ) ， 
end 
beta=G0 .num{ft1T+(k+1-r:k+l);， alph=G0.dqen{f1+;，Tau=1.5*Td; 
X= [betak1:r),alphG2:k+l)]; if abs(Tau)<lie-5，Tau=0.5，end 
GQc=dcgaintGS) ) if Key==1，Xx=[x,Tauj ;ji end 
y=opt_funGx,GS ,key,T,K,.dc):; 
Xx=fminsearch(:opt_fun,x,[,GS,keyr,T,k,dcy); 
alph=[1l1,xkr+1:r+k)]; beta=x(1:r+1); if key==0，Tdqd=0; end 
beta(r+1)=alphend)*dc; if key==t+，Tau=x(end)+Ta;i else，Tau=0:， end 
G_r=tf(beta,alph, ioDelay: ,Taul) ; 


该 范 数 的 调用 格式 为 G:=opt_app(G,r, 大 KEey,Go) ， 其 中 G 和 G 分 别 为 原始 
模型 和 降 阶 模型 ,", & 为 降 阶 模型 的 分 子 分 母 阶 次 , key 表明 在 降 阶 模型 中 是 否 
需要 延迟 项 ，Gm 为 最 优化 初 值 ， 可 以 忽略 。 访 函数 中 调用 的 opt_fun() 函数 用 于 
拍 述 目标 函数 ， 其 清单 为 

function y=opt_fun(x,G,Key,I,K,dc) 


ff0o=lel0; a=[1,Xx(CT+1:Tr+k)]; b=x(1:r+l);i bend)=a(end)*dc ， g=tf(b ,3a) 
zif key==l1，tau=Xx(end) ; 
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上 才 是 


if tau<c=0，tau=eps;i end， 和 上,qj=pade(tau,3); gEP=tf Cn,d) ; 
el1se，gP=1;i enq 
G_e=G-g*+gP; G_e.nuntt+=[0,G_e.nunt1lyktl:end-1)]; 
[y ,ierr]j=geth2(G_e); if ierr==1，Yy=10*ff0; else，ffOo=y;i end 
function [v,ierr]=geth2(G) 
G=tf (G) ; num=G.num{t1}; qdqen=G.den{t1};i ierr=0; V=0; n=JLength(dqen) ; 
if abs(num(C1) )>epPSs 
dispP(:System not strictly Proper:); ierT=Tji Teturn 
else，ali=den; bl=num(2:1ength(num));i end 
for =1:D-1 
if 《at(k+1l)<=eps)，jierr=l; Yeturhn 
else ， 
aa=3a1(K)V/al(K+t) ;i bb=bl(k)yal(K+t) ;， v=v+bb*bb/aa，KL=K+2， 
for i=kl:2:n-t1，alk(i)=al(i)-~aa#kal(i+1); bl(i)=bl(i)-bbxal(i+l): 
end，enda，enhd 
V=SQqTtLKCO .5*V) ; 


例 5-38 已 知 原始 系统 的 传递 函数 模型 03 


Ge - 1 十 8.8818s 十 29.9339s“< 十 67.087s 十 80.3787s“ 十 68.6131s5 
1 十 7.6194s + 21.7611s2 二 28.4472s3 上 二 16.5609s4 + 3.5338s5 十 0.046256 
斌 得 出 其 最 优 的 三 阶 降 阶 模型 。 
求解 用 下 面 的 语句 可 以 得 出 该 模型 的 最 优 降 阶 模型 
>> nun=[68.6131,80.3787,67.087 ,29.9339,8.8818 ,1] ， 

den=[0.0462,3.5338,16.5609,28.4472,21.7611,7.6194,1] ， 

G=tf (num,den) ; Gr=zpK(opt_app(G,2,3,0)) 

bode(G,Gr，'--:); figure; step(G,Gr，--) 


1523.6536(s“2 十 0.3492s 二 0.2482 


型 的 Bode 图 与 阶 跃 响应 曲线 分 别 如 图 5-19 (a)、(b) 所 示 ， 可 见 ， 由 低 阶 模型 G 可 以 


很 好 地 逼近 原 高 阶 模型 。 

例 5-39 考虑 系统 模型 04dG(S 一 432 
襄 厅 系统 代 秋 5) (5s 二 1(2s+1)(0.7s 十 1)(s 十 1(0.4s 十 划 )? 六 得 

出 合适 的 降 阶 模型 。 


求解 由 于 原 系统 相对 阶 为 5， 分 母 的 阶 次 远 高 于 分 子 的 阶 次 ， 所 以 应 该 采用 带 有 时 间 
选 迟 的 模型 结构 去 逼近 可 能 得 出 比较 合理 的 近似 。 由 下 面 的 MATLAB 语 揣 则 可 以 得 
出 带 延 迟 和 不 带 延 迟 的 次 最 优 降 阶 模型 
>> 8=ZPK( 8 ); G=432/((5*S+1)*#k(2*+S+T)y(O0.7#S+1)*#(s+1) 光 (0.4#+S+1)) ， 
Grd=zpk(opt_app(G,0,2,1))，Gr=zpk(opt_app(G,1,2,0)) 
Step(G,GTr，:--:,Grd,: : 


5.5 最 优化 问题 求解 在 控制 中 的 其 他 应 用 
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图 5-19 原 系 统 与 降 阶 模型 的 比较 


两 个 不 同 的 最 优 降 阶 模型 分 别 为 


3931.4907 - 
(7 - 一 一 -一 -一 -一 5 7 gS1] 一 
3) 一 全 二 07328391 二 02 胡 9  ，，Cr3) 


-3.3801(s -- 5.229) 
52 十 0.353s 十 0.04092 


图 5-20 中 比较 了 两 个 降 阶 模型 和 原 系 统 在 阶 跃 响应 上 的 差异 ， 可 见 ， 带 有 延迟 的 


次 最 优 降 阶 模型 能 很 好 地 逼近 原 高 阶 系统 的 特性 。 


Atep RespkynsSe 
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5-20 不 同 降 阶 模型 的 险 跃 虽 应 比较 


5.5.2 ” 非 线性 系统 的 线性 化 


比 起 非 线性 系统 来 说 ,线性 系统 更 易于 分 析 与 设计 , 然而 在 实际 应 用 中 经 常 
人 存在 非 线性 系统 ,严格 说 来 , 所 有 的 系统 都 含有 不 同 程度 的 非 线性 成 分 。 在 这 样 
的 情况 下 经常 项 要 对 非 线性 系统 进行 某 种 线性 近似 ， 从 而 简化 系统 的 分 析 与 设 
夏 。 系 统 的 线性 化 是 提取 线性 系统 特征 的 一 种 有 效 方法 。 系统 的 线性 化 实际 上 是 
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在 系统 的 工作 点 附近 的 邻 域 内 提取 系统 的 线性 特征 ， 从 而 对 系统 进行 分 析 设 计 的 
一 -种 方法 。 
考虑 下 面 给 出 的 非 线性 系统 的 一 般 格式 
全 () 一 广 (Z1， 二 上 )， 2 一 ] ， 2 站 (5-5-6 ) 


所 谓 系 统 的 工作 点 , 吕 是 当 系统 状态 变量 导数 趋 于 0 时 的 状态 变量 的 值 。 系 统 的 
工作 点 可 以 通过 求 取 式 (5-5-6) 中 非 线 性 方程 的 方法 得 出 : 


万 (Z1 Za， nn 一 U; ? 一 ] 2 ， 几 (5-5-7) 


该 方程 可 以 采用 数值 算法 求解 ，MATLAB 中 提供 了 Simulink 模型 的 工作 
氮 求 取 的 实用 函数 trim(), 其 调用 格式 为 [z,uw,y,zd]=trim( 模 型 名 ,zo,uwn) ， 
其 中 “模型 名 ”为 Simulink 模型 的 文件 名 , 变量 zo， ?zio 为 数值 算法 所 要 求 的 起 
始 搜索 点 ， 是 用 户 应 该 指定 的 状态 初 值 和 工作 点 的 输入 信号 。 对 不 含有 非 线性 环 
万 的 系统 来 说 ， 则 不 需要 初始 值 zo，uo 的 设 定 。 调 用 函数 之 后 , 实际 的 工作 点 在 
Z, u, 2 变量 中 返回 ， 而 状态 变量 的 导数 值 在 变量 zu 中 返回 。 从 理论 上 讲 ， 状 态 
变量 在 工作 点 处 的 一 阶 导数 都 应 该 等 于 0。 

得 到 工作 氮 zo 后 ， 非 线性 系统 在 此 工作 点 附近 , 在 wo 输入 信和 号 作用 下 可 以 
近似 地 表示 成 








Az; 一 2 9 Azi 二 2 2 Au (5-5-8) 
选择 新 的 状态 变量 , 令 zx 人 = Az 人 hh, 及 = Au 人 ， 则 得 出 线性 模型 
z(H 一 zfti 十 瑟 vo( (5-5-9 ) 
该 模型 称 为 线性 化 模型 ， 其 中 
9 071 ”09 记 ]ocn 0 万/ 9rl …， 0 广 /0m 
4 一 ， 轨 = . (5-5-10 
9j /azl …， 9 万/bzn DJ/0r 9 万 /ar 














MATLAB 中 还 给 出 了 Simulink 模型 线性 化 的 linmod2() 等 函数 ,用 以 在 
工作 点 附近 提取 系统 的 线性 化 模型 ,这些 函数 可 以 直接 获得 系统 的 状态 方程 模型 ， 
其 调用 格式 归纳 如 下 : 


[4, 吕 ,CC D]=linmod2( 模 型 名 ,zo,uo) YY 一 般 连 续 系统 线性 化 
[4, 吃 ,C ,也 ]=l1inmod( 模 型 名 ,zo,xwo)  《% 一 般 连 续 延 迟 系统 线性 化 
L4, 已 ,C , 万 ]j=dlinmod( 模 型 名 ,zo,zuo) 六 含 离散 环节 的 系统 线性 化 


其 中 zo, ao 为 工作 点 的 状态 与 输入 值 ， 可 以 由 trim() 函数 求 出 。 对 只 由 线性 横 
坎 构 成 的 Simulink 模型 来 说 ,可 以 省 略 这 两 个 参数 ,调用 了 本 函数 后 ,将 自动 返 
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和 


巴 从 输入 疹子 到 输出 端子 间 的 线性 状态 方程 模型 。Jinmod() 和 linmod2() 二 者 


功能 相似 , 但 算法 不 同 ， 前 者 可 以 处 理 延 迟 环节 的 Padk 近似 ,而 后 者 不 能 。 

例 5-40 考虑 例 4 37 中 给 出 的 多 变量 系统 模型 ， 试 提取 其 状态 方程 模型 。 

求解 提取 一 个 线性 Simulink 模型 的 状态 方程 就 是 对 其 进行 线性 化 。 如 果 想 对 该 模型 
进行 线性 化 ， 则 需要 将 原 系统 Simulink 框图 中 的 阶 跃 输入 用 输入 端子 取代 ， 更 简单 
地 ， 原 系统 中 使 用 了 阶 跃 模块 和 Mux 模块 ， 在 线性 化 时 将 其 统一 化 简 成 一 个 输入 端 
子 即 司 ， 因 为 输入 端子 模块 支持 向 量 型 信号 。 另 外 ， 为 使 得 含有 纯 时 间 延 迟 的 系统 能 
正确 近似 ， 还 应 该 设置 一 下 延迟 模块 的 Paqd6 近似 阶 次 。 双 击 时 间 延 迟 模块 ， 将 Padk 
order (for linearization) 栏目 填写 上 2， 就 可 以 自动 用 二 阶 Pade 近似 取代 原来 的 时 间 延 
迟 环 了 了。 最终 得 出 的 改写 后 多 变量 系统 框图 如 图 5-21 所 示 。 

0.1134 


dents) 
《TI] 区 US) 








Delay 1 























一 0.318 
.938 十 1 到 
(22(S) Delay 42 


到 5-21 改写 后 的 多 变量 系统 Simulink 模型 (文件 名 : c5mmdiyl1.md]) 


定义 了 Simulink 框图, 则 需要 用 下 面 的 语句 进行 系统 的 线性 化 ,得 出 线性 状态 方 
程 柑 笈 。 由 线性 化 模型 得 出 的 阶 路 响应 曲线 如 图 5-22 所 示 ， 其 结果 与 精确 的 仿真 模型 
得 出 的 结果 很 接近 。 


Stop Responmse 


From': Inf1) Frorm: Inf2) 


一 一 一 一 -一 天 一- 






Time rsece) 


狗 5-22 近似 仿真 与 精确 仿真 阶 跃 曲线 的 比较 
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曙 中 是 宣 临 
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>> Kp=[0.1134,0.924; 0.3378,-0.318] ; 
[A,B,C,D]=l1inmod(:c5mndly1:)， 人 注意 : 延迟 系统 不 能 采用 1inmod2() 
step(SS(A,B,C,D)) 
可 以 得 出 线性 化 模型 的 状态 方程 纸 阵 为 


-8.3333 -23.148 0 0 0 0 0 0 0.0637 0 0 0 
4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 一 0.4831 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 -20 --133.33 0 0 0 0 0 0.9357 0 
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 
用 _- 0 0 0 0 0 --4.6512 -7.21l]1 0 0 0 0 一 0.10853 
0 0 0 0 6 ] 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 -2.5169 -0.5618 0 @ 0 
0 0 0 0 8 0 0 1 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 一 3.0194 一 2.7701 4 
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 一 0.3413 
PT -_ | 0 0 03378 0 0 0 0 0134 0 0.1134 0 0.3378 
0 0 -0.318 0 0 0 0 0924 0 60924 0 -0.318 
六 - | -16.667 0 0.44638 0 0 0 (0 0.063708 0 0 
0 0 0 -40 0 -9.3023 0 0 0 0 0.93573 ”一 0.10853 


例 5-41 考虑 如 图 5-23 所 示 经 典 的 计算 机 控制 系统 模型 415， 其 中 ， 控 制 器 模型 是 离 
散 模 型 ,采样 周期 为 了 秒 ，ZOH 为 零 阶 保持 器 ， 而 受 控 对 象 模型 为 连续 模型 ， 假 设 受 





控 对 稍 和 控制 器 都 已 经 给 定 
人 妊 
、 了 人 | 
图 5-23 ”计算 机 控制 系统 框图 
] -- ee 一世 > e 一 0.1 
5) = s(s 十 1) 站) 1 一 er-07 > 一 e-7 


其 中 a = 0.1， 试 求 其 等 效 的 传递 函数 模型 。 
求解 对 这 样 的 系统 来 说 ， 直 接 写 成 微分 方程 形式 再 进行 仿真 的 方法 是 不 可 行 的 ， 因 
为 其 中 既 有 连续 环节 ， 又 有 离散 环节 ， 不 可 能 直接 写 出 系统 的 微分 方程 模型 。 若 对 该 
系统 进行 线性 化 ， 需 要 在 其 Simulink 仿真 模型 中 用 输入 端子 和 输出 端子 表示 系统 的 
输入 和 输出 端口 ， 构造 出 如 图 5-24 所 示 的 Simulink 模型 。 

这 样 系统 的 等 效 连 续 传 递 也 数 模型 可 以 由 下 面 的 语句 进行 线性 化 

>> [A,B,C,D]=dlinmod(:c5mcomp2:); zZpK(SS(A,B,C,D, Ts ,0.2)) 


。 0.018187Lz 十 0.9934)(z 一 0.9802) 
出 的 线性 化 G) 三 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 -一 。 
下 二 的 线性 化 符 型 为 和) (z 一 0.9802j(2z 一 1.801z 十 0.8368) 
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图 5-24 计算 机 控制 系统 的 另 一 种 Simulink 表示 (文件 名 : c5mcomp2.md]) 


5.5.3 ”基于 误差 的 最 优 控制 器 设计 程序 OCD 及 应 用 


由 表面 的 演示 可 以 看 出 , 基于 数值 最 优化 技术 的 最 优 控制 器 设计 方法 不 必 哲 
泥 于 传统 的 最 优 控制 格式 ， 可 以 任意 定义 目标 函数 ， 故 它 应 该 比 传统 的 最 优 控制 
有 更 好 的 应 用 前 景 。 

作者 总 结 了 伺服 控制 的 一 般 形 式 ， 编写 了 一 个 基于 跟踪 误差 指标 的 最 优 控制 
他 改 计 程 序 ,， 依赖 MATLAB 和 Simulink 求解 出 真正 最 优 的 控制 器 参数 ， 该 程序 
允许 用 户 用 Simulink 描述 控制 系统 模型 ， 其 中 控制 器 可 以 由 任意 形式 给 出 ， 人 允许 
这 有 符 优 化 的 参数 ， 并 可 以 自动 生成 最 优化 需要 的 目标 函数 求解 用 的 MATILAB 
男 数 ,然后 调用 相应 的 最 优化 问题 求解 函数 ,， 求 出 最 优 控制 器 的 参数 ， 

最 优 控制 器 设计 程序 (Optimal Controller Designer, OCD) 的 调用 过 程 为 ; 


DptI 且 3 Control DesIgriez 际 - 区 | (bb 在 MATTILAEB 提示 符 下 输入 ocd， 则 





select a Simulink model 将 得 出 如 图 5-25 所 示 的 程序 界面 ， 
| 包 一 该 界面 允许 用 户 利用 MATLAB/ 
Specify Yariahles to be optimized Simulink 提供 的 功能 设计 最 优 控 
制 器 。 
et @ 建立 一 个 Simulink 仿真 模型 ， 该 模型 
ERa Ge 应 该 至 少 包含 以 下 两 个 内 容 : 首先 应 
三 二 而 含有 待 优化 的 参数 变量 ,这 可 以 在 杠 
pannariuexeun 邓 和 图 的 模块 参数 中 直接 反映 出 来 ， 例 如 
-一 在 PI 控制 器 中 使 用 Kp 和 Ki 来 表示 
2 其 参数 ; 另外 , 误差 信号 的 准则 需要 用 
四 人 答 出 端子 模块 表示 ,例如 若 选择 系统 
Egg 误 关 信 号 的 ITAE 作为 目标 函数 ， 则 
Cenetc Algorihn and yecl Search Toolbox 再 要 将 误差 信号 后 接 ITAE 模块 ， 并 
ee 和 将 其 连接 到 输出 端子 1。 


@) 将 对 应 的 Simulink 模型 名 填写 到 
所 25 最 优 控制 器 设计 程序 界面 >elect a 9imulink model 编辑 框 中 。 


J 将 待 优化 变量 名 填写 到 Specify Variables to be optimized 编辑 框 中 ， 且 各 
个 变量 名 之 间 用 逗号 分 隔 。 
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@@ 另外 还 需 估 计 指 标 收敛 的 时 间 段 作为 终止 仿真 时 间 , 例如 者 选择 ITAE 指 
标 ， 则 理论 上 应 该 选择 的 终止 仿真 时 间 为 ce, 但 在 数值 仿真 时 不 能 这 样 选 
择 ， 且 时 间 选 择 过 长 则 将 影 啊 暂 态 结果 ,所 以 应 该 选择 ITAE 积分 刚 趋 于 
平稳 处 的 时 间 填 写 到 Simulation terminate time 栏目 中 去 , 注意 ,这样 的 
参数 选择 可 能 影 喝 寻 优 结果。 
@ 可 以 单 击 Create File 按钮 自动 生成 描述 目标 函数 的 MATLAB 文件 
opt.m。OCD 将 目 动 安排 一 个 文件 名 来 存储 该 目标 函数 ， 单 击 Clear 
Trash 按钮 可 以 删除 这 些 暂 存 的 目标 函数 文件 。 
CD 单 击 Optimize 按钮 将 启动 优化 过 程 ， 对 指定 的 参数 进行 寻 优 , 在 MAT- 
LAB 工作 空间 中 返回 ,变量 名 与 上 面 编辑 框 中 填写 的 完全 一 致 。 在 实际 控 
制 器 设计 中 ， 为 确保 能 得 到 理想 的 控制 器， 有 时 需要 再 次 单 击 此 按钮 获得 
更 精确 最 优 解 。 在 实际 的 程序 中 ， 该 按钮 将 根据 需要 自动 调用 MATLAB 
于 的 最 优化 函数 fminsearch(), fmincon() 或 aonlin() 进行 参数 寻 优 。 
G) 本 程序 允许 用 户 指定 优化 变量 的 上 下 界 ， 人 允许 用 户 自 己 选择 优化 参数 的 初 
值 ,还 允许 选择 不 同 的 寻 优 算法 ,并 允许 选择 离散 仿真 算法 等 ,这 些 都 可 
以 通过 相应 的 编辑 杜 和 列表 框 直 接 实 现 。 
例 5-42 受 控 对 象 的 模型 为 G(s) = 1/[s(s + 1) 和 ， 试 利用 OCD 程序 设计 出 最 优 的 
PID 控制 器 ,使 得 系统 的 IIAE 准则 最 小 。 若 控制 器 输出 ut) 满足 必 ( 国 | 入 2， 控 制 器 
参数 应 该 如 何 选 择 ? 
求解 如 想 设 计 最 优 PID 控制 器 ， 可 以 建立 起 如 图 5-26 (a) 所 示 的 Simulink 模型 ， 将 
受 控 对 象 模型 设置 成 1/|s(s 十 1)3]。 


sx PP 
HE 


kk:! 
| 寺 $ sts+l)(s+1Xs+US+1) 
Step Zero 一 Pole ”cope 


全 .ODSs+1 








日 s 1 


和 
Te SeC) 


(aj Simulink 仿真 模型 (文件 名 : c5mopt1,mdh (b) 各 种 控制 器 的 响应 比较 


图 5-26 PID 控制 器 仿真 模型 及 控制 效果 
在 MATLAB 命令 窗口 输入 ocd 命令 ， 则 可 以 启动 最 优 控制 器 设计 程序 得 出 
如 图 5-25 所 示 的 界面 。 在 Select a Simulink model 编辑 框 中 填写 c5mopt1， 在 Specify 
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Variables to be optimized 编辑 框 中 填写 Kp,Ki,Kd， 在 9imulation terminate time 栏目 
填写 30， 单 击 Create File 按钮 ， 则 可 以 自动 生成 目标 函数 的 MATLAB 如 下 : 

function y=optfun_2(x) 

aSSignin(Cbase:，:KP,X(L) ); 

asSignin(:base:，'Ki,X(2) ) ; 

asSSignint?base:，'Kd:,Xx(3) ) ; 

Lt_time,Xx_state,y_out]j=sim(:c5mopt1l:, [0,30.000000] ) ; 

y=y_out (end) ; 


其 中 2~4 条 程序 将 优化 变量 赋 给 MATLAB 工作 空间 中 开 ，Ki, Kad， 第 5 条 语句 在 当 
前 到 向 量 的 参数 下 对 Simulink 模型 进行 仿真 ， 第 6 条 语 自 将 ITAE 值 赋 给 输出 y， 完 
成 目标 函 数 的 计算 。 

单 击 Optimize 按钮 则 可 以 开始 寻 优 过 程 。 若 同时 打开 Simulink 模型 中 的 示波器 ， 
则 可 以 直接 地 观察 寻 优 过 程 。 经 过 寻 优 ， 可 以 得 出 使 得 ITAE 指标 最 小 的 PID 控制 
器 为 Ce(s) = 0.2583 二 0.0001/s+0.7159s/(0.01s 二 1)， 其 中 积分 器 加 权 系 数 为 0.0001 
可 以 忽略 , 故 可 以 理解 成 PD 控制 器 。 在 该 控制 器 下 系统 的 闭环 阶 跃 响应 如 图 5-26 (b) 
所 示 。 可 见 ， 设 计 出 的 最 优 控 制程 序 设计 出 的 控制 器 是 令 人 满意 的 。 
例 5-43 最 优 控制 程序 不 限于 简单 PID 类 控制 器 的 设计 ， 假设 有 更 复杂 的 控制 结构 ， 
比如 如 图 5-27 所 示 的 事 级 PI 控制 器 。 传 统 的 方法 需要 先 设 计 内 环 控制 器 ， 再 设计 外 
环 控制 器 ,这 里 将 介绍 用 OCD 同时 设计 串 级 控制 器 的 方法 。 






外 环 滤 波 器 


图 5-27 双 闭 环 直流 电机 拖 动 系统 框图 


要 解决 这 样 的 问题 ， 需 要 建立 起 如 图 5-28 所 示 的 Simulink 仿真 模型 。 注 意 在 该 
模型 中 定义 了 4 个 待定 参数 ，Kpl, Ki1, Kp2, Ki2， 并 定义 了 误差 的 ITAE 指标 ,输出 
到 输出 端子 1 上。 启动 OCD, 在 Select a Simulink mode| 编辑 框 中 填写 c5model2.mdl， 
在 >pecify Variables to be optimized 编辑 框 中 填写 Kpl,Kil ,人 KP2 ,Ki2， 并 在 9imulation 
terminate time 栏目 填写 终止 时 间 0.6， 则 可 以 单 击 Create File 按钮 生成 描述 目标 阴 
数 的 MATLAB 文件 ， 再 单 击 Optimize 按钮 ， 则 可 以 得 出 JITAE 最 优化 设计 参数 为 
Fnpl = 37.9118，Kil = 12.1855，Kba = 10.8489，Kia = 0.9591， 亦 即 外 环 控 制 器 模型 
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图 5-28 串 级 控制 的 Simulink 仿真 模型 (文件 名 : cmodel2.md]) 


为 Geli(s) 三 37.9118 十 12.1855/5， 内 环 控 制 器 为 Cea(s) = 10.8489 十 0.9591/s。 在 这 
些 控制 器 下 系统 的 阶 跃 响应 曲线 如 图 5-29 所 示 ， 可 见 系 统 响应 还 是 很 理想 的 。 


5.5.4 最 优 控制 一 般 问 题 求解 程序 RIOTS 简介 
基于 MATLAB 的 RIOTS 程序 (Recursive Integration Optimal Trajectory 
Solver) 6 是 求解 一 般 最 优 控制 问题 的 较 实用 的 程序 。 假 设 受 控 对 象 的 状态 方 
程 模型 为 
zt) 三 大 ( 丰 了 ,也 ) (5-5-11) 


根据 该 程序 ， 最 优 控制 一 般 问 题 的 数学 描述 为 1 


纪 
Injin an Pr) 十 | /人 了 dt (5-5-12 ) 
1 (tt) 云 O b 
9eitz,U) 入 0 
ao st gse(tzea)0 
tm (入 妈 ( 有 入 WA 人 tl 


性 0 ,7 <Z0 入 了 P0 ,AM 


可 见 , 很 多 最 优 控制 中 的 目标 函数 ， 如 线性 二 次 型 最 优 控制 都 可 以 用 这 样 的 一 般 
模型 描述 。 从 给 出 的 系统 模型 、 目 标 函数 和 约束 条 件 可 以 看 出 ， 这 里 涉及 很 多 已 
知 函 数 和 数值 ， 见 表 5-4。 

定 维和 矩阵 mea 需要 首先 给 出 ， 该 矩阵 是 由 双 列 的 形式 给 出 ， 第 一 列 给 出 
定 维 的 编号 ， 第 2 列 为 该 编号 的 定 维 值 。 对 应 的 定 维 向 量 值 的 定义 为 郊 = 
PTio x， xmo]， 其中, 7 为 受 控 对 象 的 阶 次 ，p 为 输入 路 数 ，m 为 输入 变 
量 扣 数 ，x 表示 目前 保留 的 维 数 ， 可 以 给 出 任意 值 。n。 为 目标 函数 的 个 数 ， 默 认 
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前 





23() 一 人 人 人 人 一 
20U 
150 
100 
0 
0 2 _ 
0.1 0U.2 0.3 0.4 .3 0.0 


图 5-29 拖 动 系统 最 优 控制 阶 跃 啊 应 
表 5-4 Riots 程序 参数 和 用 户 冰 数 表 


函数 数学 描述 调用 格式 说 明 
sys_init | ?aeq 7zeq=sySs_init 定 维 初 始 化 
sys_h 疡 (了 ,20) V=SyS_h(yaea yt ) 受 控 对 象 模 型 描述 
sys_g go(zo,gf) | We8ye_g(raeq ,too0，zHf) 终 疹 郑 数 
sys 上 了 ,1 W=sys_1(7zeq ,tt ,一 ,1 动态 目标 函数 


sys-dg | 09( 划 zu) | [gzo,ger,gt]=sys-ag(rteq,t,zo,zi) | 终端 函数 导数 


sys_d1 Di zt [!z ,1 ,it]=sys.dl(7zec tao0y2f) 动态 目标 畏 数 导数 
sys_dh ophnftzea) | [4h,Bhj=sys_dh(meo taoyoef) 系统 函数 导数 


值 为 1。 例 如 ,者 茶 系 统 的 状态 变量 个 数 为 6,， 输 入 路 数 为 1， 目标 函 数 的 个 数 为 
1， 则 定 维 算 阵 可 以 写成 mso=[1,6; 2,1; 6,1]。 
为 加 快 最 优化 的 速度 ,还 可 以 提供 这 里 涉及 的 函数 导数 ， 即 


0 97;( , 1 
4n 2 人 已 《， 上 三 一 一 一 一 一 D-D-13 
ht 人 (2 7) 3 (2 3 ( ) 

， 9 了 1 9 人 1) 
=) 三 一 一 一 一， 包 .0 三 一 一 一 一- 5-5-14 
9097; 9 Q? 估 ) 
， 09(t 沁 0， 也) ， 909 人 tb 已 f， 全 

9zo( 划 二 0 cr 起 二 本 (5-5-15 ) 


其 中 , 17 = 1 2 天 三 12.,D， 而 它们 对 上 的 导数 无 需 定义 。 定 义 了 这 
些 羡 数 乙 后 ,就 可 以 调用 riots() 函数 来 求解 最 优 控制 问题 了 。 该 函数 的 调用 格 
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[wu ,2 , 门 =riots(2Zo ,tuUo ttnUM, pars, [ai ,mv Ka] ,Ka) 


其 中 ，zo 和 ?uno 为 初始 状态 和 初始 输入 , 上 为 用 户 选 定 的 时 间 疝 量 。 从 计算 量 的 角 
度 考虑 , 上 问 量 不 宜 选 择 过 多 的 点 , 在 选 定 的 点 以 外 可 以 考虑 用 样 条 函数 进行 插 
值 。mmi 为 最 大 允许 的 欠 代 次 数 ,mv 为 防止 导数 变化 过 大 引入 的 约束 ，Aa 为 导数 
约束 的 情况 ,者 选择 非 零 的 Ka 则 可 以 略 去 sys_dg(), sys-dal() 和 sys_dh() 等 
函数 的 调用 。K。. 是 算法 选择 ,一 般 可 以 选择 为 6。 得 出 的 w, 2 为 计算 出 的 输入 信 
号 和 状态 变量 的 仿真 结果 ，j 为 计算 出 的 目标 函数 值 。 

由 于 在 计算 时 计算 点 选择 较 少 ， 直接 由 plot (t,_) 等 命令 绘制 出 的 曲线 较 
粗糙 ， 所 以 需要 采用 sp-plot (t,u) 命令 绘制 样 条 插值 曲线 。 


例 5-44 考虑 文献 [18] 中 给 出 Boeing 747 的 着 陆 模型 


_0089 -~219 0 0319 0 0 0 0.0327 
0.076 -0217 -0166 0 0 0 0.0264 0.151 
_0.602 0327 -0975 0 0 0 0.227 “0.0636 
zt 一 | 0 0.15 1 0 0 0|zb+| 0 0 | vt 
0 1 0 0 0 0 0 0 
1 0 0 0219 0 0 0 


yy 所 = | -0.089, 0, 0, 0, 0, 0jz 人 十 [|0,，0.0327]t 人 (人 


设计 的 目标 是 使 得 在 女 = 10 时 ， 状 态 变 量 ze(t) = 10， 其 他 状态 变量 收敛 于 0， 则 可 
以 选 定 季 优 控制 的 目标 邓 数 为 
tf 
min 一 10000| =(t) - [0,0,0, 0, 0， 101||， 十 | 1100 的 十 妈 (人 b)a 人 ] dt 
4 0 

试 求 出 该 模型 的 最 优 控制 。 
求解 分 析 该 问题 ， 可见 该 系统 有 6 个 状态 变量 ， 有 两 路 输入 信号 。 由 于 可 以 不 提供 各 
个 导数 函数 ， 所 以 sys-dg()，sys-dl1() 和 sys-dh() 函数 无 需 给 出 ， 这 时 需 将 Fa 选择 
成 非 零 整 数 ， 如 选择 1]。 这 样 ， 可 以 写 出 下 面 的 一 些 MATLAB 也 数 来 描述 整个 问题 

function neq=SySs_init(params ) 

neq=[1,6; 2,2; 12,6] ; 

function Xdot=SyS_h(neq,,X)) 

A=[-0.089,~2.19,0,0.319 ,0 ,0， uU.0176,-~0.217,-0.166,0,0,0; 

-0.602,0.327,-0.975,0,0,0; 0,0.15,1,0,0,0; 
0,1,0,0,0,0; 1,0,0,0,2.19,0] ; 

B=[0,0.0327; 0.0264,-0.151; 0.227,0.0636; 0,0:， 0,0; 0,0] ; 

XQot= 丰 本 X 二 及 水 电 ， 

function Z=SyS_1(nedq,t,X，U) 

C=[-0.089，0，0,， 0,， 0, 0]; D = [10，0.0327] 

ay=L*#X+Dyku;i Z=10*k10*ay~2+171 水 | 
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和 下 


function J=sys_g(nedq, 七 ,XO ,X 了 fy) 
J=10000*normCxft-[L[0，0，0，0，0，10] 7) ; 
求解 整个 问题 时 ，7mi 应 该 设置 成 较 大 的 数值 ， 如 100， 这 样 才 能 够 保证 得 出 的 控 
制 收敛 。 使 用 下 面 的 命令 来 求解 整个 最 优 控 制 问题 ， 经 71 次 迁 代 ， 可 以 得 出 最 优 控制 
言 号 和 最 优 状 态 轨 还 ， 如 图 5-30 所 示 。 
>> N=10; xo=[0; 0; 0; 0; 0; 0j ;tt=[o:10/N:10] ，u0=zeros(2 ,N+3-1) ， 
Lu,x,ftj = riotskx0o,uo,t, 口 ,D, 口 ,[i00，0，1] ，4); 
spP_pPlot(t，,u) ，figure; SP_P1lot(t,X) 


13 10 
10 | 


Mt) 6 





5 


” 才 
22 ( 芭 ) 
0 ~ -一 一 zz 
LEE 、 人 一 一、 
。 | 了 
-1 -一 一 一- -4 一 
了 手 6 节 10 0 过 和 4 四 & 10 
(a) 控制 信和 号 (b) 状态 变量 


多 5-30 计算 出 来 的 最 优 控制 与 状态 信和 号 


5.5.5 ”参数 不 确定 系统 的 最 优 控制 器 设计 


假 议 系统 的 某 些 参数 在 已 知 区 间 内 变化 ， 则 可 以 考虑 采用 Minimax 最 优 
化 问题 求解 。Minimax 问题 的 一 般 描 述 方法 为 


./ 一 miitl max 有 (2p】 (05-5-16) 
i (下 
4mr 蕊 避 
及 dz 三 吾 。。 
人 St 第 入 如 所 了 NM 
全 ( 纪 ) 乏 0 


Ceu (cr)=0 


式 中 ， 目 标 函 数 是 一 个 向 量 函 数 。 该 问题 的 物理 含义 是 ， 找 到 一 个 使 得 一 组 目标 
因数 下 (z) 最 情 况 (表示 为 取 最 大 值 ) 的 最 优 值 最 小 。 该 问题 有 两 种 求解 方法 ， 
苇 中 一 种 是 将 内 部 的 求 取 最 大 值 部 分 变 成 一 个 单一 的 目标 函数 问题 ， 另 一 种 方法 
是 直接 调用 fminimax() 男 数 直接 求解 Miniinax 问题 。 
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和 烛 和 二 


[zz ,Hot ,flag,cj=fminaimax(F,Z0 4, 万 ,4ed, 忆 ezZm,ZM:CF ,OPT,PpI,Dpa ，……) 


在 控制 问题 中 ,可 以 考虑 引入 Miniinax 问题 ， 假设 对 某 不 确定 系统 来 说 ， 能 
驶 寻 找到 某 个 控制 器 ,使 得 该 控制 器 对 不 确定 系统 模型 中 控制 效果 最 差 的 系统 都 
能 达到 最 好 的 控制 效果 ,这样 承 能 得 到 对 不 确定 系统 的 满意 控制 。 


例 5-45 考虑 一 个 不 确定 电机 模型 GUs] - | 其 中 Ce f0.13]， 若 控制 信号 


iu 人 (| 入 4， 试 设计 出 一 个 最 优 的 PD 控制 器 。 
求解 由 于 受 控 对 象 含有 积分 器 ， 所 以 在 控制 器 中 没有 必要 含有 积分 项 ， 这 样 PD 控 
制 就 能 较 好 地 控制 该 系统 。 搭 建 一 个 PD 控制 的 框图 , 如 图 5-31 所 示 。 其 中 输入 信和 号 
采用 变 阶 梯 信 号 ， 变 化 范围 最 大 暂 定 为 5。 所 以 在 优化 时 将 Un 参数 设置 成 5 仿真 时 
设置 成 1。 


了 


cd4mmnastep 





一 一 -一 一 -一 一- 一. 一 - -. 


图 5-31 不 确定 系统 比例 控制 仿真 框图 (文件 名 : c5mmax.md]) 
依据 该 仿真 模型 ， 可 以 写 出 多 目标 的 目标 函数 为 


tunction y=c5minmax(X,ZVec 】 
asslgnin('base”，'KP',x(1)); assignin('base:，'Kd，,x(2))， yy= |] ; 
for Z=ZVecC 

asSignin(base:，,:Zz),Z) ， 

[t ,xX_Sys,y_out]=sim(:c5mmax:, [0,1.5])， yy=[yy,y_out (end ,1)] : 
end 


y=yy; 4% 退回 各 个 不 确定 参数 下 的 一 组 日 标 函 数值 


选 定 一 组 6 = [0,0.3,0.6,0.9]， 利 用 上 面 编写 的 目标 邓 数 ， 则 可 以 求 出 最 优 的 控 
制 器 参数 为 = 12.8763， 天 4 = 1.5099。 

>> ZVec=l0:0.3:0.9] ; u0=5: 

Xx=fminimax(@c5minmax, [ii1,D, 口 , 口 , 口 , 口 , 口 , 口 , 口 ,zvec); 

当然 ， 在 目标 函数 内 部 求 出 每 个 5 下 原 目标 函数 的 最 大 值 ， 则 同样 的 问题 可 以 调 
用 一 般 枝 优化 问题 的 求解 方法 来 求解 ， 另 外 ， 通 过 实践 可 以 看 出 ， 如 果 能 将 目标 虽 数 
设置 威 所 有 样本 的 ITAE 值 的 和 ， 则 可 能 得 出 更 好 的 控制 效果 。 这 时 需要 将 目标 函数 
修改 成 
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”和 


function yY=Cc5minmax1(Xy,ZVecC ) 
assignin(:base，'KP? ,X(CL) ) ; 
assignin(base，,:Kd:,x(2));yy=[; 
Tor Z=ZVecC 
assignin(base”，?Z) ,>Z) | 
Lt,X_SyS,y_outj=sin(c5mnmnax”,[D,1.5]); yy=[yy,y_out(end ,1t)]; 
eDnd 


y=sum(yy); 7 页 接 将 其 转换 成 单 月 标 冰 数 最 优化 问题 


这 时 ， 用 求解 无 约束 最 优化 的 方法 调用 fniinunc() 函数 可 以 直接 求解 该 问题 ， 得 
出 控制 器 参数 为 开 ，-- 12.8194. Fa = 2 1185。 在 对 本 例 的 求解 中 ， 由 这 种 方法 求解 的 
速度 明显 快 于 前 面 的 Minitmax 来 解 和 数 . 

>> X=fminunc(e@c5minmnax1l，[1;1]，, 口 ,zvecy)》， 

在 得 出 的 本 例 控制 器 作用 下 ， 可 以 对 该 5 变化 范围 内 一 些 备 选 的 值 进行 仿真 ， 并 
恢复 多 阶梯 驱动 信号 ， 则 得 出 的 仿真 结果 如 图 5-32 (aj 所 示 。 可 见 ， 在 此 控制 器 作用 
下 ， 不 确定 系统 的 时 域 响应 曲线 是 令 人 满意 的 : 


>> ZVec2=[0:0.1:1.2]; u0=1; 4 选择 另 一 组 《 值 
for Z=ZVec2 ， 


[t,X,y]=sim('c5mmax”, [0,20]::; plotGt,y(: ,2))，holdq on 











ena 
-| | _ 
_ 2 | 
| | | 
| | 
| 
国 入 
-1 ] + 一 4 一 -一 0.1 
[一 一 一 -一 一 -二 | 上 -=--- 一 -一 
和 3 0 1 了 2 0 3 ] 避 1 
(a) 不 确定 系统 啊 应 (D) dc = -0.2.1.5 时 响应 


图 5-32 不 确定 系统 的 时 域 响 应 曲线 


青 选 择 6 E (0,0.9) 区 域外 的 两 个 值 ,C= -0 和 56=15， 可 以 用 同样 的 比例 控 
制 颖 进行 控制 ,控制 效果 如 图 5-32 (b) 所 示 。 可 见 , 这 时 的 结果 仍然 较 好 ， 故 该 方法 具 
有 一 定 的 品质 鲁 棒 性 。 
>> Z=L1.5; [上 比 ,xX,y]=sim(:c5mnmnax，，[0,20] )， plottt:,y(: ,2))，hold on: 
Z=-0.1; 比 ,x,y]=sim(:c5mmnax: ,50C,20])， plJotkt:y(:，2)) 


呈 志 曙 晤 中 
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是 和 和 和 


5.6 “习题 与 思考 题 
1 求解 能 转换 成 多 项 式 方程 的 联 立 方程 ， 并 检验 得 出 的 高 精度 数值 解 的 精度 。 


。 0 2 一 220 一 4727122 一 22 

2 一 二 3 2 3 .2 2 

| 人 加 1 2 23 
VD 一 7Z 十 372z2 一 2421/ 


2 试用 图 解法 求解 下 面 的 一 元 和 二 元 方程 ， 并 验证 得 出 的 结果 。 
(由 三 7) 一 e 一 (Z 十 1) 十 丈 /2 sinf(5z 十 2)， O) (人 __ (z? 十 1 十 je 一 2 


3 用 数值 求解 函数 求解 习题 2 中 方程 的 根 ， 并 对 得 出 的 结果 进行 检验 。 
4 斌 绘制 下 列 开 环 系统 的 根 轨迹 曲线 ， 并 确定 使 单位 负 反馈 系统 稳定 的 天 值 范围 。 


玫 (s 十 6)(s 一 6) 3 十 25 十 
TGSs) = -一 SS) 二 人 
由 Cs) ss 十 3)(s 十 4 一 省 )(s 十 4 一 当 ) 加 G05) 人 癌 十 5 十 14s2 十 8s 
@cts)= : | 引 Cc(s) = 站 


(s212600 + s/26 二 1; s2(s 十 10)(s2 十 10s 十 50) 
5 绘制 下 面 状 态 方程 系统 的 根 轨迹 ,确定 使 单位 负 反馈 系统 稳定 的 天 值 范围 。 


-15 -13.5 -13 0 1 

I0 0 0 

2z0=| 0 1 0 ilzo+|iuoybo=mooazg 
0 0 1 0 0 


1 
日 


7 旋 求 解 下 面 的 无 约束 最 优化 问题 。 


6 试 求 出 使 得 | (er - cz)?dz 取得 柜 小 值 的 < 值 。 


| 100(zz 一 Z1) 十 (一 xz1) 十 90(za 一 z 引 十 (1 一 zz 多 2 十 
7 10.1 (za 一 1 十 (zz 一 1)2] 二 19.8(za 一 1(z。 一 了 


8 考虑 Rastrigin 函数 08 (ziyzz) 一 20-HzZ? 十 Z2 一 10(cosrz1 十 cosTz2)， 试 用 三 维 
曲面 绘制 该 函数 的 函数 值 ， 选 择 初 值 求 取 该 函数 的 最 小 值 ， 并 理解 全 局 最 优 解 和 
局 部 最 优 解 的 概念 以 及 最 优 解 对 初 值 的 依赖 关系 。 


9 考虑 一 个 简单 的 一 元 函数 最 优化 问题 求解 ，F(z) = zsin(10rz) +2, ze (1 92)， 
试 求 出 几 z) 取 最 大 值 时 z 的 值 。 已 知 ， 该 函数 图 像 有 很 强 振荡 ， 所 以 采用 常规 
最 优化 方法 时 ， 郑 初 值 选择 不 当 往往 会 得 出 局 部 最 小 值 。 要 求 在 本 题 求解 中 ,在 

< (-12) 区 间 内 随机 选择 40 个 初始 点 ， 按 照 图 5-33 中 给 出 的 流程 编程 ,用 循环 
的 分 式 从 每 个 初始 点 出 发 进行 搜索 ,得 出 全 局 最 优 和 解 。 
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开始 
选择 40 个 初始 点 和 癌 量 z 


疆 [ [ 
调用 fminsearchf) 国 数 由 初 
值 z0 求 最 优 解 ， 返回 zl ,yi 
| 大 帮 和 加 大 小 ,着 户 < 记 
则 令 wm 一 共 1， 并 记 实 一 Y1 


5-33 ” 求 取 全 局 最 优 解 的 参考 程序 框图 





让 
诗 








1]0 如 斥 对 象 模型 含有 纯 时 间 延 迟 环 节 , 试用 最 优 控制 器 设计 程序 设计 出 ITAE、IAKE、 
ISE 等 最 优 指标 下 的 PID 控制 器 ， 并 比较 控制 效果 。 


_ | ] 村 
1) Ca0s) = 一 一 一 ee CU(s) = 一 30s 
由 at5) (s 十 1)(2s 十 1 Cl (17s 十 1)(6s 十 1) 


假设 受 控 对 象 模型 由 外 迟 微分 方 各 “一 区 20 01y(b) + 给 出， 
并 用 PI 控制 器 对 系统 施加 控制 ， 斌 将 其 榨 制 转换 为 最 优化 问题 进行 求解 ， 得 出 最 
优 PI 控制 器 参数 ， 并 绘制 出 系统 的 阶 跃 响应 曲线 。 如 果 想 减 小 闲 环 系统 的 超 调 量 
则 可 以 引入 约 东 条件， 将 原始 问题 转换 为 有 约束 最 优化 问题 的 求解 ， 试 对 该 问题 
进行 求解 。 


已 知 爱 控 对 象 为 一 个 时 变 模 型 +e 8 昌 十 esin(28 二 6)g(b = 一 2 扩 ， 试 设 
计 一 个 能 使 得 IITAE 指标 最 小 的 PI 达 制 器 并 分 析 闭 环 系统 的 控制 效果 。 设 计 最 
优 控 制 和 发 需 要 用 有 限 的 时 间 区 间 去 近似 ITAE 的 无 穿 积 分 ,所 以 比较 不 同 终止 时 
间 下 的 设计 是 有 意义 的 ， 试 分 析 不 同 终止 时 间 下 的 PI 控制 器 并 分 析 效 果 。 如 果 不 
有 用 ITAE 指标 而 采用 IAE, ISE 等 ， 设 计 出 的 控制 器 是 什么 ? 控制 效果 如 何 ? 





] 


Im 


] 


[~ 


Je 
1 十 -一 一 
13 试 为 受 控 对 象 模型 P0 G(s) - 一 :十 上 设计 最 优 控 制 器 。 


1: 试用 图 解法 求解 下 面 的 非 线性 规划 问题 ， 并 用 数值 求解 算法 验证 结果 。 


3 2 > 
rin (十 23 一 471 十 人 4 
区 1 一 了 2 十 总之 蝇 
PE St. 一 z7 十 rz2 一 120 
Z1 之 0.r2 之 [0 
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和 


15 试 求解 下 面 的 线性 规划 问题 。 


侦 min 一 371 十 47ro 一 273 十 574 (2) min Z6 十 7 
471 一 T2 十 2r3 一 04 一 一 2 T1 十 贡 2 十 了 3 十 宙 4 一 入 
TY1 十 2 一 了 3 十 274 扩 14 一 2IZ1 十 2 一 菩 3 一 了 6 十 下 7 一 
St， 全 St. 
271 一 4372 一 了 3 一 了 4 之 一 了 本 允 2 十 风 3 十 实 5 十 并 7 一 得 
zl,2,3 之 一 lz4 无 约 东 7Z1,2,…- ,7 安 避 


16 试 求解 下 面 的 二 次 型 规划 问题 ， 并 用 图 示 的 形式 解释 结果 。 
中 Il 27z? 一 47172 十 472 一 xi 一 3Zo2 (2C)Jmin (71 -一 1)“ 十 (za 四 2)” 


zZ1 十 Z2 六 3 一 了 1 十 了 2 一 ] 
人 SS 才 立 1 十 了 入 9 人 SS Ti1 十 ZI2 扩 之 


1,2 之 0 T1,2 之 属 


17 斌 求解 下 面 的 非 线 性 规划 问题 。 


山 min ezl(4Z1 十 272 十 4rlzo 十 2z2 十 了 
Ti 十 T2 到 和 
一 交 172 十 1 十 T2 之 1.5 
172 之 一 10 
-10 乏 zl,z2 近 10 





1 了 .5 
(2) InaX 5 ZTlZ2(1 十 Z5) 十 Z374 | 1 十 
0.003079z1z>yz5 一 cosd 2620 CO3 灾 6 必 5 


0.101773x4 一 ZE cos3 z6 字 0 
0.09939(1 十 z5)zzz? 一 cos2 r6y0 

m st.4 0.1076(31.5 二 z5)zacz2 一 zacos2z620 
7374(tT5 十 31.5) 一 Z5[2(z1 十 5) cos z6 十 Z17225]0 
0.2 乏 zl 所 0.5，14 乏 zz 所 22，0.35 芝 zs 七 0.6 
16 乏 7Z4 近 22,，5.8 乏 zs 斥 6.5, 0.14 乏 rz6 挟 0.2618 


18 求解 下 面 的 整数 线性 规划 问题 。 


(由 Iax (592zl 十 381zs 十 273za 十 55z4 十 487zs 十 377ze 十 23z7) 
灾 之 吕 


35347r1 十 2356zro 十 1767z3 十 5897r4 十 528s 十 45 1Zz6 十 30477 入 119567 


1 十 Z2 十 Z3 一 30 


zz4 十 东 5 十 了 6 一 18 
T1 十 4 一 10 
7T2 十 YY5 和 18 
T3 十 了 6 之 30 


Z1，… ,6 之 如 


19 试 求解 下 面 的 0-1 线性 规划 问题 ， 并 对 @、@@ 题 用 穷 举 方法 检验 得 出 的 结果 。 
(由 mill (57z1 十 fYZ2 十 10z3 十 374 十 TZ5 


1 一 TY2 十 573 十 Z4 一 4C5>2 
一 271 十 6r2 一 3r3s 一 274 十 2750 
了 SS 

一 2T72 十 273 一 和 4 一 5 所] 


U 所 zi 所 1 


和 


。 押 本 
CC min (一 3z1 一 47o 一 5323 十 404 十 4z5 十 276)， 人 ) Imax 天 
袜 1 一 们 6 祥 吕 6 
册 、 

1 一 了 5 区 人 人 5. 和 00 
To 一 了 4 入 0 | 

卫 St Ta2 -了 75 入 0 
:工人 吨 一 耿 4 入 人 


PIT 十 2 十 工 3 扩 之 
0 大 2 三] 


其 中 了 =11898.440,22507,270, 14148.3100, 4650.30800,615, 4975, 1160, 4225, 510)， 
11880, 479, 440, 490, 330, 110,560. 24355, 2885. 11748, 4550,750, 3720, 1950, 10500|， 


4 二 45 0 85 1o06595o30l00 40aa20U 0Uc2oUUcob loo 0 820 0 0 0 100 
13020125 5 80253573 12 151540 5 101012 109 .020 60 405036 49 40 19 150 


20 忆 知 下 列 各 个 高 阶 系统 传递 函数 模型 ， 试 求 出 最 优 降 阶 模型 。 
10 十 3s 十 138s< 十 38“ 10s3 一 60s2 十 110s 十 60 











为 《51) 三 一 一 一 志 亲 一 一 一 一 一 一 一 一 
由 C(5)= 1 十 s 十 282 十 1.5s3 十 0.5s4 1 0] sL 十 17s“ 十 82s2 十 130s 十 100 
j 十 必 . 二 S 
3 Cr 4 -- 一 -一 一 -一 -一 一 -一 -一 一 一 一- 一 一 -一 -一 
号 (9) = ] 十 2.2835s 二 1.875s2 + 0.780353 十 0.125s4 十 0.008355 
24.1467z”-- 67.7944x< + 63.4768> - 19.820 
GD co- 67z- 2 十 9.8209 











:4 -3.6193z3 十 4.9124z2 - 2.9633z 十 0.6703 
21 考虑 时 间 最 优 控制 问题 ,假设 系统 的 状态 方程 模型 为 2 


二 (1 二 -72fm 二 abDaa 人 
za( 人 二 af173( 区 十 aa 人 
Za3ft) -一 一 丰 交 宇 人) 3) 


-1.zra(0) 二 117z3(0) = 10. ， 如 果 输 入 Mt 科 1， 试 求 出 达到 控制 


初 值 为 rif0) = 
= 0， zi(t) +z2(tt) 一 三 -1=:0 的 最 小 时 间 才 与 控制 信号 wi(t)。 


目标 za3(tf) 
0.1134e -9572 0.924 
178s2 二 448s 十 1 2.07s 十 于 
5 考虑 多 变量 系统 模型 B3 Crs] 二 f8s< 十 448s 十 1] 2.07s 十 于 前 置 抵 
0.3378e- 一 0.318e 一 2 


人 ro 


0.36152 上 1.09s 了 1 2.93s 十 ] 
_0.41357 ”2.6537  、 _  、 
阵 五 = 1133  _09so569| 可 实现 初步 解 罩 ， 试 选择 适当 的 目标 函数 ,设计 
出 系统 的 最 优 PI 或 PID 控制 崔 。 
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第 和 章 一 一 一 一 一 
关 分 方程 问题 的 计算 机 求解 


类 似 于 微分 方程 , 兰 分 方程 在 控制 理论 研究 中 也 有 很 重要 的 地 
位 ,尤其 是 现在 日 益 广 泛 应 用 的 计算 机 控制 技术 的 建 达 发展， 使 得 状 
分 方程 和 离散 系统 的 研究 受到 很 多 的 关注 。 本 章 6.1 节 首 先 给 出 状 
分 方程 的 - 般 概 念 ， 介 绍 四 种 线性 大 分 方程 的 类 型 ， 即 目 回 妥 模 型 、 
自如 轨 各 态 历 经 模型 、 月 回归 请 动 平 均 各 态 历经 模型 和 Box-jJenings 
模型 ， 并 给 出 离散 线性 系统 的 表示 方法 。6.2 节 对 线性 时 变 系统 和 
一 般 非 线性 差分 方程 模型 给 出 递 推 求 解 方法 的 MATLAB 实现 与 
Simulink 建 模 本 求解 方法 及 用 Simnujlink 仿真 的 方法 理论 上 可 以 对 
任意 的 离散 系统 、 混 杂 系 统 进 行 仿真 分 析 。6.3 节 介 绍 系统 辨识 的 相 
关内 容 ,首先 介绍 最 小 一 乘 辨 识 算 法 和 基于 MATLAB 的 系统 辨识 
问题 求解 方法 ， 并 介绍 基于 AIC 准则 的 系统 阶 次 辨识 方法 ， 以 及 辨 
识 用 激励 信号 -一 仿 随 机 二 进 制 序列 信号 的 生成 算法 及 其 在 系统 办 
识 中 的 应 用 ,最 后 介绍 递 推 最 小 二 乘 辨 识 算法 和 有 色 噪 声 下 的 辨识 方 
法 ,为 后 面 介 绍 的 目 适 应 控制 芮 定 基础 。6.4 节 介 绍 自 校正 控制 的 算 
法 与 基于 MATLAB/Sinujink 的 仿真 方法 ,首先 给 出 Diophantine 
方程 求解 的 算法 与 程序 ， 并 系统 介绍 最 优 预报 方法 、 最 小 方差 控制 算 
法 、 极 点 配置 的 控制 算法 等 ,并 将 辨识 技术 和 控制 技术 相 结 合 得 出 自 
校正 的 构造 算法 , 介绍 基于 MATLAB/Simulink 的 设计 和 仿真 方法 。 
还 将 介绍 一 个 较 好 的 目 通 应 控制 系统 设计 与 仿真 程序 。6.5 节 将 介绍 
模型 预测 控制 方法 和 广义 模型 预测 方法 的 设计 方法 和 仿真 方法 。 


6.1 老 分 方程 与 离 敢 系统 传递 函数 模型 


6.1.1 差分 方程 的 分 类 


第 系数 线性 产 分 方程 的 一般 形式 为 
VE 十 ay 一 了 下 +asylK 一 2 人 1 二 十 an 人 一 有) 王 
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人 


一 并 (KE 一 加 下 十 pu 人 一 Q 一 天 十 十 Dnu(E 一 QG 一 吧 十 1 《6-1-1) 


其 中 了 为 采样 周期 。 和 微分 方程 描述 的 连续 系统 类 似 , 这 里 的 系数 a; 和 六 也 古 芝 
数 , 所 以 这 类 系统 称 为 线性 时 不 变 离 散 系统 。 另 外 , 对 应 系统 的 输入 信号 和 输出 信 
号 也 可 以 由 w(KT) 和 YORKT) 表示 。xw(KT) 为 第 大 个 采样 周期 的 输入 信和 号 ，V(K 厂 ) 
为 该 时 刻 的 输出 信号 。 为 方便 起 见 ， 简 记 yb = VCKT)， 且 记 YE 一 人 了 为 
zy 一介 ,， 则 前 面 的 差分 方程 可 以 简 记 为 


zy 人 (有 十 ay 人 tt 一 T 十 aoy(t 一 2) 十 十 ang 人 一刀 ) 


(6-1-2 ) 
一 DiU 人 一 q) 十 bu 一 Q 一 贡 十 :十 Du 一 人 一 人 十 


后 面 关 于 离散 差分 方程 的 描述 均 用 这 样 的 简 记 表达 形式 。 利 用 Z2 变换 的 重要 
性 质 ， 双 yt 一 陪 ] 三 2 多 [人 ]， 可 以 将 前 面 给 出 的 差分 方程 改写 为 


(1+aaiz 十 … 十 aa2 7) UV 人 三 (加 十 bz 十 十 bm2 utE 一 四 (6-1-3) 


其 中 yy 和 wu(b 更 严格 地 应 该 写成 〖(z) 和 Y(z)， 这 里 沿用 很 多 文献 的 简 记 方 
法 ， 仍 表示 成 y( 划 和民 坟 的 格式 。 该 方程 可 以 进 -- 步 表示 为 
4(z 人 三 至 (zu 一 dg (6-1-4) 
其 中 
4(z ) 王 1 二 aaz 十 :十 anz7 
再 (z  ) 一 市 十 bz 十 :二 bm 
由 于 应 用 领域 的 不 同 , 通 第 可 以 将 差分 方程 描述 的 模型 分 为 四 类 特殊 的 形式 ， 
本 节 将 简要 介绍 各 种 不 同 的 模型 头 型 。 
1. 目 回 归 模 型 


自 回归 (AutoRegressive，AR) 模型 又 称 为 时 间 序 列 (time series) 模型 ， 其 
数学 表示 为 


(6-1-5) 


yy 十 Qy 直 一 二 十 02g 丰 一 2 二 十 angy 址 一 人 二 0 (6-1-6) 


其 中 yt 一 大 ) 为 信号 在 天 个 采样 周期 前 的 值 。 寿 想 求解 此 差分 方程 , 则 可 以 采 
用 如 下 的 递 推 公 邢 


y 从 一 -aag 人 -Tag ongt 站 (6-17) 


(这 分 方程 与 离散 系统 传递 泗 数 模型 .287 
亦 即 ， 当 前 的 y 值 可 以 由 前 个 采样 周期 的 值 递 推 得 出 。 另 外 ,由 式 (6-1-6) 中 描 
述 的 离散 差分 方程 模型 ,利用 2 变换 的 延迟 性 质 多 [wlt - 虽 ] = zx 人 简 
记 y(b = 允 y(b]， 则 可 以 将 原 方程 表示 为 


4(z yy 人 三 0, 其 中 4(z7-=1+aaz 1 十 aoz 2 十 :十 az (6-1-8) 


大 3y( 世 为 实测 数据 ， 则 得 出 的 差分 方程 难免 会 存在 误差 , 这 时 AR 型 差分 方 
程 可 以 更 一 般 地 写成 


UV/ 十 2 ] ) 十 Q2V(t 2 ) 十 十 Qnz 人 it 一 7 一 E (6-1-9) 


其 中 者 每 个 方程 的 误差 {fe(p)} 构成 的 随机 过 程 为 Gauss 过 程 ， 即 st) 的 均值 为 
0,， 方志 为 c”, 则 该 信号 又 称 为 白 品 声 信 和 号 。 

2. 日 回归 各 态 历经 模型 

目 回归 各 态 历经 (AutoRegressive eXogenous，ARX) 模型 的 数学 表达 式 为 


V( 电 十 ay( 人 一 1 十 azy 人 一 2) 十 十 any( 仁 一 辣 ) 
一 0 人 一 动 十 pu 一 0 一 1) 十 bt 一 d 一 十 1 十 < 人 
(6-1-10) 
其 中 ,，{e(b)} 仍 为 白 噪 声 信 号 。 这 类 模型 可 以 通过 Z 变换 写成 


4(z  )gy( 昌 三 (z ut 一 ad) 十 < 人 (6-1-11) 


却 中 , 4(z 一 ) =1 十 alz 十 :十 oz 甩 (2 昌 二 页 十 加 z1 十 .十 训 mm+1。 
3. 目 回 归 滑动 平均 各 态 历经 模型 
考虑 ARX 差分 方程 模型 ， 若 方程 的 误差 e(t) 不 是 白 噪 声 ， 而 是 有 色 品 
声 信号， 则 可 以 将 有 色 噪 声 e( 表示 成 白 品 声 信和 号 < 人 的 形式 ， 即 令 eft) 三 
C(z js(b， 这 样 的 模型 称 为 自 回 归 滑 动 平均 各 坊 历经 (AutoRegressive Moving 
Average eXogenous，ARMAX) 模型 , 这 时 原 差 分 方程 模型 可 以 改写 成 


4(z  )y 提 三 局 (zu 一 四 十 CU(z -Et (6-1-12 ) 


式 中 , 4(z ) =1 十 aiz7 十 :十 az (2 二 和 十 馈 2 十 .十 > 一 ml 
CI(z 一 ) 一 1 十 clz71 十 :十 ckzK。 

4. Box-Jenkins 模型 

将 ARMAX 模型 两 端 除 以 4(z-)， 则 可 以 写成 





) dt 一 二 十 本 TITTE 人 (6-1-13 


<88 第 6 章 差分 方程 问题 的 计 民 机 求解 
可 见 二 者 的 分 母 是 一 致 的 。 对 这 样 的 模型 进一步 进行 一 般 化 表示 , 即 设 二 者 的 分 
母 是 不 同 的 , 则 可 以 得 出 下 面 的 差分 方程 模型 ， 该 模型 称 为 Box-Jenkins 模型 
厂 (z ) D(Uz- ) 
以 本 4(z-1) CT 








zt 一 Q) 十 (6-1-14) 


6.1.2 ”离散 系统 传递 函数 模型 


2.4.3 节 曾 提 到 了 差分 方程 和 离散 传递 机 数 的 概念 , 但 并 未 给 出 二 者 之 间 的 直 
接 关 系 ， 只 侧重 于 如 何 用 MATLAB 语言 表示 ,这 里 将 更 系统 地 介绍 离散 系统 的 
震 分 方程 模型 和 离散 传递 函数 之 间 的 关系 式 。 推 导出 和 式 (6-1-10) 直接 对 应 的 离 
族人 传递 函数 模型 为 


恕 (> 一 ) = - 1 十 bz 十 十 Dm2zT -dd 
十 Q12- 十 Go2z- 十 :十 QZ 


注意 , 这 里 的 表示 和 2.4.3 节 的 表示 是 不 同 的 , 但 是 二 者 之 间 有 显著 的 关系 。 
如 果 将 该 传递 函数 分 子 和 分 母 同 时 乘 以 ， 则 可 以 得 出 2.4.3 节 的 一 般 形 式 。 由 
于 这 里 给 出 的 形式 更 适合 于 离散 系统 研究 ,所 以 本 节 将 全 面 采 用 式 (6-1-15) 中 的 
离散 传递 图 数 模型 。 

其 他 形 却 的 差分 方程 模型 可 以 表示 成 传递 函数 的 互联 形式 ， 例 如 ，Box- 
Jenkins 模型 可 以 认为 由 两 个 传递 函数 模型 


(6-1-15) 





刀 i(z-) 一 (6-1-16) 


分 别 对 w(b 和 <(b) 信号 进行 处 理 ， 其 结果 信和 号 相 加 得 出 系统 的 输出 信和 号 y(。 


6.2 ”离散 系统 的 求解 方法 


如 果 系 统 的 传递 函数 模型 由 式 (6-1-15) 给 出 ， 且 系统 的 输入 Z 变换 也 能 写成 
关于 2 的 有 理 式 ， 则 可 以 将 输出 信号 的 Z 变换 看 成 离散 传递 函数 模型 ， 这 样 就 
能 用 脉冲 啊 应 的 函数 impulse() 或 Simulink 的 形式 求解 该 系统 。 若 系统 由 状态 
方程 给 出 , 还 可 以 用 递 推 公式 直接 求解 该 方程 。 本 节 还 将 演示 基于 MATLAB 的 
非 线 性 离散 系统 与 连续 、 离 散 混 合 系统 的 数值 求解 方法 。 


6.2.1 线性 时 变 系统 的 数值 解法 
线性 时 变 系统 状态 方程 一 般 可 以 写成 
人 ZK 二 1) 一 下 (FE)zZ(KE) 十 GUO)U(R) 


Z(0) 一 Z0 (6-2-11) 
VB) 一 CR)ZD(R) 十 夯 (P)JCR) 


6.2 离散 系统 的 求解 方法 


丰 和 学 上 


可 见 ， 采 用 递 推 方法 ， 则 
Z(1) 一下 (0)zo 十 CGO)ULO) 
Z(2) 王 下 (1z(I) 二 GT) 三 天 ( 巧 天 (0)zo 十 五 (GO)CO) 十 G(L)U(TL 


最 终 可 以 直接 得 出 
z( 有 ) 一 三代 一 1) 严 ( 人 一 纺 下 (0)zoTG(K- 了 (KE 一 1 


十 五 (天 一 0 二 OICCOCO) (6-2-2) 
由 Po CGO 


7 一 1 
人 7 一 ?十 工 


并 一 二 
= | FoO)zo+ 
7 一 





一 0 


若 已 知 五 (个 ,G(G)、 则 可 以 通过 上 面 的 递 推算 法 直接 求 出 离散 状态 方程 的 解 。 
从 数值 求解 的 角度 看 ,还 可 以 用 友人 代 方 法 求解 本 方程 , 即 从 已 知 的 z(0) 根据 方程 
式 (6-2-1) 推出 z(1),， 再 由 (1) 计算 z(2).、.…， 这样 就 可 以 得 出 系统 在 各 个 时 刻 
的 状态 。 可 见 ,， 人 迭代 法 更 适合 计算 机 实现 。 
例 6-1 试 求解 离散 线性 时 变 系 统 


WE 


2Z1(0) 四 1 加 ] 太一 0.2.4 
下 习 = 上 有 | 1 大王 13.5... 
求解 采用 人选 代 方法 ， 可 以 用 下 面 的 循环 结构 立即 得 出 状态 变量 在 各 个 时 刻 的 值 ， 如 
图 6-1 所 示 。 





多 6-1 离散 时 变 系 统 的 啊 应 曲线 


>> XO=Ll1; 1 X=XO0， 
for KX=O:100 


站 
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if rem(k ,2)==0，U=1;i else，u=-l; end 
F=[0 1; 1 cog(kxpi)]j;i G=[sin(k+rpi/2); 1] ; 
X1=F*XO+GFyru，XO=Xl，，X=[Xx Xlj] ; 
81| 


subplot(211) ，stairs(x(1,:))，SsSubplot(212) ，Stairs(x(2，:)) 


6.2.2 ”线性 时 不 变 系统 的 解法 
线性 时 不 变 系 统 有 环 ( 丰 一 … :三 五 (0) = 下 ,GE) = = G(0) = G, 由 式 
(6-2-2) 可 以 芯 即 得 出 
K--1 
Z(K) 一 五 zzo 十 >》 一 Gu 人 (6-2-3) 
?= 日 
由 于 计算 机 数学 语言 并 不 能 直接 求 出 上 是 变量 形式 时 五 * 的 解析 表达 式 ， 所 
以 用 上 述 的 表达 式 无 法 求 出 状态 变量 的 解析 解 ， 必 须 考 虑 其 他 的 方法 。 
再 重新 考虑 式 (6-2-1),， 两 喘 同 时 求 Z 变换 ， 则 可 以 得 出 
大 (2 一 (z 工 一 瑟 ) 一 [zzm(0) 十 GUI(z)] (6-2-4) 
这 样 可 以 推 寻 出 离散 状态 方程 的 解析 解 为 
z(K) 一 区 -|(z 了 -五 ) 一 zz(0) + 全- |( 了 一下) 一 GDU(z) (6-2-5) 
如 果 已 知 离散 系统 的 传递 函数 模型 ， 则 还 可 以 考虑 采用 2.5 节 中 介绍 的 传递 
国 数 2 反 变 换 方法 求解 其 解析 解 。 
例 6-2 己 知 某 离 散 系 统 的 状态 方程 如 下 ， 试 求 出 各 个 状态 阶 跃 响应 的 解析 解 。 
11/6 -5/4 3/4 -1713 4 
1 1 0 0 |z(0DO+|| wo，zo=a 
0 0 14 0 0 
求解 直接 套用 下 面 的 公式 ， 则 可 以 求解 出 状态 方程 的 解析 解 为 
>> F=sym([11/6 -5/4 3/4 -1/3; 1000;01200;0041/40])， 
G=Sym([4; 0 0; 0]jJ); Syms Z Xi U=ztrans(SYym(CL) ) ; 


Z( 大 十 1) = 


X=iZztrans(inV(Z*eye(4)-F)*GrU,Z, 攻 ) 
从 而 得 出 各 个 状态 的 解析 解 为 
-12(8 十 大 十 大)(1/2) 十 48(1713 六 十 48 
24( 一 8 十 KK 十 2K2)(1/2 关 十 144(1713 关 十 48 
24(--10 十 3 一 A)(172) 关 十 216(173) 
12(--14 十 5K 一 KJ)(1/2 关 十 162(173) 十 6 


z( 有 ) 一 
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省 


6.2.3 ”一 般 非 线性 离散 系统 的 求解 方法 
假设 已 知 差分 方程 的 显 式 形式 ， 即 
V 人吉 一 了 VLtt 1 )， VLt 一 7 LU 人 ， 四 tt 7 ) (6-2-6) 


则 可 以 通过 递 推 的 方法 直接 求解 该 方程 ,得 出 方程 的 数值 解 。 
例 6-3 假设 离散 非 线性 系统 可 以 表示 为 
yt 一 1 十 117(E 一 2) 

yt 二 1] 十 WE 一 1)” 十 0.27( 一 2) 十 0.4z/(f 一 3) 
并 假设 输入 信号 为 正弦 输入 ut = sin(t， 采 样 周期 为 了 = 0.05， 斌 求解 该 方程 的 数 
值 解 。 
求解 引入 一 个 存储 向 量 0， 其 三 个 分 量 加 yo 和 V0.3 分 别 表示 VE 一 3)，V( 人 一 2) 
和 8 人 一 1 在 每 一 步 递 推 后 更 新 一 次 yo 向 量 。 这 样 ， 用 下 面 的 循环 结构 就 可 以 求解 
该 方程 ， 并 绘制 出 输入 信号 和 输出 信号 的 曲线 ,如 图 6-2 所 示 。 可 见 ， 在 正弦 信号 激励 
下 ， 非 线性 系统 的 输出 会 产生 畸变 ， 这 与 线性 系统 响应 是 不 同 的 。 

>> yYO=Zeros(1 ,3); T=0.05:; t=0:T:4*pi;i uU=Ssin(t) ; 
for 1i=1:1ength(t) 
y4i)=(y0(3) “2+1.1*y0(2))/(1+y0(3) 2+0.2*y0(2)+0.4*y0(C1))+..， 
0.1+*uti); yo=[y0(2:3)，y(i)]; 


十 0.12( 站 


end 


PJlLot(t,y ,tu) 





0 2 4 6 8 1 12 14 


狗 6-2 ” 非 线性 离散 系统 数值 解 曲线 
Siimujink 下 提供 的 z 模块 可 以 产生 一 步 延 迟 ， 即 由 3 一 2) 信号 可 以 得 出 延迟 
二 gy 人 t 一 下 一 1 这样 可 以 搭建 出 如 图 6-3 所 示 的 仿真 框图 。 这 时 得 出 的 仿真 结果 与 
外 语 匈 得 出 的 结果 一 致 。 
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本 六 | 





图 6-3 ” 非 线 性 离散 系统 的 Simulink 模型 (文件 名 : c6mnonl.md]) 


从 求解 过 程 看 ,似乎 用 Simulink 模型 求解 比 语句 求解 烦琐 得 多 ,这样 的 比较 
类 似 于 前 面 关 于 微分 方程 求解 .然而 Simnulink 求解 更 能 适用 于 一 般 情 况 , 即 其 中 
含有 非 线性 模 协 等 特殊 情况 。 下 面 给 出 的 问题 求解 方法 是 用 语句 难于 求解 的 ,但 
用 Simnujlink 方法 可 以 容易 求解 。 


6.2.4 连续 、 离 散 混 合 系统 的 仿真 方法 


连续 系统 由 微分 方程 表示 ， 而 离散 系统 由 差分 方程 表示 , 在 某 些 应 用 中 经 常 
会 遇 到 整个 系统 中 某 些 功 能 由 连续 系统 描述 ， 另 一 些 功能 由 离散 系统 描述 。 例 如 ， 
连续 党 反对 象 的 计算 机 控制 就 是 常见 的 例子 ,其 控制 器 是 离散 的 。 如 果 不 借助 工 
具 很 难 对 其 求解 ,我 们 可 以 借助 Simujlink 对 混合 系统 进行 建 模 并 仿真 。 
例 6-4 考虑 例 5-41 中 给 出 的 计算 机 控制 系统 模型 ， 其 中 ,控制 器 模型 是 离散 模型 ， 采 
样 周期 为 了 了 秒 ，0O 瑟 为 零 阶 保持 器 ， 而 受 控 对 象 模 型 为 连续 模型 ， 试 对 这 样 的 连续 、 
离散 混合 系统 进行 仿真 分 析 。 
求解 由 Simujink 可 以 容易 地 绘制 出 整个 系统 的 仿真 框图 ， 如 图 6-4 所 示 。 该 模型 中 
使 用 了 几 个 变量 ，a, 7T， zl1, pl, 玉 ， 其 中 前 两 个 参数 需要 用 户 给 定 ， 后 面 3 个 参数 需要 
由 控制 器 模型 计算 。 在 第 一 个 零 阶 保持 器 模块 中 ,设置 其 采样 周期 为 了 ,在 其 他 的 零 
阶 保 持 器 和 离散 控制 器 模型 中 ,为 简单 起 见 ， 采 样 周期 均 可 以 填写 -1， 表 示 其 采样 周 
期 继承 其 输入 信号 的 采样 周期 ， 而 不 必 每 个 都 填写 为 了。 

对 某 爱 控 对 象 Q = 0.1 来 说 ， 如 果 选 择 采 样 周期 为 卫 = 0.2 秒 ， 则 可 以 用 下 面 的 
语句 绘制 出 系统 阶 跃 响应 曲线 ， 如 图 6-5 (a) 所 示 ， 其 中 使 用 阶梯 图 表示 输出 信号 的 采 
样 结果 。 

>> TI=0.2; a=0.1; Zl=exp(-0.1*T); Pl=exp(-T); K=(1-pt)/(t-z1t) ; 

[t,x,y]=sim('c6mcompc” ,20); 启动 仿真 过 程 ， 得 出 仿真 结果 
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是 












kz 一 z1) 


(z-p]) ， ] 和 SCs+al) 


Zero 一 OUrder Discrete Lefo-(jrder Zero-Pole 
Hold Zero- Pole Holdj] 


妃 











Zero-GOrder 
Heold2 


图 6-4 计算 机 控制 系统 的 Simulink 表示 (文件 名 : c6mcompc.md]) 


plot(t,y(:,2)); hold on; stairs(t,y(:,1)) X 连续、 离散 输 出 





一 一 一 


3 10 





(a}) 开 王 0.2 秒 (b) 人 三 1 秘 


图 6-5 不 同 采 样 周期 下 系统 的 阶 妈 啊 应 


和 考 店 更 大 的 采样 周期 荆 王 工 秒 ,可 以 用 下 面 的 语句 绘制 出 系统 的 阶 路 响应 曲线 ， 
如 图 6-5 (b) 所 示 ， 可 见 在 条 样 周 期 较 大 时 ， 连 续 信 号 和 其 采样 信号 相差 很 大 。 
>> T=1; zl=exp(-0.1*T); P1=exp(-T); X=(1-pt)/(1-z1);， % 控制 器 参数 
[t ,xyY]=simC: cmcompc: ,20) |; % 仿真 
plot(t,y(: ,2)); hold on: Stairs(ty(: 1)) 人 
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从 实测 的 系统 输入 笨 出 数据 或 其 他 数据 , 用 数值 的 手段 重 构 系 统 数学 模型 的 
办 法 称 为 系统 辨识 。 在 实际 应 用 中 , 可 以 采用 许多 方法 从 给 定 的 系统 响应 数据 ,如 
时 域 啊 应 中 的 输入 和 输出 数据 或 频 域 响应 的 频率 、 幅 值 与 相位 数据 等 拟 合 出 系统 
的 传递 函数 模型 , 但 由 于 这 样 的 拟 合 有 时 解 不 惟一 或 效果 较 差 ， 故 一 般 不 对 连续 
系统 数学 模型 进行 直接 辨识 ,而 更 多 地 对 离散 系统 模型 进行 辨识 。 如 果 需 要 系统 
的 连续 模型 ， 则 可 以 通过 离散 异型 连续 化 的 方法 ,转换 出 系统 的 连续 模型 。 本 节 
侧重 介绍 离散 系统 的 辨识 方法 ， 并 给 出 通过 选择 有 效 的 M 序列 输入 信和 号 激励 系 
统 ， 改 进 辨识 精 度 的 方法 ， 还 将 介绍 辨识 模型 阶 次 选择 准则 和 基于 最 小 二 乘法 的 
递 推荐 识 方 法 。 
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本 


6.3.1 ”离散 系统 的 最 小 二 乘 辨识 


考虑 式 (6-1-10) 中 给 出 的 ARX 差分 方程 模型 ， 如 采 在 方程 中 存在 误差 ， 则 
它 对 应 的 差分 方程 可 以 坟 展 为 


yy (十 aagy 信 一 ] 十 aa 人 一 2) 十 十 ng 人 (一 郊 ) 


(6-3-1) 
一 bizu(t 一 d) 十 bo22 人 (tt 一 以- 一 ] ) 十 … 十 butt 一 Q 一 人 十 1 ) 十 Et) 


其 中 <() 为 辨识 的 残 差 信号 ， 该 信号 为 白 噪 声 信 和 号 。 
假设 已 经 测 出 了 一 组 输入 信号 芭 = |u(),u2) 2) 和 一 组 输出 信和 号 
4 一 (LV(2)， 24) 则 由 陈 (6-3-1) 可 以 立即 与 出 


yl) = 一 alVy(0) 一 一 an 一 7) 十 Du 一 Jo 十 十 buU(2 一 人 一 d) 十 E(1) 
yj(2) 三 一 QT 一 … 一 anV(2 一 7 十 DC2 一 dd 十 十 pmuU3 一 人 记 一 dg) 十 E(2) 
yOM) = -oag0M4-D 一 oa- 二 DaCM 一 da 


二 .十 Du T+L1-m 一 dd 二 es 


其 中 % 均 和 ?的 当 上 二 乏 0 时 的 值 均 假设 为 零 。 上述 方 程 可 以 写成 矩阵 形式 


y 一 更 0 十 E (6-3-2 
其 中 
0 UVIL-D UVUU-d MU 一 人 一 gd 
而 0 和 2 一 的 和 2 (6.3 3) 
OUT VON 一作 OAMT UL 
8 = [一 ai, 一 ao ;一 ab，el = [人 ,es(CO)] (6-3-4) 


有 
为 使 得 残 差 的 平方 和 最 小 , 亦 即 ruin >,s?(i， 则 可 以 得 出 待定 参数 9 最 优 
估计 值 为 

0 一 [下 -1 玉 7 (6-3-5) 


因为 该 方法 是 以 对 残 差 的 平方 和 进行 最 小 化 而 求解 的 ， 故 这 样 的 方法 又 称 为 最 小 
二 琴 法 。 


6.3 离散 系统 的 办 识 


和 


MATLAB 的 系统 辨识 工具 箱 中 提出 了 各 种 各 样 的 系统 辨识 函数 ， 其 中 ARX 
模型 的 辨识 可 以 由 arx() 函数 加 以 实现 。 如 果 已 知 输 入 信号 的 列 向 量 ， 输 出 信 
号 的 列 同 量 y， 并 选 定 了 系统 的 分 子 多 项 式 阶 次 一 1 分 母 多 珊 式 阶 次 对 及 系 
统 的 纯 沛 后 d,， 则 可 以 通过 下 面 命令 辨识 出 系统 的 数学 模型 。 

了 =arXx(C[L zt，[ rr,dq]) 
该 吨 数 将 直接 显示 辨识 的 结 条 ,上 且 所 得 的 也 为 一 个 结构 体 , 其 全 . 吾 和 了 .4 分 别 
表示 办 识 得 出 的 分 子 和 分 母 多 项 式 模 型 。 

MATLAB 的 系统 辨识 工具 箱 中 提供 了 -个 arx() 国 数 ,可 以 直接 用 来 辨识 
式 (6-3-1) 中 的 数学 模型 , 这 里 将 通过 例子 来 介绍 离散 系统 的 辨识 问题 求解 方法 。 
例 6-5 假设 已 知 系统 的 实测 输入 与 输出 数据 如 表 6-1 所 示 ， 试 根据 这 些 数据 办 识 出 
求解 假设 系统 分 子 和 分 母 阶 次 均 为 二 则 可 以 根据 这 些 数据 辨识 出 系统 的 传递 函数 
模型 。 首 先 将 系统 的 输入 输出 数据 输入 到 MADAB 的 工作 空间 ， 然 后 可 以 直接 调用 
arx(t) 也 数 辨识 出 系统 的 参数 。 


表 6-1 已 知 系统 的 输入 输出 数据 






















[t 1 让 UL 人) 2 划 
0 1.4601 0 16 | 1483 | 16411 
0.1 0.8849 0 1.7 L4335 | 14.336 
0.2 1.1854 8.7606 1.8 1.0282 | 157 
0.3 1.0887 13.194 1.9 1..1149 18 118 
0.4 1.413 17.41 2 0.7463 17 784 
0.5 1.3096 17.636 2.1 0.9822 18.8] 
0.6 1.0651 18.763 2 .2 1.3505 15 : 
0.7? 0.7148 18.53 2.3 0.7078 13.7 
0.8 1.3571 17.041 2.4 0.8111 14 818 
0.9 1.0557 13.415 2 .5 0.8622 13.235 
1 1.1923 14.454 2.6 0.8589 12.299 
1 .1 1.3335 14.59 2.7 1 183 11.6 14.764 
1.2 1.4374 16.11 2.8 0.9177 11 607 15.498 
1 .3 1.2905 17.685 2.9 0859 | 413766 14.679 
1 .4 0.841 19 .498 3 0.7122 14 .195 16.655 
1 .5 1.0245 19.593 3.1 1.2974 13 763 16.63 











>> u=tl.4601,0.8849,1.1854,1.0887,1.413,1.3096,1.0651,0.7148  ，.， 
1T.3571,1.0557,1.1923,1.3335,1.4374,1.2905,0.841 ,1.0245 ,... 
T .4483 ,1.4335 ,1.0282,1.4149,0.7463,0.9822 ,1.3505 ,0.7078 , .,， 


230 第 6 章 . 差 分 方程 问题 的 计生 机 枯 用 
0.8111,0.8622 ;0.8589 ,1.183,0.9177 ,0.859,0,.7122,1.29174，,.， 
1.056 ,1.4454,1.0727,1.0349,1.3769,1.1201,0.8621 ,1.2377,，.，. 
1.3704,0.7157 ,1.245 ,1.0035 ,1.3654,1.1022,1.2675,1.0431] ， ; 
y=[0,0,8.7606,13.1939,17.41,17.6361,18.7627 ,18.5296,17.0414,... 
13.4154,14.4539 ,14.59,46.14104,17.6853 ,19.4981 ,19.5935 , . ,， 
16.4106 ,14.3359 ,15.7463,18.1179,17.784,18.8104,15.3086 ,，. . ， 
13.7004,14.8178,13.2354,12.2993,11.6001,11.6074,13.7662,，, .， 
14.1595 ,13.763,11.8713,13.8566,14.6944 ,17.8659 ,17.6543 , ... 
16.6386,17.1071,16.8373,14.643,15.0862 ,16.8058 ,14.7641 ,，,，, ， 
15.4976,14.679,16.6552,16.6301]j ， ，; 
t1=arx(C[Ly,uj ,[4,4, 1 可 ) 这样 就 可 以 得 出 分 子 分 母 均 为 四 阶 的 传递 也 数 
由 该 通 数 得 出 的 结果 如 下 所 示 
Discrete-tine IDPOLY modqel: A(q)ytt) = BCq)ukt) + e(t) 
AGq) =1- q"-1+0.25 q”-2+0.25 q"-3 - 0.125 q"-4 
B(q) = 4.83e-008 q"-1 + 6 q"-2 - 0.5999 q"-3 - 0.1196 q--4 
ESst1limatedq Using ARX 


Loss function 7.09262e-010 and FPE 9.92966e-010 
Dampling 1InterVval: 1 


由 显示 的 参数 可 知 系统 模型 为 


cf(z-= 4.83 x 10 一 > 一 十 6z 一 一 0.5999z-3 一 0.1196z-1 
1 一 z 一 十 0.25z 一 十 0.25z-3 一 0.1252z 一 4 


4.83 x 10 一 zx 十 622 -- 0.5999z -~ 0.1196 
24 一 2 十 0.25z2 十 0.25z 一 0.125 
事实 上 ， 上 述 的 数据 是 由 例 2-37 给 出 的 模型 直接 生成 的 ， 经 过 比较 可 以 发 现 ， 二 
者 还 是 很 相近 的 。 另 外 ， 用 系统 响应 数据 是 不 能 准 识 出 系统 的 采样 周期 的 ， 故 上 述 系 
统 采样 周期 为 ] 的 信息 是 不 确切 的 。 系 统 采样 周期 需要 用 表 6-1 中 给 出 的 时 间 信 息 来 
确定 。 比 较 正 规 的 辨识 方法 是 ， 用 iddata() 函数 处 理 办 识 用 数据 ， 再 用 tf() 朋 数 提 
取 系 统 的 传递 水 数 模型 


亦 即 (z) = 


| 


>> U=iddata(y,u,0.1); %0O.1 为 采样 周期 
T=arx(U, [4,4,1]); % 系统 辨识 
H=tf(T); G=H(1) % 将 辨识 结果 转换 成 离散 传递 函数 模型 
从 而 得 出 系统 的 传递 函数 模型 为 Clz) - 3 10 和 十 6z< -0.5999z -- U.1196 
六 一 2 十 0.25z2 十 0.25z 一 0.125 
直接 用 tf() 末 数 转换 出 来 的 传递 函数 模型 是 双 输 入 传递 函数 短 阵 ， 其 第 一 个 传 


已 


6.3 .离散 系统 的 辨识 
递 函 数 是 所 需要 的 传递 永 数 ， 第 2 个 是 从 误差 信号 <([) 到 输出 信号 的 传递 函数 ， 这 里 
可 以 忽略 掉 。 
其 实 落 不 直接 使 用 系统 办 识 工 具 箱 中 的 arx() 函数 ， 也 可 以 立即 用 式 (6-3-3) 和 
式 (6-3-5) 直接 瓣 识 系统 的 模型 参数 


>> Phi=[Lo;iy(l:end-t)] [0;0;Yy(C1:end-2)]，..， 
[0;0;0; y(Cl:end-3)] [0;0;0;0;y(Ct:end-4)] ，.，. 
Lo;ukCl:end-t)] [ooiuGliend-2)]，..， 
[0;0;0; ui:end-3)] [0;0;0;0;ufl:end-4)]];， YX 建立 于 
theta=Phi\y / 办 识 出 结果 ， 其 中 更 \2 即 可 求 出 最 小 二 乘 解 


这 时 可 以 办 识 结 果 向 量 为 9 = [1,--0.25. 一 0.25,0.125,.0, 6, -0.5999, --0.1196 ] 工 ， 由 该 
向 量 可 以 改写 成 
>> Gd=tf(theta(5:8): ,[1,-theta(1:4) ,Ts ,0.1) % 重建 传递 函数 模型 
一 5.824 x 10- >” 十 6z- 一 0.5999z -- 0.1196 


3 。 ] 、 2 三 一 一 一 一 一 一 一- 。 
从 而 办 识 出 系统 模型 为 CT 人 (2 24 -2 十 0.252z22 十 0.25z 一 0.125 


6.3.2 ”辨识 模型 的 阶 次 选择 


从 前 面 介 绍 的 辨识 函数 可 以 看 出 ,者 给 出 了 系统 的 阶 次 ， 则 可 以 得 出 系统 
的 辨识 模型 。 但 如 何 较 好 地 选择 一 个 合适 的 模型 阶 次 昵 ? AIC 准则 (Akaike's 
information criterion) 是 一 种 实用 的 判定 模型 阶 次 的 准则 ， 其 定义 为 [23| 


十 (6-3-6) 
RAY 


式 中 A7 为 实测 数据 的 组 数 ，6 为 符 辩 识 参数 癌 量 ,大 为 需要 辨识 的 参数 个 数 。 可 
以 用 NIATLAB 函数 v=aic( 瑟 ) 来 计算 辨识 模型 互 的 AIC 准则 的 值 v， 其 中 
妃 是 由 arx() 图 数 直 接 得 出 的 idapoly 对 象 。 若 计算 出 的 AIC 较 小 ,例如 小 于 
--20,， 则 该 误差 可 能 对 应 于 损失 函数 的 10710 级 别 , 则 这 时 mm ,md 可 以 看 成 是 系 
统合 适 的 阶 次 。 

例 6-6 再 考虑 例 6-5 中 的 系统 办 识 问题 ， 试 选择 合适 的 系统 阶 次 。 

求解 由 表 6-1 中 给 出 的 实际 数据 可 见 ， 在 输入 信号 作用 下 ,输出 在 第 3 步 就 可 以 得 出 
非 零 的 值 ， 所 以 延迟 的 值 以 不 应 该 超过 2。 这样 只 需 探讨 d = 0,1,2 几 种 情况 ， 而 在 每 
一 种 情况 下 ， 可 以 用 循环 语 外 尝试 各 种 准则 的 值 ， 得 出 表 6-2。 


>> U=iddqata(y,u,0.1); %0.1 为 采样 周期 
for nh=1:7，Tfor m=1:7 





Ad 
、 ] 。 工 7。 
ATIC 一 jg 攻 忆 >》 el 站 je (0.0 


?一 ] 
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有 


T=arx(U, [In,m,0]); TAicoGn,m)=aic(T) ， 
T=arx(U, [n,m,1]);， TAicl(n,m)=aic(T) ; 
T=arx(U, [pn,m,2]); TAic2(n,m)=aic(T) ; 


end ，ena 


表 6-2 不 同 阶 次 组 合 下 的 AIC 准则 值 







































































































延迟 步 数 为 @=0 
mn 4 7 
1 1.3487 一 0.23458 | 一 0.63291 一 2.61 
2 1.2382 一 2.0995 -2.3513 -7 了.4246 
3 1.0427 一 2.8743 一 3.4523 一 7.7328 
4 1.0223 一 7.8505 --10.504 一 20.946 
5 1.0079 一 10.025 一 13.396 一 21.002 
6 1.0293 -一 13.658 --18.931 -21.125 
7 0.98503 一 16.607 一 20.701 一 21.088 
延迟 步 数 为 @ 一 1 
1 一 0.25541 | -0.66303 | 一 1.0494 一 1.57 一 2.6414 一 3.4085 
2 一 2.1263 一 2.3685 一 4.9326 一 5.2359 一 7.4658 一 7.6678 
3 一 2.8886 一 3.4758 一 5.4795 一 5.6407 -7.7744 一 7.9316 
4 一 7.8839 一 10.53 一 20.733 一 20.973 -20.984 | 一 20.9737 
5 一 10.034 一 13.406 一 20.971 一 21.002 一 21.037 | 一 21.0356 
6 一 13.694 一 18.965 一 20.982 一 21.037 一 21.148 | 一 21.1105 
7 一 16.6423 | -20.7387 | -21.0160 | -21.0324 | -21.1105 | -21.1115 








延迟 阔 数 为 @ 一 2 
1] | -0.29215 | -0.70464 | 一 1.0849 一 1.6057 一 2.6827 一 3.415 一 3.5863 
2 一 2.1672 一 2.4101 一 4.9737 一 5.2763 一 7.477 -7.7083 | -10.2034 
3 一 2.929 -3.5109 一 5.5163 一 5.6663 一 7.8124 一 7.9722 | 一 10.5894 
4 一 7.9075 一 10.57 一 20.775 --21.013 一 21.026 -21.015 】」 一 20.9850 
5 一 10.07 一 13.438 一 21.011 一 21.036 一 21.079 一 21.077 | -21.0617 
6 一 13.71 --18.991 一 21.023 一 21.078 一 21.184 一 21.149 | -21.1646 
7 | -16.6792 | 一 20.7794 | -21.0574 | -21.0736 | -21.1488 | -21.1444 | _21.1393 


衣 中 ,将 AIC 值 低 于 --20 的 组 合 全 部 用 阴影 表示 。 对 三 种 d 的 组 合 , 可 见 (4,5, 0)， 
(4 4 1) 和 (43,2) 均 是 合适 的 阶 次 选择 ， 它 们 分 别 对 应 的 模型 为 
_1、_ 一 2.114x10-" 二 3.09x10-6z-1 十 6z-2 一 0.5999z-3_0.1196z-4 
Za450(z ) = - - - 
] 一 2 十 0.25z-“ 十 0.25z-3 一 0.125z 一 4 
4.83x10- 2 十 6z- 2 -0.5999z-3 -0.1196z-4 


五 2 一 
441(2  ) 1 一 z1 十 0.25z 2 下 02523 012524 
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间 时 和 和 和 和 下 是 是 二 于 时 性 是 里 者 时 甸 学 里 里 生 血 量 时 电 血 开 量 里 电 





.32 (2 ) = 一 


若 选 择 (5;5,0) 阶 次 组 合 ， 则 可 以 得 出 如 下 的 辨识 模型 
站 Li -1074x10 一 2.343x10 “> 二 6z 一 -0.6166z 一 一 0.1182z 
550 (2z 1 一 1.003z-1-0.2528z-2 二 0.24922-3 一 0.1256z 一 4 十 0.0003231z 一 5 
从 得 出 的 结果 看 ， 分 母 上 相当 于 加 了 一 个 很 小 的 z-5 项 ， 其 他 项 的 参数 与 
Da450(z) 的 分 母 差 不 多 ， 所 以 在 实际 办 识 中 没有 必要 选择 一 个 高 的 阶 次 。 事 实 
上 ,555o(z ) 的 AIC 值 和 BE45o(z  ) 相 比 没有 显著 改善 , 所 以 应 该 采用 一 个 较 低 


的 阶 次 组 合 。 


6.3.3 ” 离 艇 系统 辨识 信号 的 生成 


从 前 面 给 出 的 例子 可 以 看 出 ,辨识 信号 产生 的 方式 是 : 先 产 生 一 组 48 个 输入 
信号 ,用 该 信号 激励 原始 的 传递 图 数 模型 则 可 以 得 出 输出 信号 。 利 用 这 些 信和 号 
进行 辨识 ， 就 可 以 辨识 出 系统 的 离散 传递 本 数 模型 。 然 而 , 这 样 辨 识 的 结果 有 一 
定 的 侦 差 。 

伪 随 机 二 进 制 序列 (pseudo-random bjinaryv sequence, PRBS) 信和 号 是 用 于 线 
性 系统 辨识 的 很 重要 一 类 信号， 以 后 将 演示 PRBS 信和 号 在 辨识 中 的 应 用 。PRBS 
信和 号 的 生成 方式 较 特 殊 ， 可 以 按照 图 6-6 中 移 位 寄存 器 的 方式 生成 , 每 一 个 时 钟 
脉冲 进行 一 步 问 右 移 位 。 左 面 第 一 个 寄存 器 ci 的 值 由 ck 和 c，, 的 “和 ”更 新 , 即 
c 一 所 息 cns 帮 ck cn 相同 , 则 和 为 0 相 异 则 和 为 1。 如 果 想 避免 逻辑 运算 ， 可 
以 将 ci 表示 成 cx 二 cn 的 模 二 余数 。 这 里 随 着 寄存 器 个 数 允 的 不 同 ，cx 的 选择 也 
不 同 ,， 具体 选择 可 以 参考 表 6-3。 








表 6-3 PRBS 信和 号 的 寄存 器 表 





(2.3,4) 或 (4.5;6) 
4 或 5 


全 


[ 






图 6-6 PRBS 信号 生成 的 移 位 寄存 器 表示 10 


例 6-7 试 选择 4 个 寄存 器 生成 PRBS 信和 号。 
求解 可 以 令 cl,ca,ca:cd4 寄存 器 的 初 值 均 为 1， 且 选 尽 一 3， 则 这 样 由 下 面 的 语句 即 
可 以 生成 15 位 的 PRBS 信号 ， 如 图 6-7 (aj 所 示 。 

>> M=[LL1 1 1 ，c=Mi kk=3; mn=4: 
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和 本 


for 1i=1:12，cl=remnkc(k)+cGn) ,2);， c=[fctcGt:n-1)]j;i M=[M,cl] end 
stairs(M) ，ylLimnC[-0.2,1.2j]) 





0 2 二 6 8 10 12 ]4 16 


5 .310 15 2 
(a) 初 值 c 三 上 ,1 11] (Pb) 初 值 c 三 [1 0, 1 
图 67 PRBS 信和 号 波形 图 


若 寄 存 器 的 参数 值 不 是 c = |,1,1,H， 也 可 以 用 下 面 语 自生 成 所 需 的 PRBS 信 
妃 ， 如 图 6-7 (bj) 所 示 。 可 见 ， 图 6-7 (aj 的 信号 是 该 信号 的 一 个 部 分 。 由 下 面 语 自 可 以 
生成 周期 为 16 的 更 多 输入 序列 值 ， 如 图 6-7 (b) 所 示 。 
>> M=[0 0 1 1 ;， c=M;，，k=3; Dn=4:; 
for i=1:20，cl=rem(c(k)+c(n) ,2); c=[cl,c(1:n-1)]，M=[M,cti]，end 
stairs(M) ，ylimn(C[-0.2,1.2]) 
利用 系统 辨识 工具 箱 中 的 辨识 信号 生成 函数 ww=idinput (V ,prbs') 也 可 
以 生成 PRBS 信号 ， 其 中 序列 长 度 N = 2" - 1, 7 为 整数 。 本 节 将 通过 例子 演示 
PRBS 信号 的 生成 及 其 在 系统 辨识 中 的 应 用 。 
例 6-8 斌 生成 周期 为 63 的 PRBS 时 间 序 列 并 绘制 其 图 形 。 
求解 若 想 生成 一 组 63 个 点 的 数据 ， 则 可 以 通过 如 下 的 命令 直接 产生 


避 239 


>> U=idinput(63,，:PRBS'); t=[0:.1:6.2]:; / 产生 PRBS 序列 
stairgsku)j ，Xlim'[0,63])，ylimnC[-1.1 1.j) YEPRBS 曲线 


得 出 的 输入 信号 如 图 6-8 所 示 。 注 意 ， 这 时 PRBS 曲线 不 能 用 plot() 函数 绘制 。 
例 6-9 利用 长 度 为 31 的 PRBS 输入 信号 就 可 以 按照 例 2-37 中 的 方法 计算 出 输出 信 
豆 ， 试 比较 辨识 效果 。 
求解 由 这 样 的 输入 、 输 出 数据 可 以 直接 办 识 出 系统 的 离散 传递 函 数 模型 
>> num=[6 -0.6 -0.12]; daen=[1 -1 0.25 0.25 -0.125] ， 
G=tf (num ,den， Ts ,0.1)， 
y=Jlsim(G,ut); 4 由 离散 系统 模型 计算 系统 的 输出 信号 
y=1e-4*Tound(le4*y) ji 4 保留 小 数 点 后 4 位 
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-0.5 
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中 
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图 68& PRBS 序列 


Tt=arx([y,uj,[4 4 菇 ) % 装 识 系统 模型 ,注意 看 后 面 说 明 


-2.828 x10 2 十 6z 一 0.6z 一 0.12 


得 出 系统 的 辨识 模型 为 C(z) 一 一 二 -3 下 T 症 TD357 0T35  ， 系 统 状 识 误 老 


达到 10-30 左右 。 

可 以 看 出 ,这样 得 出 的 系统 传递 函数 模型 与 原始 系统 的 模型 完全 一 致 。 从 这 个 例 
子 可 以 看 出 ， 虽 然 采 用 的 输入 、 输 出 组 数 上 比例 6-5 中 少 ,， 但 辨识 的 精度 却 大 大 高 于 该 
例 中 的 结果 ， 这 就 是 选择 了 PRBS 信号 作为 辨识 输入 信号 的 乡 故 。 

连续 系统 辨识 也 存在 各 种 各 样 的 算法 , 例如 Levy 提出 的 基于 频 域 啊 应 拟 合 
的 辨识 方法 4 ， 但 由 于 频 域 响应 拟 合 的 非 惟 - 性. 有 时 辨识 结果 不 是 很 理想 加 
所 以 可 以 有 米 用 间接 的 方法 ， 首 先 辨识 出 离 佑 传递 函数 模型 ， 然 后 用 连续 化 的 方法 
绸 转化 成 所 需 的 连续 系统 传递 郴 数 模型 。 

,2 

例 6-10 假设 系统 的 传递 函数 模型 为 Cs) -- -| 并 假设 村 
统 的 采样 周期 为 了 = 10.1 秒 ,试用 PRBS 信号 和 正统 信号 分 别 激励 系统 ， 得 出 输入 输 
出 数据 ,并 依照 数据 辨识 系统 模型 ， 试 比较 办 识 效果 。 
求解 用 PRBS 信号 激励 该 系统 模型 ， 则 可 以 用 下 面 的 语句 计算 出 系统 的 输出 信和 号 


>> G=tEtK[1,7,11,5] ,51,7,21,37,30]); % 原始 系统 模型 
t=[0:.2:6]:; u=idqinput(31,， :PRBS); YY 生成 PRBS 信号 
y=lsim(G,u,t); 名 计算 系统 输出 信号 
U=arx([y ,4 4 1); 拓 闪 识 离散 系统 传递 函数 模型 
6G1=tf(U)，G1=Gli(it):，Gl.Ts=0.2; G2=dq2c(G1i) % 连续 化 
、、， 、 、、、 、 加 、 s 十 7s< 十 11s 十 5 
这 样 可 以 精确 地 辨识 出 系统 的 传递 也 数 模型 为 C(e) = 755T51T375T30* 
可 见 ， 这 样 得 出 的 辨识 模型 精度 还 是 较 高 的 。 如 果 不 采 用 外 人 
而 米 用 81 个 点 的 正弦 信号 ， 则 仍然 可 以 辨识 出 系统 的 离散 模型 ， 并 经 过 连续 化 得 
下 的 结果 
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>> t=[0:.1:8]:，，u=sin(t);，， YX 生成 正统 输入 信号 
Yy=lsim(G,u,t); % 计算 系统 输出 信 与 
U=arx([y u,[441]); % 办 识 离散 系统 传递 函数 模型 
Gl1=tf(U) ，G1=Gt(1)，G1.Ts=0.1;， G2=d2c(G1) Y 连续 化 


0.01361s3 -- 0.06793s“ 十 9.897s -- 2.564 
“局 3 全 访 只 Tv 妖 多 j 二 一 一 ram am 一 一 一 一 
这 样 可 以 办 识 出 系统 的 模型 为 Cr(s) = 57 


奚 然 使 用 正弦 信号 的 仿真 点 更 多 了 , 但 由 于 未 采用 有 效 的 输入 激励 信号 ， 所 以 得 
出 了 不 准确 的 办 识 结果 。 从 这 个 例子 可 以 看 出 ， PRBS 信号 在 线性 系统 辨识 中 还 是 很 
重要 的 。 


6.3.4 离散 系统 的 鸯 推 辩 识 


如 果 采 用 前 面 的 离散 系统 辨识 方法 ， 则 需要 首先 进行 输入 、 输 出 数据 采集 ， 
然后 构造 矩阵 方程 ， 并 求解 该 方程 从 而 -- 次 性 地 辨识 出 系统 的 参数 。 显 然 ， 这 
样 一 次 性 的 辩 识 方法 不 适合 于 实时 控制 的 需要 。 在 实时 控制 中 辨识 问题 经 常 
有 用 递 推 最 小 二 乘 算法 来 解决 。 假 设 已 知 实 测 系 统 的 输入 输出 值 及 其 以 往 值 
tt 一 1 VE 一 1 ， 则 可 以 通过 这 些 数据 用 递 推 的 方法 辨识 出 
系统 的 数学 模型 ， 该 递 推 辨识 算法 的 步骤 如 下 。 

中 选 定 线性 系统 的 离散 差分 方程 





gt 十 1 十 ay 十 十 an 一 到 十 了 








(6-3-7) 
一 0bU 人 一 四 十 pu 一 dd 一 有 二 十 bu 一 dd 一 到 十 了 
系统 对 应 的 离散 传递 函数 模型 为 
站 十 思 2z 十 :十 咱 AT 
Gf(z- 一 一 一 mxz-d _3- 
(z ) 1 十 QI127 十 :十 Qn_12-7T1 十 QZ 一 (6-3-8) 


其 中 季 一 二 7 分 别 为 分 子 和 分 母 多 项 式 阶 次 ，d 为 时 间 延 迟 步 数 ,这 些 数 
值 应 该 为 事先 选 定 的 。 系 统 辨识 的 目的 是 通过 输入 和 输出 数据 及 其 以 往 值 
估计 出 系统 的 参数 al ,do 六 ……,b， 则 可 以 定义 出 待 辨 识 的 参数 向 
量 为 

9 一 [aa | (6-3-9 ) 


@) 选择 递 推 辨识 参数 初 值 60 和 加 权 抢 阵 已 (0)。 一 般 情 况 下 可 以 选择 加 权 矩 
阵 的 初 值 为 已 (0) = a27,， 其 中 a 可 以 取 很 大 的 常数 回 , 且 了 为 单位 矩阵 。 
G) 定义 输入 输出 数据 向 量 


(ttH1) 一 [一 9 的 一 (UL( 寺 一 7 十 革 ] (6-3-10) 


6.3 离散 系 统 的 办 识 


刘 国 人 


轩 由 下 面 的 递 推 式 子 可 以 实时 地 辨识 出 系统 模型 的 参数 吧 
环 ( 介 人 人 十 了) 





DOWCT | 
PL+D1) =- >[ 己 -KU+DWIE+DPU (63-12) 


9 十 1) 三 0 六 十 下 (十 Daytt 十 划一 坟 作 十 De (6-3-13) 


其 中 五 仁 十 1) 为 中 间 变 量 ， 入 称 为 遗志 因子 , 且 0 < 入 冬 1, 其 值 表示 对 
过 去 数据 的 记忆 程度 。 若 入 = 1 则 表示 同等 处 理 以 往 数 据 。 

人 @) 设 上 = 上 十 1 则 转 同 步骤 @@ 进 行 下 一 步 辨 识 , 用 这 样 的 方法 可 以 全 程 动态 
地 对 系统 进行 参数 辨识 。 

十 述 的 算法 可 以 用 MATLAB 语言 简单 地 实现 , 但 考虑 到 该 方法 主要 用 于 在 
线 控 制 ， 更 适合 用 Simujink 中 的 S- 函 数 形式 设计 成 模块 。 

育 先 分 析 系 统 辨识 模块 所 需 的 输入 信号 和 输出 信号 。 系 统 辩 识 需要 已 知 待 
辨识 系统 的 输入 信号 (和 输出 信号 y(f)， 可 以 将 其 作为 模块 的 输入 信和 号， 记 
at 一 [人 ,zy 为] 工 , 模块 的 输出 信号 应 该 为 系统 的 参数 向 量 0( 轨 。 再 比较 辨识 算 
法 ,也 (6-3-10) 要 求 已 知人 ,yb 和 和 甚 以往 值 ， 故 需要 按照 图 6-9 中 给 出 的 形式 
搭建 闪 识 模块 ,由 单 步 延迟 环节 求 出 w(b) 和 y() 前 几 个 时 刻 的 值 。 





1 ] 
(z 一 zerosfd,]) 


d delay Pelay 


本 


Y Z Z Z z 
Delay5 Dejlaye Delay” Delayg Pelayo 


匈 6-9 最 小 二 乘 递 推 状 识 Sirmnulink 模块 框图 


在 2 信号 的 后 面 还 加 了 一 个 可 变 延迟 的 模块 , 用 以 实现 输入 信和 号 人 ( 的 
纯 延 返 ， 即 “一 这 样 , 用 给 出 的 各 个 延迟 环节 可 以 获得 vt 一 四 ,at 一 
d 一 5).7 昌 VE 一 5) 信 号 ,所 构造 出 模块 的 阶 次 不 能 超过 五 阶 ， 其 实 这 对 
实际 系统 来 说 应 该 足够 了 。 有 了 这 些 信 号 ， 就 可 以 定义 $- 函 数 的 输入 信号 了 , 可 
以 将 其 信号 定义 为 D 伯 三 攻 作 一 四 ud 一 59 人 VE 一 5 亦 
即 有 12 路 输入 信和 号 。 需要 辨识 的 参数 为 式 (6-3-9) 中 定义 的 8， 故 输出 的 路 数 为 
1 十 人 十 1。 其 实 台 个 模块 的 输出 信号 亦 为 0。 







Z 

Delay1l Delay2 ”Delay3 Delay34 

惠 辆 
一 一 一 theta 

ldentifer 


不 不 在 不 和 在 在 在 条 走 和 丰 


304 第 6 章 善 分 方程 问题 的 计 工 机 求解 


量 和 虽 和 


由 于 本 模块 中 所 有 信和 号 掏 为 离散 的 ,所 以 不 存在 连续 状态 变量 。 再 分 析 
式 (6-3-11)、 式 (6-3-12) 和 式 (6-3-13) 中 给 出 的 离散 状态 更 新 表达 式 。 从 给 
出 的 表达 式 可 见 ， 玫 人 十 ]) 的 值 和 于 (无 关 ， 故 该 变量 为 中 间 变 量 ， 而 不 
是 状态 变量 , 而 Pt +1D) 和 b+Dl) 都 应 该 选择 为 状态 变量 ， 令 状态 变量 向 量 
zl = 6(t 十 1 ,za = 三 (t1, 则 可 见 该 系统 应 该 有 状态 变量 (> 十 mm 十 1)(r 十 mm 十 2) 
个 。 构造 出 状态 变量 7 = [zi ,zz], 这 样 可 以 写 出 如 下 的 S- 函 数 来 描述 该 模块 。 


function [sys,x0,str,ts]=rl18_jident(t,X,u,flag, 了 ,nn,PO,1am) 
SW1ltch Lag， 
case 0 4% 初始 化 
[sys ,x0o ,Str,ts] = mdlInitializeSizes(m,n,PO) ; 
case 2 / 离散 状态 更 新 
sySs=mdlUPdate(t,x, ua,m,Dn, Lam) ; 
case 3 % 计算 和 输出 量 , 亦 即 控制 率 和 权 值 
SYS=X(T:n+m+T) ; 前 M =7m+m +1 个 状态 为 参数 向 量 6 
case {l1，4，9}+，sys = 丫 ; % 未 定义 的 flag 值 
otherwise，error([:Unhandled flag = ,num2str(flag)]); 


enda ; 

初始 化 程序 

function [sys,x0,str,tsj = mdlInitializeSizes(m,n,PO) 

sizes = Simsizes; 4 读 入 系统 变量 的 默认 值 

sizes.NumContStates = 0; Y 没有 连续 状态 

sizes.NumDiscStates = (rr+m+l1)*(Tr+mn+2)，Y 参数 及 再 阵 参 数 

sizes .Numoutputs=n+m+l; % 妈 置 允 上 + 人 十 1 路 输出 ， 即 受 控 对象 待 辨识 参数 
sizes,NunIinputs = 12; % 放置 12 路 输入 ， 输 入 、 输 出 信号 及 其 以 往 值 
sizes.DirFeedthrough = 0; % 输入 信号 直接 不 在 输出 中 反映 出 来 
sizes.NumSamplieTimnes = 1; % 单 采 样 速 率 系 统 

sys = 8imsizes(sizes); % 设置 系统 模型 变量 

x0 = [zeros (n+m+l,1); P0(:)]; YY 杨 始 状态 变量 ( 权 值 ) ， 设 置 成 随机 数 
str = []; ts= [-1 0];% 继承 输入 信号 的 采样 周期 

和 离散 状态 更 新 函数 

function 8SyS = mdlUpPpdaate(t ,Xu,zm)D, Lam) 

psi=[-~uk8:n+7); LU(2:2+m)] ; PN=reshape(x(n+m+2:end) ,n+mn+l ,n+m+lL) ; 
K=PN*Psi/(Lam+psIi7*PN*psi); PN=(PN-KXxpsi7*PN)V/Lanm; 
syS=[X(C1:n+m+t)+Kr(a(7)-psi)2*x(1:n+mn+l));， PNC:)]， 


例 6-11 假设 已 知 系统 采样 周期 为 了 = 0.05 秒 ， 且 受 控 对 象 模型 为 分 段 画 数 ， 其 前 


一 2 十 昌 .d 
症 后 。 7 一 一 一 一 一 ~ 一 放 7 一 
全 二 本 丰 间 的 模型 为 56 DTD， 而 其 后 的 模型 变化 为 (z) 
。 它 。 


0 3， 读 用 递 推 的 方法 辨识 系统 的 模型 参数 。 


22< 一 0.5z 一 0， 

求解 可 以 由 分 段 函 数 的 形式 搭建 受 控 对 象 模型 ， 其 中 用 一 个 开关 来 表示 两 个 分 段子 
模型 的 条 件 。 由 该 系统 的 输入 输出 信号 可 以 驱动 一 个 递 推 辩 识 模块 ， 则 该 系统 参数 办 
识 的 仿真 模型 由 图 6-10 给 出 。 


6.3 离散 系统 的 办 识 


间 
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图 6-10 分 段 受 控 对 象 模型 的 辨识 框图 (文件 名 : c6mid1.mdl) 


令 该 模块 a = 1000,，A 和 = 三 11， 并 设 定 几 = 一 1 包 = 2d 一 0 参数 的 初 值 为 堆 向 量 ， 
启动 仿真 过 程 ， 则 可 以 得 出 系统 的 闪 识 结果 , 如 图 6-11 (a)j 所 示 。 





[b 和 一 (8 


图 6-11 分 段 受 控 对 象 模型 的 参数 办 识 结果 ， 


由 办 识 结果 可 见 ， 初 始 办 识 结 果 是 理想 的 ， 装 识 参 数 可 以 立即 收敛 到 真 值 ， 然 而 
在 模型 发 生 突 变 后 ， 由 于 前 一 个 模型 的 输入 、 输 出 数据 一 直 对 系统 办 识 的 结果 有 影响 
所 以 模型 的 真 值 就 不 能 准确 辨识 出 来 了 。 考 虑 到 让 总 因子 入 的 作用 ， 如 果 选 择 一 个 
于 工 的 数值 ， 则 前 一 个 模型 的 影响 会 逐渐 消失 ， 有 助 于 辩 识 从 准确 的 参数 。 图 6-11 (Pb) 
和 (cj 分 别 给 出 了 入 = 三 0.8 和 和 =0.5 时 的 系统 参数 ， 可 见 ， 这 样 得 出 的 办 识 结果 在 模 
型 突变 后 仍 能 很 快 辩 识 册 所 需 参 数 。 

考 谍 到 共识 参 数 波动 的 影响 ， 葡 总 因子 入 的 值 不 宜 过 小 。 


6.3.5 遍 有 有 色 了 噪声 的 离散 系统 辨识 方法 


去 (6-3-1) 中 曾经 假设 者 噪声 信号 =(b) 为 白 噪 声 信号 ， 则 对 应 的 差分 方程 称 
为 ARX 模型 。 对 该 模型 辨识 出 4(z 一 ) 和 太 (z-5 两 个 多 项 式 即 可 。 然 而 如 果品 
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声 信 和 号 < 介 不 是 和 白 品 声 信号 ， 这 样 的 模型 应 该 属于 ARMX 模型 ， 所 以 除了 辨识 
出 4(z- 世 和 召 (z-0) 两 个 多 项 式 外 , 还 需要 CUz 一 ) 多 项 式 。 

在 式 (6-3-2) 给 出 的 算法 中 , 由 于 y(b 和 fb 是 可 测 信号 ,可 以 容易 地 构造 
下 (信和 窍 阵 ， 再 通过 最 小 二 科 法 辨识 出 系统 的 模型 参数 。 而 对 ARMAX 模型 来 说 ， 
由 于 上 白 噪声 信和 号 (人 是 不 可 测 的 , 所 以 不 能 用 前 面 的 方法 辨识 C(z 一 ) 多 项 式 , 只 
能 采用 新 的 方法 上 。 

采用 MATLAB 系统 辨识 工具 箱 中 给 出 的 armax() 函数 则 可 以 直接 辨识 
ARMAX 系统 的 数学 模型 。 该 图 数 的 调用 格式 很 直观 

鳌 =armax([2 ,2] , [md]) 

其 中 2 的 定义 和 前 面 一 致 ， 表 示 系 统 的 输入 输出 信号 实测 值 ， mm 天 分 别 为 
和 多项式 4(z 一 ), B(z 一 ) 和 Clz 一 ) 的 预期 阶 次 ,da 为 系统 的 延迟 时 间 。 和 ARX 系 
统 准 识 相 似 , 和 选择 了 这 几 个 参数 , 则 可 以 直接 得 出 系统 的 辨识 模型 万 。 这 里 得 
出 的 互 是 辨识 模型 对 象 ， 其 中 包括 这 几 个 多 项 式 的 信息 和 其 他 信息 ， 可 以 通过 
tf() 数 提取 具体 的 模型 参数 。 
例 6-12 假设 某 系 统 的 输入 和 输出 数据 由 表 6-4 给 出 ， 试 辨识 系统 的 ARMAX 模型 。 


表 6-4 实验 输入 输出 数据 


























































































Li [2 Vi; 
一 ] 一 1.0792 一 一 1.1398 一 1.0962 
一 ] 一 1.0433 一 0.82783 一 一 0.81099 U.75915 
一 土 一 1.0493 1 .1727 1 一 0.77641 1.1644 
一 1 一 0.7582 一 革 .1212 ] 1.2003 U.5o121 
一 1 一 0.90227 一 1.066 1 0.97471 一 0.8946 
一 一 0.96759 一 0.68287 一 ] U.S38602 一 0.99165 
一 0.71735 0.884.35 上 一 1.2276 1.4171 
一 ] 1.1856 一 0.88707 一 工 1.0991 U.84192 
] 一 1.0971 一 0.93207 一 工 一 1.0116 U.77319 
一 ] 1.031 1.1745 一 1 一 1.2223 0.96745 
一 0.92971] 一 1.0416 一 上 一 0.60889 一 1.2756 
一 ] 0.877443 1.1169 ] 一 1.1249 1.1331 
一 ] 一 .79738 0U.85354 ] .3909 0.97928 
] 一 1.2235 -1.3582 一 上 0.73242 0.74469 
1 ] .5932 .258 ] 一 1.0738 0.92557 













U.08265 0.8801& 





.9092 


求解 仿照 前 面 的 办 识 例子 ， 可 以 选择 不 同 的 阶 次 组 合 。 对 本 例 来 说 ， 如 果 选 择 
有 三 作 二 2 人 84 =1， 则 可 以 得 到 理想 的 办 识 结 果 。 在 MATLAB 工作 空间 中 首先 给 
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前 本 


>> T=[-1; -1; -1; -1 -1; -1 1 -1 1; -1 1 -1 -1 1 1 一 | 
-1; 1; -~1;， -1; -t+ 1; -1; -1 1; -1 1) 1; -1 1 1 一 


1; 1; -1 -1 1 1 1 1 -1 1 1 1 1 菇 ， 

y=[L0; -1.0433; -1 .0493; -0.7582; -0.9023j -0.9676; -0.7174; 
1 .1856; -1.0971; 1.031; -0.92917;) 0.8174; -0.7974; -二 .2235 ; 
1.5932; 0.6827; -1.0792; -0.8278; 1.1727; -1 .1212; -1 .066 ; 
-0.6829; 0.8844; -0.8871; -0.9321;， 1.14745; -1.0416; 1.1169; 
0.8535; -1.3582; 1.258; 0.8802; -1.1398; -0.811; -0.7764; 
1.2oo3si 0.9741; 0.866; -1.2276; 1.0991; -1.0116; -1 .2223; 
-0.6089; -1.1249; 1.3905; 0.7324; -1.0738; 1.0923; -1.0962; 
.fp592; 1T.1644; 0.5D12; -0.8946; -0.9917; 1.4171，0.8419 ， 
0.7732; 0.9675; -1.2756; 1.1331; 0.9793; 0.7447; 0.9256j] ; 

U=iddata(y,z,0.05); H=armax(U,[2 2 1 菇 ); GG=tf(H) ; 

G1a=GG(1) ，G2a=GG(02) 

yj1=Jsim(Gta,r,t)i PLotGt, yt yl1， :21) 

这 时 得 出 的 ARMX 辨识 结果 为 


ea 人 eg 


4(z) ”2 二 0.9172z 十 0.1797; 


Te 


B(z) 1.011z 十 0.8082 C(z) ”0.09089z ”十 0.04532z 
4(z) 22 十 0.9172z 十 0.1797 


拆 识 系统 的 时 域 响应 曲线 与 原始 数据 曲线 如 图 6-12 所 示 。 可 见 ， 这样 得 出 的 办 识 模型 


是 比较 准确 的 。 





1 .> 


图 6-12 输出 信号 与 状 识 结果 比较 


第 6 章 关 分 方程 问题 的 计算 机 求解 


6.4 上 和 目 校正 控制 理论 与 仿真 


自 校 正 控 制 是 自 适应 控制 的 一 个 重要 的 分 文 ， 其 重要 思想 是 与 系统 状 识 算法 
相 结 合 , 逐步 给 出 控制 信号 ， 达 到 对 系统 的 有 效 控 制 。 本 节 首 先 介 绍 在 目 校 正 控 
制 领域 重要 的 Diophantine 方程 的 求解 算法 及 其 MATLAB 实现 ， 然 后 给 出 目 运 
应 预报 的 方法 及 仿真 程序 。 本 节 还 将 介绍 几 个 重要 的 目 校 正 控制 算法 ,如 最 小 方 
差 自 校正 调节 器 、 控 制 器 ,极点 配置 的 目 校 正 调 节 吉 等。 


6.4.1 Diophantine 方程 及 其 求解 
Diophantine 方程 是 目 校 正 控 制 中 很 重要 的 方程 ， 该 方程 是 多 项 式 方程 
4(z 一 )X(z ) 十 玉 (z 一 )Y(z 一 ) 一 CUz ) (6-4-1) 


其 中 4(z 一 一 ao+aliz 一 十 az 十 :十 nz mm， 及 (z) 一 加 十 站 2 十 bz 十 .十 
bo2 7 CU) 一 co 十 cl2z 十 cz 一 十 :十 ck2 有 且 7m 和 7。 

该 方程 的 解 中 ,， 多项式 XU(z 一 ) 和 YY(z) 的 阶 次 应 分 别 等 于 多 项 式 吾 (z- 意 
和 4(z) 的 阶 次 。 下 面 将 写 出 该 方程 的 窍 阵 形式 


Qn0 0 0 0 0 
站 心 0 
Q1 CQ0 0 0 0 0 了 1 1 
oa 0 5 5 0 2 
， 
C0 0 mm 二 一 人 天 (6-4-2 ) 
QQ Q， | 0a1 pb bn 1 bi | | 2 0 
如 
U 亿 太 Ce2 O pb b2 。 
， 0 
OU b 代 刀 0 U bn | 


该 方程 元 侧 的 系数 窍 阵 称 为 Sylvester 和 矩阵， 其 有 惟一 解 的 条 件 是 4(z-10) 和 
(z- ) 两 个 多 项 式 互 质 。 

从 应 用 角度 来 说 , 该 算法 有 一 定 的 局 限 性 。 该 算法 只 适用 于 天 冬 即 十 村 一 1 的 
情况 , 如 果 大 值 过 大 , 则 原 方程 不 存在 惟一 解 。 对 于 这 种 情况 , 应 该 考虑 对 访 稍微 
入 展 ,， 从 而 得 出 满足 方程 的 一 个 解 。 该 方程 的 求解 看 起 来 较 难 ， 其 实用 MATLAB 
语言 的 几 条 语句 驶 可 以 编写 出 求解 的 通用 函数 。 

function [X,Y]=diopha_eq(A,B,C) 
AAA=[; Al=A(:); B1=B(:); n=Llength(B)-1;， m=Length(A)-1; 
]j=1; Kk=1Length(C) ; L=0;i it >n+m，L=K-m-ni endq 


6.4 自 校正 控制 理论 与 仿真 


for 1i=1:D0n，AAA(i:I+lLIengthCAl)-1，D)=A+i js=j+dt end 
for i=1:m+L，AAA(iI:I+LengthtB1)-1，j)=B1，，j=j+l; end 
Cl=zeros(n+tnmny,1l); C1(Ct:1engthGC))=C(:)， Xx=AAANC1， 
X=X( :nn)  ; Y=Xn+t:end) ，， 


例 6-13 已 知 某 Diophantine 方程 中 2 = 0212-1.249z 1 十 2.75z-2 一 2.7z-3 十 
2 (一 2.04 一 1.22 一 十 3 CT 二 0.36 二 0.62 十 2z-， 试 求解 该 方程 。 
求解 由 下 面 的 语句 可 以 直接 求 出 方程 的 解 
>> A=[0.212,-1.249,2.75,-2.7,1]，8B=[2.04,-1.2,3]， 
C=[-0.36,0.6,2]; [以 ,Y]=diopha_ eq(A,B,C) 
调用 该 邓 数 可 以 立即 得 出 方程 的 解 为 (: ) :: 21289 十 0.9611z-1，7r(z-1) = 
-0.3977 十 1.2637z- 十 0.0272z 一 一 0.32042 3 .由 conv(4, 和 )-conv( 刀 ,下 ) 语句 则 
可 见 该 结果 与 CC 向量 完全 一 致 。 
例 6-14 考虑 Diophantine 方程 ， 如 果 4(z 日 二 工 +22- 1 十 3z-2， PP(z 一 ) 一 4 十 
5z- 十 6z Cl(zT) 一 2 二 4z1 十 6z 2 二 823 二 10z-4， 斌 求解 该 方程 。 
求解 因为 C(z 一 ) 的 阶 次 过 高 ， 传 统 方法 无 法 求解 。 这 里 采用 diopha_eq() 函数 ， 用 
下 面 的 语句 直接 求解 方程 ， 得 出 相应 的 解 。 
>> A=[l1 2 3]; B=[4 5 6]; C=[2 46 8 10]; [ 芭 ,Y]=diopha_eq(A,B,C) 
conv(A,X)+[conv(B,Y) 0]-( 
由 此 可 以 得 出 方程 的 解 为 入 (2 ) = 一 3.7778 - 二 5556z-1、 六 (zt 二 1.4444 十 
2.22222- 十 1.6667z-， 经 检验 满足 原 方程 。 值得 指出 的 是 ， 该 解 不 是 惟一 的 。 可 
以 类 似 地 对 多 项 式 4(z  ) 增 广 ,得 出 方程 的 另 一 个 解 。 


6.4.2 提前 步 预报 算法 与 仿真 
假充 在 第 上 时 刻 所 有 可 以 测 出 的 输入 输出 数据 为 V 人 bt 一 TUE 一 
， 则 由 这 些 数 据 对 上 +a 时 刻 的 输出 进行 预测 ， 称 为 提前 dg 步 预测 ， 记 作 
站 (十 好 | 及 。 
使 得 预测 误差 的 方差 瑟 { 人 t 十 四 -二 外 上 为 最 小 的 提前 4 步 预报 
信和 号 满足 下 面 的 方程 忆 
Cl DGE+QIN=G( (十 开 (z 一) 人 (6-4-3) 
其 中 
下 (2 ) 王 已 (2 7)B(z TD)，C(z-) 二 42) 五 2) 二 22G(z7D) (6-4-4 
从 上 面 的 结论 可 见 ， 可 以 先 从 后 面 的 简化 的 Diophantine 方程 求 出 瑟 (> 】 
C(z )， 然后 由 前 面 的 方程 直接 求 出 严 (: 一 吕 。 


哩 电 昌 申 和 电 


站 


例 6-15 已 知 某 系 统 的 离散 模型 为 


zy 人 (人 一 0.6y 侍 一 下 十 0.49 人 一 2 二 2870) 二 08Sec 提 十 0.6c( 一 1) 十 0.4c( 一 2) 


试 求 出 提前 两 步 的 预测 模型 。 
求解 ”由 已 知 的 方程 可 见 ，4(z ) = 上. 0.6: 十 0.4z 了 B(z) 三 2，C(z) = 
0.8 十 0.6z-1 十 0.4z-2， 且 过 = 2， 这 样 可 以 由 下 面 的 语句 输入 这 些 多 项 式 ， 并 求 出 
歼 (z 一 臣下 (z 人 和 G(z- 巧 多 项 式 。 

>> A=[1 -0.6 0.6];， B=2; Bt=[00 1];C=[0.8 0.6 0.4]; 

[下 ,Gj=diopha_ed(A,B1,C) ，F=conv(E,B) 
即 已 (z 一 ) =0.8 二 1.08z 一 CU(z) = 0.5630 - 0.6480z-， 开 (z 一 划一 1.6 十 2.16z-1。 
这 样 可 以 将 提前 两 步 的 预报 方程 写成 
0.568 一 0.6482>-1 1.6 十 2.16z-1 

08T06 TO TD8T06TT04 2 人 

得 出 了 预报 方程 ,就 可 以 建立 起 如 图 6.13 所 示 的 仿真 模型 ， 其 中 各 个 滤波 模块 在 
图 中 给 出 。 假 设 信 号 发 生 器 给 出 的 是 幅 值 为 4 的 方 波 人 信号， 采样 周 期 下 =0.01 秒 ， 随 
机 白 唆 声 均值 为 0， 方差 为 1]， 则 可 以 得 出 预报 信号 与 实际 信号 ， 如 图 6-14 所 示 。 


| 16+2.j6z” 
0.8+0.6z +0.4z” _ 
-一 z 仁 十 2 人， 退 后 两 


下 (z 一 VC(Uz 一 1 步 ， 操 司 ; 
(0 | 步 ,与 yb 同步 


YL 十 2| 如 三 
















0.568-0.648z! 


0.8+0.6z40.472 | 
SigHa8] 一 一 一 一 一 一 一 一 
(TeneTatoT 


Random 


Number CUz 一 )/4(z 一 ) 


图 6-13 ”提前 两 步 预 报 的 仿真 模型 


6.4.3 阳 小 方才 目 校正 调节 器 与 控制 器 


最 小 方差 目 校 正 调节 器 最 早 是 由 瑞典 学 者 Astrom 和 Wittenmark 教授 提出 
的 3 其 目标 就 是 在 存在 噪声 干扰 的 条 件 下 , 控制 系统 的 输出 值 ， 使 得 其 变化 的 
方 赫 最 小 。 其 基本 思想 是 , 在 每 一 个 采样 周期 内 , 用 参数 辨识 的 方法 辨识 出 受 控 
对 象 的 模型 系数 ， 并 根据 这 样 的 辨识 参数 计算 出 本 采样 周期 内 的 控制 量 去 控制 一 
步 系统 模型 。 


6.4 自 校 正 控制 理论 与 仿真 


站 


2 人 站 -一 一 下 本 
]0 Mn ! Te 和 吕 A 
0 
Te 下 | 


_10 TAI 
一 2 -一 -L . 一 _ | 
0 (人 .5 ] ] .< 了 了 .5 了 
(aa 澳际 输出 个 号 
汪 -一 一 加  . . 本 .. - 


二 风光 
[ 
要 





0 
(b) 提前 两 步 孩 测 信和 呈 


图 6-14 预报 器 仿真 结果 
受 控 对 象 的 离散 时 间 模 型 一般 可 以 写 为 
4(z VPCfz je 人 (6-4-5) 


其 中 , 纯 延 迟 时 间 为 gd， ef 为 零 均值 的 自曝 声 信 号， 

1. 最 小 方 短 调 闻 器 

最 小 方差 调节 器 设计 的 上 月 标 是 得 周 控 制 序列 fo 人 人 》 使 得 实际 输出 y(t 十 dl) 
的 方 关 为 最 小 , 即 引 入 如 下 的 有 目标 画 煞 


7 了 = 天 十 轩 (6-4-6) 


如 果 受 控 对 象 的 差分 方程 是 给 定 的 ,区 式 (6- 上 5) 中 的 4(z-9)， 吾 (zz 0) 和 
C(z71) 多 项 式 已 知 ， 且 延迟 @ 给 定 . 串 使 得 指标 式 (6- 上 6) 最 小 的 调节 器 控制 律 
(ti 可 以 由 下 面 式 子 得 出 


人 [67) 


CC) (6-4-83) 


基于 此 算法 ， 可 以 编写 如 下 ALATLAEB 程序 来 获得 调节 器 增益 传递 函数 。 
function LH,E,Gj=c6mstrl(A ,RC QT) 

Bl=[zeros(l,G) ) 攻 ,GJj=diopha_eq(A ,BT1,C) ; 
H=tft(-[1G,zeros(l,dq-1i)jyconvGR RE) T);， HH Variable=:z” -1 ， 


例 6-16 已 知 系统 模型 为 四 

一 工 59 人 一 下 十 0.78( 一 四 三 让 一直 二 0.5u[E 一 肖 干 E 人 十 荆 5e 化 一 囊 十 0.9e(t 一 2) 
其 中 ettb) 为 白 唆 声 信号 ， 系 统 采样 周期 了 = 0.1。 试 求 出 其 最 小 方差 控制 律 。 
求解 由 系统 模型 可 见 ，qd = 3，4(z-1) = 1 工 一 1.5z-1 十 0.7z-2， 再 (2 三 工 二 于 成 一 上 
CLz  )=1+1.5z- 十 0.9z-2， 这 样 由 下 面 语句 即 可 以 求 出 最 小 方差 控制 律 。 

2 AL -5 个 ; BeOl .可 Ce 民 45 0.9]， 
LH E G]j=c6mstr1(A,B,C,3,0.1) 

得 出 的 多 项 式 妃 ( 2 ) =1+3z- 十 4.7z-2， 且 G(z-1) =495 一 3.29z-1, 由 此 得 出 控 


一 4.95 十 3.29z 一 : 、 
制 律 为 () = 1 二 352 0627273523 2( 切 或 将 控制 律 写成 


vb = 一 3.5u(t 一 1) 一 6.2ult 一 2) 一 2.35u(t 一 3) -4.95g( 罗 十 3.29y(t _ 1) 
由 Simulink 可 以 搭建 出 该 最 小 方差 控制 系统 的 仿真 模型 ， 如 图 6-15 (a) 所 示 。 在 
该 调节 露 的 作用 下 ， 系 统 的 输出 曲线 和 控制 信号 分 别 如 图 6-15 (bjs (G) 所 示 。 













20 一 一 一 一 一 

10 

-4.9S$+3.29z-1 | 

143.5z-146.2z-2+2.35z-3 -10 
-20 

0 5 10 15 20 
1z -3+0.5z 一 
- -- 元 (b) 输出 信号 

1--1.Sz-LH0.7z 加 20 


[assase | 
| 1 一 1.S 关 H0.7z-2 


(a) 仿真 模型 (文件 名 : c6mid4.mdl) 





(c) 控制 信号 
图 6-15 ”最 小 方差 调节 器 仿真 模型 和 控制 效果 


将 得 出 的 控制 律 式 (6-4-7) 代入 模型 式 (6-45)， 结 合 Diophantine 方程 式 
(6-4-8)， 可 以 得 出 y(b) = 瓦 (z-1)e( 鸭 ， 亦 即 这 时 输出 信号 的 方差 最 小 。 若 多 项 式 
忆 (z- ) 可 以 表示 为 百 (z-1) = eo 十 eiz-1 十 …: 十 ev_iz-e+l， 目 白 噪 声 e(t) 的 方 


d 一 1 
差 为 "?， 则 最 小 方差 的 值 为 》`e?z2?。 由 上 面 的 例子 可 以 得 出 , 输出 信号 yi) 的 


最 小 方差 为 1 + 32 + 4.72 - 32.09， 其 值 较 大 。 

从 实质 上 看 , 最 小 方差 调节 器 是 用 G(z-1) 的 极点 去 对 消 受 控 对 象 的 零点 ,所 
以 这 样 的 控制 策略 有 致命 的 弱点 ， 即 它 要 求 受 控 对 象 的 零点 是 稳定 的 , 亦 即 受 控 
对 象 为 最 小 相位 系统 。 如 果 原 系统 不 是 最 小 相位 的 ， 则 这 里 的 控制 律 不 能 直接 用 
于 系统 的 控制 。 另 外 ,如果 受 控 对 象 的 稳定 裕 度 较 小 , 则 这 样 的 调节 器 鲁 棒 性 不 


6.4 自 校 正 控 制 理论 与 仿真 


间 


会 太 珊 。 

2. 最 小 方 产 和 目 校正 调节 表 

如 采 党 欣 对 象 参 数 是 变化 的 或 未 知 的 ， 则 可 以 将 六 面 介绍 的 系统 辨识 方法 结 
合 起 来 , 用 递 推 辨 识 算法 识别 受 控 对 象 参数 , 根据 得 出 的 参数 计算 控制 信号 , 达到 
目 适 应 调节 的 目的 。 

由 表面 的 介绍 显然 可 见 ， 采 用 递 推 辩 识 的 方法 可 以 得 出 系统 的 ai, 六 参数， 然 
后 通过 求解 相应 的 Diophantine 方程 则 可 以 得 出 五 (z 一 ) 和 G(z- 多 项 式 ， 再 由 
却 (6-4-7) 计算 出 日 适应 律 ， 达 到 自 校 正 调节 器 设计 的 目的 。 这 样 的 算法 称 为 显 式 
目 校 正 算法 。 考 虑 这 样 的 算法 ,因为 每 一 步 都 需要 求 取 Diophantine 方程 ， 使 得 
算法 实现 较 麻 烦 ， 所 以 可 以 考虑 直接 辨识 自 校正 控制 律 的 参数 的 方法 ， 亦 即 所 育 
的 隐 陈 目 校 正 算 法 。 

假设 项 要 调节 的 目标 值 为 庆 。 可 以 将 提前 Q& 步 的 最 优 预报 方程 表示 成 


VE 十 吉日 三 ay 有 十 十 Gangy( 人 一 有 十 了 


(6-4-9) 
十 Cu 有 十 Du 一 起 二 De 一 玫 一 @ 十 了 
系统 的 估计 方程 可 以 写成 
的 一 Dout 一 四 + Ed +e (6-4-10) 


其 中 从 辨识 结果 的 惟一 性 考虑 , 可 以 假设 页 为 给 定 的 值 。 但 可 以 证 明 ,该 值 选择 
是 否 “ 准 确 ”不 会 影响 整个 自 适 应 控制 的 效果 岂 。 另 外 , 记 


网 (有 一] 全 1 VE 一 一 1 at 一 da+D| (6-4-11) 


0 一 oa 人 妃 ， Bo (6-4-12 
由 前 面 介绍 的 递 推 辨识 方法 得 


PPUDVL-Jd 
4 CE 6- 人 13) 


PU 二 x[Pd -一 玫 OwrUt -四 Pd- (6-4.14) 
0) = bt 一 1 上 + 天 人 0-VTG-0O6t-D (6-4.15) 
令 云 (6-4-9) 左 侧 为 和,， 则 由 辨识 结果 可 以 构造 出 自 适应 律 


] -| 
“的 二 元 攻 一 7G060 (6-4.16) 


有 中 军 申 本 
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仿照 前 面 给 出 的 递 推 最 小 二 乘 辩 识 模块 及 其 $- 函 数 ， 可 以 建立 起 如 图 6-16 
所 示 的 Simulink 模块 ， 其 核心 部 分 为 由 $- 函 数 编写 的 最 小 方差 自 校 正 调节 器 目 
适应 律 人 ( 坟 的 计算 模块 。 注 意 ， 和 系统 辨识 模块 不 同 ， 算 法 同时 涉及 到 罗 人 一 d) 
和 地 人 提 ,， 所 以 这 样 的 结构 不 适合 高 阶 模型 或 大 时 间 延 迟 模型 的 控制 。 在 本 模块 中 ， 
有 12 路 输入 信号 , 分 别 为 VE 一 Ju 一 6 VE 一 5 有 了 十 寻 十 dd 
路 输出 ， 其 中 第 一 路 为 计算 出 的 自 适 应 控制 律 (好 ,其 余 的 为 辨识 的 参数 。 状 态 
变量 的 选择 类 似 于 前 面 的 系统 辩 识 模块 ,因为 辨识 参数 的 个 数 发 生 了 变化 ,辨识 
参数 变 成 避 十 你 十 dg 一 1 个 , 三 德 阵 的 维 数 可 以 相应 地 设置 。 这 样 ,， 根据 前 面 给 出 
的 隐 式 自 校 正 调 节 算 法 ， 可 以 编写 出 下 面 的 S- 函 数 。 


本 








和 TentifieT 


工人 _- 基 C 了 


人 产 ta 


of) 到 一 四 
Delay1n0 Delay Delay 1 Dejlay2 IDelay3 Delay4 1 
一 -一 … 一 - 一 一 一 -一 - Se | control 





L_ 芝 .- 
Delay5 Delaye 了 elay7 Dejlayg Delay9 


图 6-16 目 校 正 调节 器 仿真 模块 


function [sys ,X0 ,strits]=st_reg(t,xu,flag,m,n,d,1Lam,b0,yr) 
Switch 荆 ]ag， 

case 0，[sys,x0,str,ts] = mdqlTnitializeSizes(m,n,d)， 

case 2，8SyS=mdqlUpdatektt ,Xu,m,n,d,1am,b0) ; 

case 3，SyS = mdloutputs(tt,x,u,m,n,d,b0o,yr); 

case {1，4，9}，gsys = []; 

otherwise YX 错误 处 理 

erTor([:Unhandled flag = ，,num2str(flag)]); 

ena ; 
初始 化 程序 
function [sys,Xx0,str,ts] = mdlInitializeSizes(m,n,d) 
s=simsizes; % 读 入 系统 变量 的 默认 值 模板 
s.NumcontoStates=0; 8.NumDiscStates=(n+m+d)*(n+m+d-1) ， 
s .NunbutpPuts=n+m+dq;j S,.NumnInpPuts=12; 8.DirFeedthrough=1; 
s.NumoampleTimes=1; SYS=Simsizes(s); 区 议 置 系统 模型 变量 
PO=1000*eye(n+tm+d-1); x0=[zeros (n+m+d-1,1)，P0(:)]: 
str=[]; ts=[-1 0]; % 继承 输入 信和 号 的 采样 周期 
离散 状态 更 新 图 数 
tunction SYS = mdlUpdate(t,x,u,m,n,d,1am,bo) 
psi_d=[u(7+d:6+d+n); u(1+d:m+d+l)] ，theta=x(1:n+m+d-1) ， 
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” 


PN=Teshape(Xxktn+m+d:end) ,n+m+dG-1 ,n+m+d-T) ; 
K=PN*psi_d/(1am+psi_d'*PN*psi_d): PN=(PN-Krpsi_d7*PN)7]am， 
SyS= [theta+K*(u(7)-boxu(d)-psi_d' yxtheta); PN(C:)]， 


% 和 输出 计算 函数 


function SYS = mdibutpPuts(t ,Xun nd,b0,yr) 
Psi=lu(7:6+n); uC1:m+l)]j; theta=x(1:nD+m+d-1) ; 
SySsS=[(YTr-Psi 7*theta)/bo; theta] ; 


例 6-17 考虑 一 个 二 阶 的 受 控 对 象 模 型 让 
yjH 一 1987 人 一 瑟 十 0.9y( 人 一 2 三 NE 一 MU 一 3) 十 el 一 0.5c( 一 |) 
随机 信号 ef 有 为 方差 为 1 的 Gauss 过 程 ， 试 得 出 太 = 10 的 自 校正 控制 效果 。 
求解 在 前 面 的 叙述 中 可 见 ， 自 校正 算法 是 基于 :>-! 的 算 子 描述 的 ,所 以 在 Simulink 
于 应 该 使 用 离散 传递 函数 的 滤波 器 表示 模块 。 由 原始 模型 ， 可 以 将 受 控 对 象 改写 成 


虽 2 -23 四 1] -一 0.5z1 上 
上 三 一 一 一 一 一 一 一 人 
1 


根据 和 要求， 可 以 搭建 起 如 图 6-17 (al 所 示 的 系统 仿真 模型 ， 其 中 ， 自 校正 调节 器 
模块 的 相关 参数 可 以 设置 为 由 = 1 一 20=2 大 =0 办 =1 入 =1。 系 统 的 采样 
周期 为 了 = 0.3。 在 自 校正 调节 器 的 作用 下 ， 答 出 信号 如 图 6-17 (b) 所 示 。 








站 一 一 一 一 一 一 一 一 
人 
呈 | controtr 了 -一 各 | 四 
1 -- 时 中 | | 
Self--taning Regulator 人 | 上 
2 
人 IN 
Eu 1 
和 -5 | 
1 中 
-19z-4+0.9z- | 
andaorm 国 10 上 ee 一 一 上 一 
0 S ]0 13 了 几 
(a) 仿真 模型 (文件 名 : comid3.md]) (Pb) 输出 信和 吴 


疼 6-17 自 校正 调节 器 仿真 
系统 校正 器 的 控制 律 和 校正 器 办 识 参数 如 图 6-18 所 示 。 可 见 ， 为 使 得 输出 信号 有 具 
有 最 小 方差 ， 则 校正 器 产生 的 控制 信号 是 很 大 的 。 
如 果 受 控 对 象 模型 已 知 , 则 下 面 的 语句 可 以 得 出 最 小 方差 校正 器 的 数学 模型 ， 
>> A=[l1 -1.9 0.9]; B=[1 -二 C=f1 -0.5j; qd=2， 
LH,PE,G]=c6mstrl1(A,B,C,d,0.1) 
从 而 得 出 控制 律 为 
一 1.76 十 1.26> 一 : 


-0 | 
五 (> ) 一 7 即 ab = 170 二 264t 1 一 0.4u(t 巧 十 1.4u( 人 2) 
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浊 和 二 和 








5 10 15 
(Pb) 校正 器 参数 辨识 结果 
图 6-18 上 和 目 校正 调节 器 仿真 结果 


5 15 
(a) 目 校 正 控制 序列 


3. 最 小 方 兰 目 校正 控制 器 

最 小 方 着 目 校正 控制 器 是 由 英国 学 者 Clarke 和 Gawthrop 教授 提出 的 自 适 
应 控制 方法 上 0 。 和 最 小 方差 自 校 正 调节 器 不 同 ,控制 器 是 为 跟踪 某 理想 信号 设计 
的 ， 而 不 是 使 得 信号 本 喘 尽 可 能 趋 于 堆 。 最 小 方差 自 适应 控制 器 设计 的 目标 是 得 
出 控制 序列 为 ， 使 得 实际 输出 yt + da) 与 期 望 输出 信人 十 gd) 之 间 的 方差 为 最 
小 , 即 引 入 如 下 的 目标 函数 


j 一 min FE (Bt 十 g) -一 咏 ( 仁 十 芭 国 | (6-4-17 ) 


4. 加 权 最 小 方差 控制 器 

表面 介绍 的 目 校 正 控 制 策略 均 未 考虑 输入 信和 号 的 大 小 ,而 在 实际 控制 中 应 该 
对 输入 信号 有 两 种 考虑 ,其 一 , 控制 信号 的 大 小 将 反映 出 控制 行为 所 需 的 能 量 ， 另 
一 方面 , 有 的 系统 不 允许 大 的 控制 信号 ， 因 为 大 信和 号 可 能 导致 系统 硬件 出 现 问 题 ， 
所以 在 实际 控制 中 , 应 该 将 控制 信号 的 大 小 考虑 在 内 。 另 外 ,前面 介 绍 的 最 小 方 
差 目 校正 调节 器 不 适用 于 非 最 小 相位 受 控 对 象 的 控制 与 调节 。 

由 于 陈 (6-4-17) 中 给 出 的 目标 函数 中 未 考虑 输入 量 ， 所 以 可 以 引入 新 的 目标 
函数 


.1 一 min P | PP(z ya) 一 及 (2 -Dr 人 | 十 L4(z-D)u(D]?】 (6-4-18) 


其 中 (人 为 参考 输出 信号 , 多 项 式 PP(z-1) = 1 二 Piz 开 十 .十 pn zz 尽 (z-1) 一 
70 十 Tiz 十 :十 rn 4 一》Xo+AXz- 十 .十 和 2 分别 为 对 实际 
入 出 信号、 期 望 输出 信号 与 控制 信号 的 加 权 函 数 。 为 得 出 该 问题 的 最 优 解 ， 可 以 
引入 一 个 辅助 系统 

0 


of 十 中 一 W+d) 一 到 (z 六 十 


4f(z 一 但 ) (6-4-19) 
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中 学 本 中 


式 中 t+ 中 = Pz yt 二 da)。 这样, 广义 最 小 方差 自 校正 控制 问题 就 可 以 转换 
成 前 面 介 绍 的 最 小 方差 自 适 应 调节 问题 ， 写 出 其 自 适应 律 为 
Rz rt 一世 直 十 吉 








ut) 一 一 人 一 一 一 (6-4-20) 
| 
考虑 式 (6-4-3) 中 给 出 的 自 适 应 预报 律 ， 其 变化 形式 为 
_ CC ) 人 (2 ) 
lt 十 QI 三 ET 人生 ) (6-4-21) 
将 其 代入 去 (6-4-20) 由 可 以 得 出 广义 最 小 方差 控制 律 为 
0 CC-ORGe-Dr 罗 一 GC 8 (64 


入 
C(z 40 -十 瑟 (z 一 已 瑚 (> 一 


根据 上 面 给 出 的 控制 律 算 法 ,可 以 编写 出 下 面 的 MATLAB 函数 
function [den,numnli ,num2]j=st_contr(A,B,C,Q,P,R, Lam) 
Bl=[zeros(1,dq) 1]; [E,G]=diopha_ eq(A,Bi,C) ; 

1am0=Lam(1l); b0=B(1) ; den=lam0/boxconv(Lam,C)+conv(B ,E) ， 
numn2=-~G;，， numn1=conv(C ,R) ， 


例 6-18 考虑 一 个 简单 的 广义 最 小 方差 控制 问题 ， 假设 系 统 的 模型 为 口 
V( 划 王 159 人 一 起 一 0.78y 企 一 2 + 一 ]) 十 05 一 2 十 ef 四 一 0.5e( 上 一 了 


目标 通 数 退化 为 了 = 了 (DG+DHT 一 (二 05u2( 的 }， 试 求 控制 律 模型 。 
求解 由 给 出 的 方程 式 可 见 ，4(z) 二 1 一 1.5z 7 十 0.7z-2, 盏 (z-) 一 工 十 0.5z-1， 
Cl(z  )=1 -0.5z71，P(z-) = 民 (z- 中 =1, 4(z-1) = V05, dd = 1。 可 以 先 求 出 多 
项 式 五 (2 )) 开 (2 ),G(z-T)， 进 而 求 出 广义 最 小 方差 控制 律 。 

>> A=[l -1.5 0.7]; B=[L1 0.5]; C=ft -0.5]; d=1; P=1; R=1; 

Lam=sdqrt(0.5); [daen,nl,n2]j=st_contr(A,B,C,d,P,R,Lam) 
外 得 出 的 三 个 多 项 式 可 以 写 出 控制 律 为 
u 人 二 (1 一 0.52z 一 了 Li 的 2 有 

控制 律 还 可 以 写成 


一 志 


仿照 最 小 方差 自 校正 调节 器 的 算法 与 S- 函 数 实 现 ,可 以 同样 编写 出 广义 最 小 
方差 目 校正 控制 器 设计 的 S- 函 数 。 


介 一 0.5r 人 -1 -VD+07y 一 1 025u(- D 


生 时 只 业 
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面 国 加 硬 有 


6.4.4 极点 配置 控制 器 设计 


和 连续 状态 方程 模型 的 极点 配置 类 似 ， 离 散 系 统 极点 配置 的 目标 也 是 通过 茶 
些 算法 将 闭环 系统 的 极点 配置 到 某 些 预先 指定 的 位 置 上 , 通过 这 样 的 方法 来 改善 
离散 系统 的 性 能 。 


4(z -jy 人 (和 一 吾 (> ubb 士 (9 (6-4-23) 
其 中 六 为 扰动 信和 号，4(z-) 为 首 一 多 项 式 。 
假设 控制 右 可 以 与 成 
尽 (z Ju 有 =T(z Jr 人 (一 9(z vb (6-4-24) 
将 控制 信号 代入 式 (6-4-23)， 则 可 以 得 出 闭环 模型 
已 (> 一 ) 了 (>z) 国光 尽 (z- 切 
让 TCREOITICRETIENEFTCITTIE TEST 
(6-4-25 ) 
再 假设 从 参考 输入 信和 号 () 驱动 , 期 望 得 到 的 输出 信号 ya 人 妇 可 以 由 下 面 的 
参考 模型 得 出 
4(z Jo 人 (= 已 (z )r( (6-4-26) 
则 可 以 令 二 者 相等 ,得 出 
BCz- DT(z- BC 1 











4(2-0RCz 十 万 2S0 0 ”有 (2 


注意 ,这 里 可 能 设计 零 极 点 对 消 。 所 以 为 保证 财 环 系统 的 稳定 性 ,应 该 确保 只 有 
稳定 的 零 极点 发 生 对 消 ， 否 则 闭环 系统 在 实际 使 用 时 将 出 现 不 稳定 现象 。 可 以 
将 妨 (z 一 ) 多 项 式 分 解 成 稳定 的 部 分 B+(z7) 和 不 稳定 的 部 分 妃 -(z- 蕊 ， 即 记 
B(z )= 三 局 (2 ) 瑟 (02 )。 假设 B+(02 7) 多项式 的 零点 全 部 被 对 消 ， 则 闭环 系 
统 被 氮 除 了 4a(2 一 ) 还 应 考虑 观测 器 多 项 式 4.(z- 切 ,这样 ,根据 妃 (z-I) 多 项 
式 委 极点 对 消 情况 应 该 考虑 三 种 情况 。 

由 无 零 极 点 对 消 : 妃 (z 1) 三 -(z 虽 ，B+(z 11) 三 上 则 通过 求解 下 面 的 


Diophantine 方程 

4(z-DR(z + Blz 309 = 4o(z-04a(z-0 (6-4.28) 
可 以 得 出 多 项 式 尽 (z 一 ) 和 5(z ),， 并 由 此 求 出 多 项 式 T(z- 口 ， 并 构造 出 
目 适 应 控制 律 





(6-4-29) 
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者 音 看 


@C) 全 部 零点 对 消 : 即 如 +(z 一 ) 包含 B(z  ) 的 全 部 零点 。 这 时 ， 刀 (2 一) 三 
boB+(z 可 以 求 出 下 面 Diophantine 方程 的 解 Ri(z  )，8S(z 一 ) 


4(z 下) 忆 (z) 十 po9(z  ) 王 40(z )4(z (6-4-30) 
从 而 得 出 自 适 应 控制 律 
及 (zz ) = 有 ii(z)B+0z  )，7T(z) = 二 4n(z-9Ba 人 2 (6-4-31) 


G) 部 分 零 极 点 对 消 : 通过 求解 Diophantine 方程 
4(z ) 有 (2 ) 十 瑟 -(2 902) 三 40(z 下 4 (0z 一 1 (6-4-32) 


可 以 得 出 有 ai(z 一 ) 和 3(z- ),， 并 根据 下 面 的 式 子 得 出 自 适 应 律 


尺 (> ) 一 百 I(z) 玉 (7T(z 人 = 王 (0 (6-4-33) 
得 出 了 相关 的 多 项 式 ， 则 可 以 得 出 自 适 应 律 为 
(2DRz Du 的 二 五 (Dr(D -ma(z-0S(z-Dy( (6-4.34) 


根据 前 面 的 算法 ,可 以 编写 出 如 下 的 MATLAB 函数 来 求 取 自 适应 律 


function [R,S,Tn,Tdj=pp_str(A,B,d,AO,Am,Bmy) 
P=Troots(B) ; il1=finda(abs(Pp)>1); i2=findq(abs(P)<=1) ; 
Ta=conv(AO ,Bm) ，Bz=zeros(1t ,d) ，; 
Td=Bm; B1=Ppoly(Pp(til)); B2=poly(pk(iz2)); bo=B(1); B2=bO*B2， 
if length(il)== 
[R,SJ=dQiopha_eq(CA,[Bz B] ,conv(CAO ,Am) ) ; 
elselif length(i2)==0 
[R1,Sj=aqiopha_eq(A, [Bz b0] ,conv(Ao,Am) ); R=conv(R1,B1);，Td=b0， 


elSe 
[R1,Sj=dqiopha_eq(A, [Bz B2] ,conv(AO ,Am)); R=conv(R1,B1) ，Td=B2， 
eD 
、 ] < 
例 6-19 考虑 连续 系统 G(s)] = 5TT， 若 参考 模型 为 Gm(s) = aa 


且 6G= 三 0.707,wn =1， 采 样 周期 了 = 0.5。 选 择 观 测 器 40 = (z - 0.5)2， 试 求 出 极点 配 
置 的 控制 器 模型 6 。 
求解 输入 连续 的 受 控 对 象 模型 和 参考 模型 ， 对 其 离散 化 ， 则 可 以 得 出 4 五 4 
>> S=tt(2sI);i G=1/s/(s+1)，Gm=tft(1, [1 2y*0.707 1 ] ) ; 
G1=c2d(G,0.5)，Gmli=c2d(Gm ,0.5) 
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这 样 可 以 得 出 
0.1065z 十 0.0902 0.09812z 十 0.07744 


本 1607z 十 06065， mt) 一 到 3185 十 04931 


车 将 离散 模型 写成 2 的 形式 ， 可 以 看 出 dd = ]1。 
>> B=[0.1065,0.0902];，A= [1,-1.607,0.6065] ，d=1; 
Bm= [0.09812 ,0.07744] ; Am=[1,-1.318,0.4931] ; AO= [1 ,-1,0.25] ; 
L[R,S,Tn,Tdj=pPp_str(aA,B,dq,A0O,[1 0 0] ,Am,Bm) ，conv(Ta ,R) ， 
由 上 述 语 名 可 以 直接 得 出 相关 的 各 个 多 项 式 为 
民 (z 一 ) = 1.0000 - 1.0094z-1, 5S(z-) = 2.8020 -- 3.9462z-1 十 1.3667z 一 ? 
Ti(z-1) 一 0.0981 -0.0207z- 上 一 0.0529z-“ 十 0.0194z 一 3 
T4(z- 巧 民 (z 一 11) 一 0.0981 -0.0216z 一 1 一 0.0782z 一 2 
这 样 ， 控 制 律 可 以 写成 
人) = 2098 一 0.021z 一 0.0532z 一 十 0.01942 -7 802 一 3-946z- 十 1.3672 
0.0981 一 0.0216z 一 1 一 0.0782z 一 > 1.0000 一 1.0094z-1 


6.5 ”预测 控制 系统 及 仿真 


预测 控制 是 基于 模型 的 预测 算法 中 5 ， 有 具体 的 模型 可 以 采用 对 象 的 历史 数据 ， 
对 线性 系统 来 说 也 可 以 是 状态 方程 、 传 递 函 数 模型 。 对 稳定 的 线性 系统 来 说 ， 这 
里 的 模型 还 可 以 采用 系统 的 阶 跃 响应 或 脉 冲 效应 数据 作为 预测 的 模型 ， 由 这 些 模 
型 预测 系统 的 输出 信号 ,将 其 和 实际 输出 信号 比较 ， 通 过 优化 的 方法 计算 出 一 系 
列 输入 信号 业 雪 ,uv)， 由 (tb 信号 控制 一 步 。 采 用 这 样 递 推 的 控制 方法 的 
策略 又 称 为 模型 预测 控制 。 模 型 预测 控制 系统 的 框图 如 图 6-19 所 示 。 


阴 定 氮 计 算 
预 闹 
预测 模型 少 


图 6-19 模型 预测 控制 框图 
参考 图 6-20 中 给 出 的 输出 、 控 制 信号 示意 图 可 见 ， 预 测控 制 的 基本 想法 是 计 


预测 误 状 
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前 证 


算 控制 量 序列 x( 刀 ,使 得 系统 的 预期 输出 信号 和 根据 当前 输入 输出 数据 之 间 的 东 
种 性 能 指标 为 最 小 。 





.OO_---- 〇 - 
站 预报 输出 Y 
， 未 来 控制 信号 
ft 十 A7 一 1 上 十 书 


t 一 二 
历史 控制 信号 
图 6-20 ”和 办 入 、 控 制 信号 不 意图 


6.5.1 动态 矩阵 控制 方法 


假设 已 知 某 线性 系统 的 在 一 些 有 米 样 点 处 的 阶 妈 啊 应 值 为 si, s*，…… ,sp， 如 图 
6-21 所 示 。 这 时 ， 系 统 在 任意 时 刻 上 的 阶 跃 啊 应 可 以 号 成 





大 六 一 ] 


y( 昌 = 》 siAut 一 让 = >》 siAuvt 一 让 +spPAu 人 tt 一己 (6-5-1 ) 


2 一 1 一] 


其 中 Au 人 (bb 是 在 上 时 刻 的 控制 增 量 。 注 意 , 己 的 选择 应 该 使 得 阶 跃 响应 进入 稳 态 
区 域 ， 和 否 则 这 样 的 表述 没有 实际 意义 。 为 方便 叙述 动态 矩阵 控制 方法 起 见 ， 单 独 
将 xzL-- 己 ) 项 分 离 出 来 。 利 用 上 式 可 以 容易 地 写 出 输出 信和 号 的 前 m 步 预报 估计 
P-1 
zt 十 7 一 siAut 二 7 一 引 十 spPAut 十 7 一 三 ) (6-5-2) 
?2 一 ] 
其 中 ,7 = 12.… ,72。 从 这 里 给 出 的 输入 信号 看 ， 对照 图 6-21 可 见 ,， 这 里 的 输入 
信号 部 分 是 过 去 的 信号 , 即 下 标 7 -1; < 0 的 信号 ,其余 的 为 当前 和 将 来 的 信和 号， 
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所 以 有 必要 将 它们 从 上 陈 中 分 离 出 来 , 这样 


j 户 -1 
zt 二 7 一 > SiAzu(t 十 7 一 引 十 翅 si 和 ut+7 一 2) 十 SpAut+7 一 已 ) (6-5-3) 


1 一 ] ti 一 十 1 
记 上 和 式 后 两 项 之 和 为 8 十 也 
天 一 1 
yt 十 7) 一 》 SiAztt 十 7 一 让 十 SPAU 人 (十 7 一 三 ) (6-5-4) 
1 一 9 十 1 


可 见 ,，V(t 士 7) 为 根据 过 去 已 经 发 生 的 信息 对 输出 的 估计 。 更 简单 地 ， 上 面 各 个 预 
佑 信和 号 可 以 表示 为 矩阵 形式 


乡 ( 十 荆 ) 31 和 vt) 外 十] 

/下 十 2 5 5 Aza(t 十 1 V( 世 十 2 
人 1 
Vtt 十 兄 ) sn sn 5 [Au 一 忆 ) 了 (人 十 用 ) 


如 果 不 采 用 全 部 的 ? 项 输入 ,只 部 分 地 选择 其 中 M 项 , 则 可 能 在 不 牺牲 性 
能 的 前 提 下 ,， 减 小 计算 量 。 这 时 上 述 的 模型 可 以 改写 成 


也 (二 十 工 ) 51 Aa 人 Hb) (人 志 十 1 了) 
人 + 2 ) 5 5 和 十 了 二 ) 攻 ( 2 (6.5.6) 
过 (tt 1 站 ，， 。 -: SHA LAuwett _- 7 vt 1 刀 ) 
该 方程 可 以 用 矩阵 形式 表述 成 
tt 十 下 三 AU 十 中 人 十 卫 ) (6-5-7) 


其 中 8t+1 SS Au 人 (tb 8+1l) 的 定义 由 上 式 显 而 易 见 。 这 里 的 9 矩阵 称 为 动 
态 和 阵 ， 因 为 该 矩阵 的 各 个 元 素 是 描述 系统 动态 参数 的 ， 从 另 一 个 角度 看 ，S 是 
一 个 第 数 算 阵 。 如 果 已 知 的 受 控 对 象 为 非 线性 的 ,也 可 以 求 出 工作 点 附近 阶 跃 响 
应 的 实际 构成 。 引 入 最 优化 的 目标 函数 


有 


J = > 9(7)|90 二) (t+ 让 | 2 (IJAw tt+ 了 一 1 (6-5-8) 


其 中 vt 二 7) 为 期 望 的 输出 值 ，A(7 ) 为 加 权 量 。 已 M 分 别称 为 预测 时 域 和 控制 
时 域 。 对 当前 时 刻 可 以 通过 求解 最 优化 问题 ， 得 出 控制 序列 zt。 由 得 出 的 序列 


6.5 预测 控制 系统 及 仿真 


本 


对 原 系统 控制 一 步 ， 则 需要 再 求解 最 优化 问题 更 新 控制 序列 ， 所 以 这 样 的 最 优化 
问题 又 属于 滚动 时 域 (receding horizon) 控制 问题 1 。 

对 照 前 面 介 绍 的 最 优化 方法 ,如果 人 雪 本 身 可 以 取 任 何 的 值 则 原 问 题 即 为 
无 约束 最 优化 问题 ， 否则 即 为 有 约束 的 最 优化 问题 , 采用 数值 方法 即 可 以 直接 求 
解 。 MATLAB 的 预测 控制 工具 箱 2 提供 了 相应 函数 可 以 求解 这 样 的 问题 。 新 版 
本 的 工具 箱 主 要 侧重 于 直接 的 界面 求解 ， 本 节 先 介绍 基于 函数 调用 的 设计 方法 ， 
然后 给 出 基于 界面 的 设计 方法 , 并 介绍 基于 Simulink 的 仿真 方法 。 

1. 系统 模型 与 阶 跃 啊 应 模型 描述 

如 入党 控 对 象 为 线性 系统 ， 则 可 以 通过 poly2tfd() 函数 描述 其 传递 珊 数 模 
型 ， 其 调用 格式 为 G=poly2tfd(m,d, 了 ,7) ， 其 中 罗 ,G 为 传递 函数 分 子 和 分 母 
多 项 式 系 数 , 了 为 采样 周期 , 7 为 延迟 时 间 常 数 。 若 给 出 的 是 连续 系统 模型 ， 则 应 
沪 将 工 设置 为 0。 这 里 的 CG 为 单 变量 系统 模型 ， 若 想 处 理 多 变量 模型 ， 则 应 该 有 

系列 这 样 的 单 变量 模型 来 描述 。 

由 定义 的 传递 函数 模型 ， 可 以 通过 mod=tfd2step ( 古 , 玉 ,大 ,G) 函数 建立 
阶 跃 啊 应 模型 mod， 其 中 去 为 终止 时 间 , 大 为 输出 信号 的 标志 位 ， 若 进入 稳 态 则 
赋 1， 人 否则 为 0。 如 果 已 知 多 变量 模型 il, qi,……… ,9 ，， 则 该 函数 的 调用 格式 为 
mod=tfd2step (tr ,R,911912 ,gmnm) ， 其 中 大 为 对 应 每 路 输出 信号 的 标 
志 位 。pPlotstep (mod) 函数 可 以 绘制 模型 的 阶 跃 响应 曲线 。 

当然 ， 系 统 的 阶 跃 啊 应 模型 可 以 通过 step() 类 函数 构造 ， 具体 的 系统 构造 
格式 可 以 参见 该 工具 箱 手 册 。 

例 6-20 假设 某 受 控 对 象 模型 为 G(s) = CT 
示 其 阶 跃 响 应 模型 。 
求解 对 稳定 系统 来 说 ， 应 该 选择 一 个 合适 的 终止 仿真 时 间 使 输出 信号 进入 稳 态 。 通 
过 试 资 可 见 ， 若 选择 终止 仿真 时 间 为 在 -12 则 可 以 进入 稳 态 ,这 样 可 以 通过 下 面 的 
人 令 得 出 该 系统 的 阶 跃 响应 模型 。 注 意 ， 这 时 得 出 的 提示 为 ， 最 后 一 点 的 阶 跃 响应 值 
的 稳 态 误差 是 0.82 和 ,说明 已 经 进入 稳 态 了 。 系 统 阶 跃 响应 数据 如 图 6-22 所 示 。 

>> 二 _f=12; TI=0.5; G=pPpoly2tftdq(1,conv([I1 1],[2 1),0,1)， 

mod=tfdq2step(t_f,T,1,G); t=0:T: 七 f， 


》 采样 周期 为 过 -一 0.5， 访 表 


7y=mod(1:1ength(t)); stem(t,y) 


例 6-21 考虑 下 面 的 多 变量 系统 模型 ， 试 建立 其 阶 路 响应 模型 。 


0.1134e-0.72s 0.924 

TPR iTR 了 Dnmz 了 

Gls 1.78sS- 十 4485s5 十 1 2 .0U7s 十 】 
0.3378e-0.3s -0.318e 一 上 29s 





0.361s2 + 1.09s 二 1 2.935 十 1 
求解 可 以 给 出 下 面 语 名 输入 该 多 变量 系统 的 数学 模型 ， 并 求 出 其 阶 跃 响应 ， 绘制 出 


虽 音 栈 昌 
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uU2 step response : y1 


TIME 
H2 Step response ; Y2 








图 6-22 ”系统 的 阶 跃 啊 应 图 6-23 ”多 变量 系统 的 阶 跃 啊 应 


阶 跃 响 应 曲线 ， 如 图 6-23 所 示 。 

>> gl1=poly2tfd(0.1134, [1.78,4.48,1] ,0,0.72) ; 
gE12=poly2tfd(0.924, [2.07 ,1] ,0,0) ; 
gE21=pPoly2tfdq(0.3378, [0.361,1.09,1] ,0,0.3) ; 
g22=poly2tfd(-0.318, [2.93,1] ,0,1.29) ; 
S=tfd2step(20,0.3,[1 菇 ,gllt,gl2,g21t,g22); Plotstep(S) 

2. 无 约束 最 优 预 测控 制 议 计 

无 约束 的 最 优 预测 控制 器 可 以 调用 mpccon() 国 数 直接 设 计 


下 mpc=mpcconktmod ;97 人 M , 厂 ) 


其 中 mod 为 由 阶 跃 啊 应 数据 构成 的 变量 ，g, ” 问 量 分 别 表 示 对 误差 与 输出 增 量 的 
加 权 ，M 和 尸 分 别 为 控制 时 域 与 预测 时 域 。 得 出 的 环 wc 为 控制 器 的 增 蔓 矩阵 。 
得 出 控制 增益 后 ， 则 可 以 由 mpcsim() 畏 数 得 出 预测 控制 下 系统 的 啊 应 曲线 


[9 , 坟 ,Wm]j=mnpcsim(pPlant,mod, 玫 mpcytendy,sp) 


其 中 ,plant 为 受 控 对象 模 型 的 阶 跃 啊 应 数据 ,mod 为 设计 控制 器 时 使 用 的 阶 路 
吧 应 数据 ， 二 者 可 以 相同 也 可 以 不 同 。k#aa 为 终止 仿真 时 间 ，s， 为 参考 输入 信和 号 。 
得 到 的 y 为 系统 的 输出 , 忌 为 控制 序列 ，wnm 为 模型 输出 。 
例 6-22 考虑 例 6-20 的 受 控 对 象 模型 ， 设 计 预 测控 制 器 并 通过 仿真 分 析 系 统 的 响应 。 
求解 采用 加 权 gl7 = 0.1， 令 预测 时 域 已 = 40,， 选择 控制 时 域 M = 10,， 由 下 面 的 
语 包 可 以 设计 出 模型 预测 控制 器 ， 并 绘制 出 系统 的 输出 曲线 和 控制 信号 ， 如 图 6-24 
(aj、(b) 所 示 。 
>> tt_f=12; T=0.1; G=poly2tfdtt,conv(C[t 1 ,[2 英 ),0,1); 
mod=tfd2stepktt_f,T,1,G); P=40;M=10; q=1; TY=0.1; 
Kmpc=mpcconktmnod,q,r,M,P); Plant=mod;i SP=1; 
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和 


tend=10; t=0:T:itendj [y,uj=mpcsim(plant,mod,Kmnpc,tend,sSp) ; 
plot(t,y) ，figure，Sstairgs( 七 ,也 ) 





f 一 -一 -一 一 一 -一 一- 


] _------ 一 -一 


12 一 -一 -一 -一 一 一 -一 





Ti 


2 4 6 8 4 6 
(a) 控制 系统 的 阶 跃 响应 (b) 控制 信号 


图 6-24 ”预测 控制 器 的 仿真 结果 


从 控制 结果 可 见 ， 输 出 效果 非常 好 ,但 这 种 效果 的 代价 是 极 大 的 输入 信号 ， 这 有 
时 在 实际 应 用 中 是 没有 实际 意义 的 。 所 以 对 这 种 系统 的 控制 应 该 考虑 采用 有 约束 的 最 
优化 方法 来 实现 。 
利用 上 面 的 同样 语句 ， 还 可 以 绘制 出 不 同 的 7m 取 值 下 的 控制 效果 如 图 6-25 所 
示 。 如 果 选 择 大 些 的 mm 如 叹 =15， 输 出 曲线 和 你 = 10 时 相仿 ， 著 减 小 7m 的 值 ， 如 
令 了 三 5， 则 曲线 有 很 大 不 同 。 这 表示 控制 时 域 m 对 控制 效果 有 显著 影响 ， 如果 时 域 
选择 不 足 ， 得 出 的 控制 效果 不 能 完全 达到 模型 预测 控制 的 目标 , MATLAB 程序 如 下 : 
>> 民 1=mpcconGmod ,qzr,10,P) ; [yl1,uj=mpcsimn(pPlant,mod,Kt,tend,sp) 
K2=mpccon(mod,q,r,5,P); [7y2,u]j=mpcsimn(plant,mod,KX2,tend,sp); 
K3=mpccontmod ,qg,，20,P) ; Ly3 ,bu] =mpcsim(plant,mod,K3,tend,sp) ; 
plot(t, yl,t,y2， -tyY3， :7 ) 


mm 为 10 或 15 


一 











图 6-25 不 同 控制 时 域 对 控制 效果 的 影响 
3. 有 约束 最 优 预 测控 制 设计 


音 申 者 志恒 
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如 果 对 系统 的 控制 信号 & 和 输出 信号 引入 约束 , 则 前 面 介 绍 的 预测 控制 沙 
成 有 约束 最 优化 问题 的 求解 。 这 样 的 问题 可 以 由 cmpc() 函数 直接 求解 
[yy ,U，WVm=cmnpc(PLant ,mod,9g;7 Ad ,三 ,tend, sp alimny Wiim) 
其 中 uin = [un Au Win = |ym,VyM, Ag 。 和 表面 介绍 的 基于 无 约束 最 
优化 的 预测 控制 和 仿真 函数 相 比 ,可 见 cmpc() 函数 集 设 计 和 仿真 于 一 体 , 可 以 直 
接 对 系统 进行 仿真 分 析 ,， 直接 得 出 相应 的 仿真 结果 。 该 图 数 允 许 对 输入 信号 和 输 
出 信号 添加 范围 约束 。 
例 6-23 考虑 例 6-20 的 受 控 对 象 模型 ， 若 期 望 系统 的 控制 信 呈 满足 ui) < (3,3)， 设 
计 预 测控 制 器 并 通过 仿真 分 析 系统 的 响应 。 
求解 假设 采用 软 认 的 gir 加 权 ， 则 可 以 得 出 已 =40,， 选择 不 同 的 控制 时 域 M， 有 的 
束 的 模型 预测 控制 器 可 以 设计 出 来 ， 系 统 的 阶 跃 响应 和 控制 信号 如 图 6-26 (aj、(b) 所 
示 。 可 见 ， 控 制 结果 是 很 理想 的 ,控制 信号 被 有 效 地 限制 在 预先 指定 的 范围 ， 达到 了 控 
制 的 目的 。 
>> tt-f=12; T=0.1; G=poly2tfd(lt,conv([1L 切 ，,[2 菇 )，0,1) 
mod=tfd2step(t_f,T,1,G); P=40;M=10; qd=1; =0.1; 
PJLant=mod; Spbp=1; tend=10; t=0:Titend ; 
Ly,u=cmpc(plant ,mod,q,T,M,P,tend,sp,[-3,3,inf]) ; 
plot(t,y) ，figure，Sstairs(t,U) 








中 站 了 十 后 
(a) 控制 系统 的 阶 跃 响应 (b) 受 限 的 控制 信和 号 
图 6-26 有 约束 的 预测 控制 器 的 仿真 结果 
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例 6-24 再 考虑 例 6-21 中 给 出 的 多 变量 系统 ,假设 两 路 输入 信号 均 满 足 lu 人 ( 贡 | 入 5 
传 设 计 出 模型 预测 控制 器 ， 并 得 出 仿真 结果 。 

求解 假设 采样 周期 为 了 = 0.1， 则 可 以 用 类 似 的 方法 设计 控制 器 。 令 两 路 信号 分 别 单 
独 作用 即 可 得 出 控制 效果 。 注 意 输入 信号 范围 的 表示 方法 。 这 样 得 出 的 控制 效果 和 控 
制 信号 序列 分 别 如 图 6-27 (a)、(b) 所 示 。 


和 


6 预测 控 空 制 系统 及 仿真 


和 


>> gtl=poly2tfd(0.1134,， [1.78.4.48,1]1 ,0,0.72) 
glL<=poly2tfdq(0.924,[2.07.1]1,0,0)， 
g2fi=poly2ttdq(0.3378,[0.361,1.09,1] ,0,0.3)， 


gE22=Ppoly2tfa(-0.318， [2 .93 


T=0.1， 
P=1206 
sp2= [0 


NM=l5; q=1 1; rzr=1I0.10. 要 ， 
,1 
Ly1,ua1i]=cmpc(plant,S,q,r,M,P,tend,spl,[-5.-5.5 


,人 ,Cl.29): 
stfd2step(20,T, [1 jgtl,gl2,g21,g22) | 
Plant=S; spt=[1 0]， 
tend=4; tt=0:T:tend， 


5 linf inf]) : 


subpPlot(2ll);， Pilot(t，,yl) ; subPlotrf212)，stairs(t,uly》 


[7y2,u2j=cmpc(plant,S,q,r.M,Ptend,sp2 [- 


革 iegure ; 


本 
UE 一 
日 和 | 


La) 股 定 机 y1 一 12 二 0 


复杂 系统 的 模型 预测 控制 与 
镑 新 版 本 的 模型 预测 工具 箱 提 供 了 控制 器 设 


5 5,5 5 inf inf])， 


SUDP1iot(Z211) ， Pp1ot 人 LE y2) SUbPiot(212) ，sStairs(t,u2) 


， 一， 
一 一 - 
昨 如 “ 
4 首 直 " | 
/ 
中 
) 
| 1 
一 -一 中 -- -一 一 -一 一 | 
志 一 _L_ _ -~-L_ | = 一 -小 -1 
四 辣 - 本 
3 ， 
Pr | 
台 | 


， 3 3 - - - 人 人 一 


(D) 设 定点 几 一 


图 6.27 多 变量 系统 的 预测 控制 器 的 仿 直 结果 


仿真 
下 的 图 形 用 户 界 面 ， 可 以 方便 地 


设计 出 所 需 的 模型 预测 控制 器 ， 并 有 Sunuliyk 版 的 模型 预测 控制 器 模块 ， 可 以 用 
on 转生 条 的 模型 预测 控制 系统 进行 仿 舱 分 析 ， 


在 NIATLAB 命 


的 图 形 用 户 界 面 ， 


令 窗 口中 给 出 mPSctoo1 他 今 ， 


其 中 , 左 侧 的 栏目 .个 部 分 分 别 


则 可 以 打开 如 图 6-28 所 示 
为 Plant model ( 受 探 对 象 模 


六 )、Controllers (模型 预测 控制 器 ) 和 ?cenarios (控制 器 仿真 工具 )。 


单 击 Import Plant 按 人 外， 则 出 现 - 
型 ， 如 系统 的 传递 函数 模型 ， 进入 控制 
栏目 ， 人 允许 输入 模型 预测 挖 制 烛 的 各 种 参 


个 对 适 框 ， 人 允许 用 户 输入 受 控 对 象 数学 模 
器 栏目 则 出 现 如 图 6-29 所 示 的 对 话 杠 
数 ， 旭 有 米 样 周 期 和 两 个 时 域 的 值 。 标 签 


生 生 符 
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MPC task "MPCdesign" created 
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图 6-28 预测 控制 器 设计 界面 


Constraints 和 Weight Tuning 分 别 对 应 控制 器 设计 的 约束 条 件 和 加 权 等 。 





-一 一 一 一 -一 一 -一 | 

几 orkspace |] Wodel and Horizons | Constraints | Weight Tuning | Estimation 人 Advanced)] 
疡 [ 国 MPcaesim 3 4 Te 
士 对 Tiant models | Plant model | 6 | | 
局 - 上 扬 Ce ee | 
] 后 Horizaons | 

出 | S | 
号 s SRnEO5 [Control interval (人 (time rits): | 1.0 | 
rn | 

| 

Predi ction horizon [interysals)， 10 | 

en ge 四 mmmeeog | | 

Control horizon [intervals)， 2 | 

[ j 了 Locking | 

Blacking | 

ER 

RAT 

宝 r | 

证 思 

[3 

1 





图 6-29 控制 器 参数 设置 对 话 框 


描述 了 受 控 对 象 和 控制 器 模型 后 ， 则 可 以 用 Scenarios 栏目 来 对 系统 进行 仿 
真 分 析 。 选 中 该 栏目 则 出 现 如 图 6-30 所 示 的 对 话 框 , 用 户 可 以 提供 设 定点 、 仿 真 
时 间 等 信息 ,然后 对 所 设计 的 模型 预测 控制 器 开始 仿真 分 析 。 

在 仿真 结果 满意 ， 则 可 以 单 击 控制 栏目 下 的 Export Controller 按钮 将 控制 器 


6.5 预测 控制 系统 及 仿真 





Simulation 5ettingsS 
| “Controller NMPC1 Y| 加 cloxe 1oops 
| Plant C 汉 [Y] Enforce CORStTainRntS 


Duration 80 Control intervyal 0 4 


Name Unats Type Initial Size Time Period Look Ahead 
| Dutl | Step 0.0 1.0 0 


| ”Setpoints 
| 
| 
Unneasured dsturbances 


| ame Units Type Initial Y. Sirzse Time Pariod | 
IDutl 和 汪 .5 FEonstant 0.0 | | | 二 | | 





图 6-30 仿真 参数 设置 对 话 框 


答 出 到 MATLAB 工作 空间 或 文件 ,以 备 以 后 使 用 。 给 出 mpclib 还 将 得 到 可 以 
运用 于 Simulink 仿真 的 模型 预测 控制 器 模块 , 用 于 复杂 系统 的 设计 与 仿真 。 下 面 
通过 例子 演示 模型 预测 控制 器 设计 与 仿真 的 全 过 程 。 

例 6-25 考虑 文献 [13] 中 给 出 的 变化 系统 分 段 受 控 对 象 模型 ， 如 表 6-5 所 示 。 试 设计 
出 可 以 用 于 该 分 段 模型 控制 的 模型 预测 控制 器 。 


表 6-5 受 控 对 象 的 数学 模型 





序号 采样 区 间 对 象 模 型 序号 采样 区 间 对 和 象 模 型 
e 一 2.7s 
一 一 一 2 8-159 RE 
40s2 十 10s 十 1 40s2 十 10s 十 1 
一 2.7s 
3 160-239 4 240-319 
10s 十 1 
5 320-400 





求解 选择 第 一 模型 作为 标 称 模型 ， 则 可 以 用 下 面 的 步骤 设计 模型 预测 控制 器 模型 : 

申 输入 模型 G=tf(1, [40,10,1])。 

@) 输入 mpctool 启动 界面 , 由 Import Plant 按钮 读 入 系统 的 受 控 对 象 模型 。 

G) 单 击 左 侧 的 Controller 栏目 ， 可 以 如 下 设置 控制 器 所 需 参 数 : 在 Model and 
Horizons 标签 下 ， 采 样 周期 Control interval 为 全 = 0.4， 预测 时 域 Prediction 
Horizon 设置 成 40， 控 制 时 域 设置 为 10; 由 于 暂时 不 考虑 控制 约束 ， 所 以 不 修 
改 Constraints 标签 ; 在 Weight Tuning 标签 下 ， 将 输入 权 值 设置 成 0.1; 变化 率 
从 默认 的 0.1 改变 为 0。 输 出 的 权 值 最 好 设置 成 1。 

网 单 击 左 侧 Scenarios 栏目 ， 可 以 设置 设 定点 等 信息 ， 如 可 以 将 设 定点 设置 成 阶 
路 信和 号， 使 其 阶 跃 时 间 为 0, 幅 值 为 1。 这 时 可 以 启动 仿真 过 程 得 出 输入 输出 曲 
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和 和 人 和 


线 ， 如 图 6-31 (a) 和 (b) 所 示 。 


Planr (atput Cur] 上 ant Imput: 后 ] 





0 5 I0 1 20 325 30 和 0 5 ID 1 3 2 和 和 
Tine (See) TIme fsec1 
(a) 控制 系统 的 阶 跃 啊 应 (b) 控制 信号 


岁 6-31 了 预 铀 控制 器 的 仿真 结果 


图 选择 控制 器 栏目 下 的 Export Controller， 则 可 以 将 控制 器 模型 存 成 MATLAB 
工作 空间 中 的 变量 c6MPC1。 


设计 了 控制 器 ， 则 可 以 搭建 如 图 6-32 所 示 的 分 段 控制 模型 ， 该 模型 由 仿真 时 间 
控制 模型 的 选择 。 这 样 可 以 用 设计 出 的 模型 预测 控制 器 对 系统 进行 控制 ， 得 出 如 图 
6-33 (aj 所 示 的 设计 效果 。 








一 


人 U40 一- 人 eqjlw40.0001) 
了 
一 | ref MP mv -一 一 二 一 平 --- 一 一 一 一 一 一 一 …- 一 一 
| | 下 Er 二 站 人 
MPC Controljer 上 二 三 5cope 
- 本 一 
性 0s+1 [一 mA ] Multuport 
_ 一 一 和 | Switch 
CDnstant | 和 人 
EL 
新 | 250s )s2+10s+1 一 
| 下 二 一 
1 | | 


] 


“ L 


Seope2 


图 6-32 分 段 系 统 的 预测 控制 仿真 模型 (文件 名 : c6mmpcm.md]) 
若 在 设计 控制 器 时 选择 控制 信号 的 约束 lu(b| 入 2， 则 可 以 重新 设计 出 模型 预测 
控制 器 ,在 该 控制 器 下 系统 的 响应 如 图 6-33 (b) 所 示 。 
6.5.3 广义 预测 控制 设计 与 仿真 


三 义 预 测控 制 (general predictive control，GPC) 是 由 英国 学 者 David 
Clarke 教授 及 合作 者 提出 的 一 种 新 型 控制 策略 413, 文献 [16] 对 广义 预测 
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人 

















30 ] 0 
(aj 无 约束 最 优化 (bj 约束 la 人 (tj| 所 2 
图 6-33 ”分 段 系 统 的 预测 控制 仿真 结果 


控制 理论 及 应 用 有 较 好 的 介绍 。 广 义 预测 控制 研究 的 党 控 对 象 模型 可 以 表示 为 


4(z yy 人 三 2 有 (2 vb 二 COz (的 十 也 〈6-5-9) 
该 模型 的 大 部 分 内 容 和 前 面 描述 的 完全 一 致 , 它 的 特点 是 可 以 处 理 在 模型 的 输入 
中 添加 第 数 偏差 扰动 7 的 问题 。 
广义 预测 控制 的 性 能 指标 为 
7 = mmin 5 2 十 用 一 大人 上 十 计 于 Au 上 7 一 DJ| | (6-5-10) 


这 里 ， 性 能 指标 选择 的 是 一 个 时 域 窗 口 (Ni, N2) 内 的 方差 值 ， 属 于 滚动 型 性 
能 指标 。 文 献 117] 给 出 了 较 好 的 基于 早期 MATLAB 版 本 的 仿真 模型 和 描述 广义 
预测 控制 的 $- 函 数 ,， 根据 本 书 的 风格 修改 如 下 。 
function [sys，X0O,sStrits]=gpPc_la(t,xX,u,tlag,N1,N2,Nu,TY,rho,..， 
k_d,B_pocz,A_pocz,P_pocz ,alfa,ts) 
nA=1ength(A_pocz); DB=lIength(B_pocz) -Tt kx=nA+nB+1; 
XP= 区 汪 多; Kt=Kp+1T; ktend=kp+K; kf=ktenad+l ; 
ft end=Ktenadq+k;i KKy=ktend+1Ti ku=ky+1Ti kend=ky+K_d; 
P=Zzerogs (KK ,区 ) ;， X=X(:)，， 
SW1itch 土 上 ag 
case 0 
sizes = simsizes; YY 读 入 系统 变量 的 默认 值 
sl1zZes .Numuvontotates=0; Sizes.NumpDiscStates=kend ; 
S1Zegs.NunuUutputs=1;j SIzes.NumnInpPutSs=2 ; 
SIZes .Dirbheedthrough=0;i Sizes.NumSampleTimes=1; 
SyS=Simsizes(sizes); Str=f{;)， ts=[ts 0] ; 
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XO=Zeros(1,kend) ; X0O(L1:K+l:kp)=P_poczkones(K ,1) ; 
XO(CkKt :kt+nA-1)=A_pocz; x0O(CKkt+nA:ktend)=B_pocz; 

CaSse 2 
Phi=[x(ky) ,xx(kf:kf+nA-2) ,X(kend) ,xX(kf+nA:kfendq-1)] ; 
P(:)=X(C1:Kp) ; P=(1/alfa)*(P-(PxPhi*PhiyrP)7 (alfa+PhikP*Phi2:))， 
Theta=Xx(kt:ktend)+Phi*Pr(u(2)-Phi*xXf(Kt:ktend) :) ， 
K_M=max( [naA+l ,nB+Kk_ dj] ) ; 
num= [zeros(1,k_d-l) ,Theta(CnA+1:k) ,Zeros(1 ,KK_M-nB-xk_dqd) ] : 
qdqen=[1,Theta(i:nA) ,Zeros(1,k_M-nA-1)] ; h=dstep(numn,den,N2) ; 
for 1i=1:Nu，Qt(l:N2,1i)=[zeros(i-1,1);，h(Ct:N2-i+t)] ，enqa， 
Q=Qt(N1:N2,:); q=[t+,zeros(1,Nua-1)]*xinv(Q2:*Q + Trykeye(Nu) )*Q? ; 
[w,xwj=dqlsim(rho,1-rho,1,0,u(1)*xones(N2+1,1+1) ,ua(2) ) ， 
A=[1,Theta(1l:nA)]; B=Theta(nA+1:X);， Bm=[B,0] ; Bm=Bm- [0,.B] ， 
Am=[A,0] ; Am=ahmn-[0,A] ;Ared=Am(2:nA+2) ， 
Bred=[zeros(1li,k_dq-1) ,Bm] ; Y=[u(2) ,-x(ky) ,-x(kf:kf+nA-2)] ， 
U= [x(Cku) ,x(ku:kend) ,x(kf+nA:kf+nA+nB-1)7]， 
for 1I=1:N2 

yP(\i)=-AredxY:+Bred*U; Y=[yp(i),Y(C1:nA)] 
U=[LU(1) ,U(C1:nB+k_d)] ; 
end 
nu=X(Ku)+qk(wW(N1+1:N2+t)~YyYp(N1:N2) ，) ， 
SyS=[P(:)，,Theta,X(Kky) ,X(kf:kf+nA-2) ，X(kend) ,..， 
X(Ckf+nA:kfend-t),-u(2)，nhu，X(ku:kend-1)] 

Case 3，SyYS=X(kuy) ; 

otherwise，SySs=1[] ; 

enDd 


例 6-26 假设 受 挖 对象 模 型 为 G(s) = 二 且 该 模型 的 输出 端 可 能 受到 


4 = 三 0.5 的 扰动 ,试用 广义 预测 控制 的 方式 对 该 模型 进行 控制 。 
求解 为 对 该 系统 进行 仿真 研究 ， 可 以 建立 起 如 图 6-34 所 示 的 仿真 框图 。 先 假设 
4 一 0, 选择 Ni =1lAu=2， 对 不 同 的 Na 取 值 ,如 Na = 3,4,5,6,7 进行 仿真 研究 ， 
则 可 以 得 出 如 图 6-35 (a) 所 示 的 输出 曲线 ， 从 仿真 结果 可 见 ，Na = 3 时 仿真 曲线 效 
尼 不 是 很 好 ， 说 明 预 测 3 步 的 控制 对 此 例子 不 适用 ， 故 应 该 增 大 Va 的 值 ， 例 如 选择 
Au 一 了 。 

图 6-35 (b) 中 给 出 了 Na = 3 和 Na = 了 时 的 控制 信号 曲线 ， 可 见 ， 只 有 给 定 信号 
突变 时 ， 控 制 信号 的 要 求 较 大 ， 其 他 时 间 控 制 信号 接近 0。 

现在 假设 偏差 信号 7 = 0.5， 则 通过 仿真 可 以 得 出 如 图 6-36 (a)] 所 示 的 控制 效果 . 
其 中 ， 为 了 方便 比较 ， 同 时 绘制 出 = 0 时 的 控制 曲线 ， 可 见 ， 虽 然 模 型 受到 了 偏差 扰 
动 ， 控 制 效果 仍然 是 很 理想 的 。 


3 < 
将 受 控 对 象 模 型 修改 成 Gil(s) = 55 了 8 或 cz(s) = 5 列 得 出 
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图 6-34 广义 预测 控制 系统 的 仿 其 框图 (文件 名 : c8mgpclmdl) 





PNp 一 了 | 
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(a) 不 同 Na 值 的 控制 效果 (b) 控制 信号 
图 6-35 不 同窗 口 宽 度 的 广义 预测 控制 及 控制 信和 号 
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_3 - 
中 10 20 30 40 0 20 30 40 50 60 
(a) 加 偏差 扰动 的 控制 (b) 受 控 对 象 变化 后 的 控制 


图 6-36” 带 信 差 扰动 和 模型 俩 差 时 的 控制 效果 比较 


的 控制 效果 如 图 6-36 (bj) 所 示 。 可 见 ， 虽 然 受 控 对 象 模型 有 较 大 的 变化 ,控制 效 果 仍 
然 是 较 理 想 的 。 在 得 出 的 曲线 中 ， 粗 线 表 示 标 称 模型 的 响应 曲线 ， 其 他 两 条 线 分 别 表 
示 Cl(s) 和 Ca(s) 的 响应 曲线 。 
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6.6 ”习题 与 思考 题 
0 


1 忆 和 鞭 攻 系 久 约 守 术 方 为 *(t 二 ~ | 036 “| = 二 |]| vt， 
zT(0) = [1, -1j， 试 求 该 系统 阶 跃 响应 的 解析 解 ， 并 比较 数值 解 。 
2 候 设 受 控 对 象 模型 为 G(s) - 2 ) 芭 2  ， 如 果 采 用 高 区 PID 控制 扣 


(s 十 D” 
0.0641] 
UK 一 1.1646e(KT) 十 0.24347 > em ) 十 一 一 一 了 1 








e(ET) 一 el 一 1) 磋 直 ， 试 对 

该 系统 进行 仿真 ,研究 控 制 效果 ， 通过 并 试 资 的 方法 进一步 调整 控制 器 参数 ， 并 尝试 
其 他 的 离散 PID 控制 器 结构 。 

3 增 量 式 离散 PID 控制 器 的 数学 描述 为 
UN) 一 WE 一 切 十 并 pfe(E) 一 e(R 一 1J 上 FTe(KE) 十 Le(b)+e( 一 2) 一 2e(K 一 1)] 
试用 9%imujink 搭建 出 该 控制 内 的 仿真 模型 。 

4 已 知 一 个 离散 时 间 系 统 的 输入 输出 数据 由 表 6-6 
的 脉冲 传递 函数 模型 ， 并 选择 合适 的 模型 阶 次 。 


表 6-6 习题 4 实测 数据 


给 出 ， 用 最 小 二 乘法 辨识 出 系统 


? 2 2 2 2 2V: ? 2 咏 

] 1.9103 U g .991D 4d45252 7 U.6316 62.1589 
2 D.r622 8.498 秋 了 站 日 .3J05. 05.9972 了 8 日 .58347 63.0000 
了 U.2625 了 1 .4285 工 12470 62.9181 19 U.2727 68.6356 
芝 旭 .Ud475 d2.3228% 1 U.9826 37.5592 20U 0.4364 6U0.3267 
5 U0.7361 28.5690 枚 | U.7227 67.6080 21 0.7665 57.1745 
6 U.3282 39.1704 14 0.7534 70.7397 2 0.4777 60.5321 
了 0.0326 39.8825 15 号 .6515 73.7718 3 .2378 97.3803 
8 0U.7564 46.4963 16 0U.U727 24 


74.0165 


49.6011 


5 已 知 茶 连续 系统 的 阶 跃 响 应 数据 由 表 6-7 给 出 ,是 已 知 系统 为 二 阶 系统 ， 其 阶 跃 酌 
应 的 曲线 原型 为 Vi) = Zi 十 zae zs 十 :rse zst， 试 用 曲线 最 小 二 乘 拟 合算 法 拟 合 
出 zi 参数 ， 从 而 拟 合 出 系统 的 传递 函数 模型 。 


6 斌 构造 出 一 组 周期 为 NW = 127 的 伪 随 机 二 进 制 序列 。 
7” 求 Diophatine 方程 的 解 并 验证 解 的 正确 性 。 
由 4 )=1-0.7z 1 ，B(z-1) = 0.9-0.6z-1，C(zH = 2z-2 十 1.5z-3 
@4(z)=1+0.6z-: 一 0.08z-2 十 0.152z-3. 十 0.0591z-4 0.03652z-5 
B(z  ) 一 5 一 4z 一 0.25z-2 十 0.42z-3，C(z-D 一 1 


8 请 为 受 控 对 象 (1 一 1.28z- 二 0.49z 一) 人 (三 (0.5+0.7z-1)ult 一 了 设计 最 小 方差 


9 
0 
0.08324 
0.1404 
0.1798 
0.2072 
0.2265 
0.2402 
0.2501 
0.2574 
0.2629 
0.2673 
0.2708 
0.2737 
0.2762 
0.2784 
0.2804 


2 世 


6.6 习题 与 思考 题 


有 


表 6-7 习题 5 实测 数据 


t 


y( 芭 
0.3024 
0.3034 
0.3043 
0.3051 
0.306 
0.3068 
0.3076 
0.3084 
0.3092 
0.3099 
0.3106 
0.3113 
0.312 
0.3126 
0.3133 
0.3139 


t 





UV 

0.3145 
0.315 

0.3156 
0.3161 
0.3166 
0.3172 
0.3176 
0.3181 
0.3186 
0.319 

0.3195 
0.3199 
0.3203 
0.3207 
0.3211 
0.3214 


控制 串 ， 并 对 其 进行 仿真 ， 观 察 输出 信号 是 否 满意 。 


9 已 知 系统 模型 可 以 由 差分 方程 (1 - 1.3z-: 十 0.4z-2)g( 划 = 2-2(1 十 0.5z-1)a 人 b) 十 
(1 -0.65z-1 +0.1z-2)e(t) 描述 ， 式 中 e(t) 是 方差 为 0.1 的 白 噪声 信号 ， 试 设计 最 
小 方差 自 校 正 调节 器 并 仿真 该 系统 。 


已 知 系统 模型 为 y( 旭 十 2.1Vy( 一 1 二 1.61y( 人 一 2) 十 0.531y( 人 一 3) 十 0.063y( 一 4) 一 
2 人 tt 一 2) 十 1.3(t 一 3) 十 0.55( 的 十 0.56(t 一 1 二 0.25 人 一 2)， 试 构造 出 该 系统 的 提前 
两 步 预报 模型 ， 并 对 方 波 输 入 的 系统 仿真 输出 信号 和 预报 信号 ， 比 较 得 出 的 结果 。 


11 对 目 校 正 控 制 器 来 说 ， 本 章 只 给 出 了 最 小 方差 自 校 正 调 整 器 的 MATLAB 实现 及 
Simulink 模块 。 试 仿照 该 模块 将 极点 配置 控制 器 和 系统 辨 识 的 功能 相 结合 ， 编 写 
出 极点 配置 自 校 正 控 制 器 程序 与 模块 ， 并 对 慢 时 变 受 控 对 象 进 行 仿真 研究 ， 得 出 


10 


期 望 极点 对 控制 效果 的 影响 。 


12 斌 绘制 出 极点 配置 控制 器 的 框图 , 并 用 Simnulink 构造 出 其 控制 模块 。 
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ft 





8611.77 
[(s 十 0.55) 十 62][(s 十 0.25)2 十 15.42] ? 


一 入 < 
已 知 某 过 程控 制 受 控 对 象 为 G(s) =- 8 二， 参数 的 标 称 值 为 天 -5.7 = 15,0 一 


2， 和 采样 周期 为 1， 试 设计 出 模型 预测 控制 器 ， 并 通过 仿真 分 析 控制 效果 。 如 果 受 控 
对 象 模型 发 生 了 参数 变化 ,例如 天 = 10,， 试 通过 仿真 的 方法 研究 控制 效果 。 


14 假设 某 欠 阻尼 受 控 对 象 模 型 为 上 G(s) = 


330 第 6 章 差分 方程 问题 的 计算 机 求解 
斌 选择 合适 的 时 域 ， 设 计 出 较 好 的 模型 预测 控制 器 。 如 果 受 控 对 象 变 成 非 最 小 相 
位 系统 ， 例 恕 分子 多 项 式 变 成 28705(--s + 0.3)， 试 重新 研究 模型 预测 控制 器 设计 
问题 。 
12.8e-* ”一 18.9e-3s 


15 考虑 某 多 变量 传递 函数 算 阵 模型 G(s) = | 243 二 “18 十 |， 试 设计 出 相 





6.6e-“ ”一 19.4e-33 | 


10.9s 十 1 14.4s 十 1 
点 的 模型 预测 控制 器 ， 并 仿真 控制 效果 。 


16 假设 受 控 对 象 模 型 为 上 6 y( = 0.503y(t -1) - 0.0539( 人 (一 2) + 0.017u(t 一 3) 十 
0.186u(t 一 4) 十 0.0l11u(t 一 5 十 wo 人 昌 ， 其 中 心 夫 是 均值 为 0, 方差 为 0.01 的 白 品 声 ， 
试用 广义 预测 控制 对 其 仿真 ， 得 出 较 好 的 Na 及 Nu 值 。 
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-一 第“ 音 一 一 一 一 一 一 一 
智能 计算 问题 的 计算 机 求解 


智能 兵制 的 概念 是 由 美国 Purdue 大 学 著名 学 者 傅 各 孙 (ing- 
Sun Fu) 教授 于 1971 年 首先 提出 的 出 ， 认 为 智能 控制 是 人 工 智能 与 
自动 控制 的 交集 ， 主 要 强调 人 工 智能 中 仿 人 的 概念 与 自动 控制 的 结 
合 2 “智能 控制 ” 至今 无 统一 的 定义 , 文献 [3] 中 给 出 了 一 种 合理 的 
定义 : 智能 控制 是 一 类 无 需 人 的 干预 就 能 够 独立 地 驱动 智能 机 器 实现 
其 目标 的 自动 控制 。 与 传统 的 控制 理论 相 比 ,智能 控制 对 于 环境 和 任 
务 的 复杂 性 有 更 大 的 适应 度 。 目 前 几 种 被 广泛 认可 的 智能 控制 形式 包 
括 专 家 系统 、 模 糊 控制 、 人 工 神 经 网 络 控制 、 自 学 习 控 制 等 。 

本 书 将 在 7.1 节 首 先 介绍 经 典 集 合 论 问题 的 求解 ， 然 后 引入 模 
糊 集 合 与 模糊 还 辑 的 概念 ， 介绍 模 糊 逻 辑 计 算 与 模糊 推理 和 几 种 常 
用 的 模糊 控制 器 形式 ， 并 介绍 模糊 尿 辑 控制 器 的 设计 方法 及 基于 
MATLAB 工具 的 建 模 与 仿真 方法 。7.2 节 将 首先 介绍 人 工 神 经 网 络 
的 结构 与 求解 、 用 神经 网 络 拟 合 数据 的 方法 及 技术 细节 ,然后 介绍 基 
于 MATLLAB 的 人 神经 网 络 模型 预 负 控制 器 设计 及 仿真 方法 。7.3 节 将 
介绍 遗传 算法 在 最 优化 问题 求解 及 最 优 控制 器 设计 中 的 应 用 ， 然 后 介 
绍 基 于 粒子 群 优化 算法 的 最 优化 问题 求解 方法 ,并 介绍 应 用 这 些 方 法 
的 全 局 最 优化 方法 及 控制 器 设计 问题 求解 。7.4 节 将 引入 友人 代 学 习 控 
制 的 理论 及 相关 问题 MATLAB 求解 。 


7.1 模糊 逻辑 与 模糊 控制 


7.1.1 经 典 可 枚 举 集合 论 问题 及 MATLAB 求解 


集合 论 是 现代 数学 的 基础 。 所 谓 集合 ， 就 是 一 些 事物 的 全 体 ， 而 
其 中 每 一 个 事物 均 称 为 集合 中 的 一 个 元 素 。 若 事物 a 是 集合 4 中 的 
一 个 元 勾 , 则 记 wa < 4, 称 为 属于 4。 若 5 不 是 4 集合 中 的 元 素 ， 
则 记忆 和 4。 所 谓 可 枚 举 集合 ， 是 指 该 集合 中 的 所 有 元 素 均 可 以 一 一 
列 出 。 在 MATLAB 中 用 四 量 或 单元 数组 的 形式 就 可 以 表示 这 样 的 集 
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肖 要 


合 。 例 如 ,， 下面 的 语句 均 可 以 表示 可 枚 举 集合 。 
>> A=[1235679344 7Y 数字 构 成 的 集合 , 可 以 有 重复 元 素 
B={f1235679341 YX 上述 集 合 的 单元 数组 表示 方法 ， 二 者 等 价 
C={ssa',:jsjhs:,)，su:,whi:' ,xjshd', :kshk:}+ 4% 字符 串 集 合 
MATLAB 语言 提供 了 集合 定义 与 基本 运算 函数 。 在 表 7-1 中 列 出 了 进行 集 
合 运 算 的 函数 及 解释 ， 用 这 些 函 数 可 以 对 集合 进行 操作 ,这 些 函 数 还 可 以 撒 套 使 
用 ， 建 立 较 复 杂 的 集合 运算 。 这 些 函 数 不 能 用 于 符号 表达 式 的 集合 运算 。 


表 7-1 MATLAB 下 集合 运算 的 国 数 


运算 名 称 MATLAB 语 铝 合 运 算 描述 

并 集运 算 | 4=union( 妃 ,C) 求 两 个 集合 妃 和 C 的 并 集 ， 数 学 记号 为 4 = 已 岂 C,， 集合 运算 
后 的 结果 被 重新 排序 

差 集运 算 | 4=setfiff( 已 ,C) 求 两 个 集合 已 和 C 的 差 集 ,， 记 作 4 = BN\C,， 即 从 集合 巨 中 易 
除 C 中 的 元 素 后 剩 下 的 元 素 , 结果 被 重新 排序 

交集 运算 | 4=intersect (已 ,CO) | 求 两 个 集合 已 和 的 交集 , 即 4 = 妃 门 C,， 结 果 被 重新 排序 

异 或 运算 | 4=setxor( 万 ,C 〇 ) 求 两 个 集合 已 和 C 的 异 或 运算 ， 即 从 妃 UC 中 剔除 成 门 C,， 数 
学 表示 为 4 = (BUCIN(GEDC)， 结果 被 重新 排序 

惟一 运算 | 4=unique( 互 ) 将 吾 集合 中 的 重复 元 素 剔除 ， 结 果 被 重新 排序 

属于 判定 | key=ismember(a, 忆 ) | 判定 a 是 否 为 集合 巨 中 的 元 素 , 如 果 是 则 返回 key 值 为 1， 否则 
返 和 名 0， 记 作 key=a <E 巨 。 其 实 , 在 属于 关系 中 ，wa 也 可 以 为 气 
阵 ， 这 时 返回 的 key 为 和 a 一 样 维 数 的 和 矩阵 ,在 满足 属于 关系 的 
元 素 处 为 1， 否则 为 0 








例 7-1I 假设 给 定 3 个 集合 4={1,45,8,7,31 呈 ={12.46.8. 10}C= 位 ,7,4, 2,7,9,8}， 
读 演 示 集 合 的 各 种 运 划 ， 并 验证 它们 满足 交换 律 (4UB)JMCcC=(4ncUGBmnc)。 
求解 由 给 出 的 条 件 可 以 立即 输入 已 知 的 4, ,CC 这 3 个 集合 ， 然 后 调用 集合 运算 的 
命令 即 可 以 得 出 如 下 的 结果 。 


>> A=[1,4,5,8,7,3]; B=[2,4,6,8,10]; C=[1,7,4,2,7,9,8]; V 集合 定义 
D=unique(C) ，E=union(A,B) ， F=1Intersect(A,B) 7 各 种 集合 运算 


则 可 以 得 出 集合 运 工 结果 万 = [2,4 7,8,9], 已 = [2,3,4,5,6,7,8,10], 下 = [4,8]。 
给 出 如 下 命令 ， 则 可 以 发 现 交换 律 左 侧 的 集合 与 右 侧 的 集合 求 差 集 ， 得 出 的 结果 为 空 
集 ， 由 此 验证 了 交换 律 的 正确 性 。 

>> G=Setdiff(intersect(union(A ,B),C) ,， .，,， 


union(intersect(A,C) ,intersect(B,C))) 


7.1 .模糊 有 辑 与 模糊 控制 3 
命令 GC=ismember(4,) 可 以 得 出 属于 关系 向 量 为 G = |0,1,0,1,0,0j]。 由 得 出 
的 结果 看 ， 集 合 4 中 的 第 2 和 第 4 元 素 属 于 集合 已 ,因为 这 些 位 置 处 测试 结果 的 值 为 
1。 所 以 ， 可 以 用 五 =4(ismember(4 ,已 )) 语 撮 提取 出 集合 4 中 属于 已 的 元 素 ， 亦 即 
得 出 4 门 已, 为 妃 = [4 人。 
例 7-2 假设 集合 4 和 孔 为 字符 串 组 ， 其 中 
4 ={ skhsak:,)ssd:,"ssfa'} 已 ={1sdsd: ssd: ,SSSsf }， 
试 求 它们 的 并 集 与 交集 , 令 C=f 们 jsg: ,sjjfts: ,ssq: ， 试 验证 结合 律 


4 站 UPmasi=(4Uc)ma 


求解 字符 串 构成 的 集合 可 以 用 单元 数组 的 形式 表示 ， 也 可 以 进行 集合 运算 ， 所 以 直 
接 用 下 面 的 语句 求 出 它们 的 交集 和 并 集 为 
>> A={ 人 2)Skhsak ,ssdqQ) ,SSsfa: 了 i B={tsdsd: ,SS8d ,SSsf:]: 
F=union(CA,B) ，D=intersect(A ,BEB) 
C={t jsg'， "sjjfs ,ssd2yi 加 可 以 由 下 面 的 集合 运算 验证 结合 律 
E=setadift(union(intersect(A,B),，.,. 
intersect(C,B)) ,intersect(union(A,C) ,B) ) 
得 出 的 结果 为 忆 ={sdsd :skhsak:,)ssd',:ssfa) ,SSSf)]， 六 ={:ssd: +， 且 得 出 
集合 五 为 空 集 。 
子 集 与 集合 包含 等 概念 是 集合 论 中 很 重要 的 概念 。 所 谓 集合 包含 即 集合 4 中 
所 有 的 元 素 均 为 集合 忆 的 元 素 , 记 作 4 S 瑟 , 称 为 妃 包 含 4, 又 称 4 是 玉 的 子 
集 . 考 B\4 非 空 , 则 称 严 格 包含 , 记 作 4 c .。 MATLAB 中 并 未 直接 提供 集合 
包含 或 子 集 的 函数 , 但 可 以 通过 下 面 的 命令 判定 包含 和 严格 包含 。 


key=all1(ismember(4, 刀 ))，key=1 则 4CGB， 即 判定 4 所 有 元 素 均 属于 如 
Key=alLl(ismemnmber(4, 忆 ))&(liength(setdiff(B ,A))>O0)， key 一 1 则 4C 吾 


例 7-3 考虑 例 7-2 中 的 集合 瑟 , 已 ， 试 判定 下 C 刀 是 否 满足 ， 并 由 集合 4 验证 集合 的 
自 反 律 , 亦 即 4C 4。 
求解 可 以 用 下 面 的 语句 进行 判定 ， 得 出 key 为 1。 

>> E=union(A,B); F=intersect(A,B); key=all1(ismember(F ,FE)) 

事实 上 , 工 二 4UB, 瑟 =4 门 召 , 所 以 当然 瑟 C 开 。 还 可 以 验证 4C 4， 亦 即 自 
反 律 ， 由 下 面 的 语 勿 可 以 直接 得 出 相应 的 结果 。 


>> key=all(ismember(A,A)) 色 (length(setaqiff(A,A))>0)， 4C4 
keyl=alJ(ismember(A,A)); [key,keyl] % 4C4 当然 成 立 
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-. 和 和 和 三 过 村 和 让 音 和 虽 有 


7.1.2 ”模糊 集合 


由 经 典 集合 论 可 见 , 一 个 事物 a 要 人 么 属于 集合 4， 要么 不 属于 集合 4, 没有 
其 他 的 属于 关系 。 在 现实 生活 中 , 经 常会 出 现 模糊 的 概念 ， 亦 即 某 一 事物 a 以 一 
定 程度 属于 集合 4， 该 思想 是 模糊 集合 的 基础 。 

模糊 集合 的 概念 是 控制 论 专家 Lotf A Zadeh 教授 于 1965 年 提出 的 个 。 目 
前 模糊 还 辑 已 经 广泛 地 应 用 于 理 、 工 、 农 、 医 各 种 各 样 的 领域 名 .在 自动 控制 领域 
中 模糊 控制 也 是 很 有 吸引 力 的 研究 方向 。 

在 本 书 前 面 的 介绍 中 实际 上 也 使 用 了 模糊 的 概念 , 例如 变 步 长 方法 中 关于 误 
甜 的 描述 是 当 “ 误 差 较 大 时 .……:……:” 只 不 过 在 实际 处 理 时 没有 使 用 模糊 的 方法 ， 
而 是 直接 使 用 了 确定 性 方法 解决 问题 。 

这 里 不 加 解释 地 直接 引入 文献 [6] 给 出 的 示意 图 来 表示 精确 性 与 意义 性 ， 如 
图 7-1 所 示 。 可 以 看 出 , 现实 世界 中 的 事物 并 非 都 是 越 精确 越 好 。Zaqdeh 教授 指 
出 ， 汉 问题 复杂 性 增加 时 ， 精 确 的 描述 将 失去 意义 ,而 有 意义 的 描述 将 失去 精度 。 
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图 7-1 在 现实 世界 中 精确 性 与 意义 性 示意 图 (文献 [6]) 


7.1.3 隶属 度 与 模糊 化 


所 谓 隶 属 度 即 某 个 元 素 z 属于 集合 4 的 测度 或 程度 。 在 经 典 集合 理论 中 , 元 
素 a 要 么 属于 4, 要 么 不 属于 4, 所 以 对 应 的 隶属 度 分 别 为 1 或 0。 模糊 集合 的 引 
入 使 得 这 样 的 属于 关系 变 得 柔和 了 。 进一步 引入 了 隶属 度 函 数 Fz)， 该 函数 满足 
0 系 jz) 志 1。 这 里 将 介绍 几 种 常用 的 隶属 度 函 数 及 其 MATLAB 求解 方法 。 
1. 钟 形 隶 属 度 函数 
钟 形 隶 属 度 函 数 的 数学 表达 式 为 lz) = -一 1 
1 十 |zZ 一 cj/a| 


了 馆 辑 工具 箱 中 提供 了 因数 gbellmf ()， 可 以 求 出 隶属 度 函 数 的 值 。 该 函数 的 调用 
格式 为 y=gbellmf(z , [a,b,c])， 其 中 , z 为 任意 给 定 的 自 变 量 值 。 调 用 此 函数 
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时 时 旱 重 国 晶 量 了 旱 时 日 电 业 和 国 二 血 卫 量 量 别 者 时 县 性 重 业 哺 血 申 学 阶 里 量 嘿 者 时 和 量 和 司 重 亚 硬 全 


则 可 以 求 出 z 处 的 隶属 度 函 数值 y。 
例 7-4 用 绘制 出 不 同 参数 组 合 下 的 钟 形 隶 属 度 函 数 曲 线 。 具 体 的 方法 是 ， 先 选 定 了 
向 量 ， 分 别 改 变 abc 的 值 ， 则 可 以 得 出 如 图 7-2 所 示 的 隶属 度 也 数 曲线 ， 从 得 出 的 曲 
线 可 以 观察 出 隶属 度 函 数 对 a, 凡 ec 参数 的 依赖 关系 。 
>> X=[0:0.05:10j:; y=[; a0=1:5; b=2 |; c=3; yl= 上 ; y2= 晶 ; 
for a=a0，y=f{fy gbellmnf(x,[a,b,c]l)]; end 
a=1; b0=1:4; c=3; for b=b0，y1=[yl gbellmf(x, [a,b,c]j)] ，endqa 
a=2; b=2; c0=1:4; for c=c0，y2=[y2 gbellmf(x,[a,b,c])]， end 
Plot(x,y); figure; plLlot(x,y1); figure;j plot(x,y2) 
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(ay a 参数 变化 (pb) 5 参数 变化 (cy ec 参数 变 
图 7-2 ”和 钟 形 隶 属 度 了 数 曲线 


从 得 出 的 曲线 形状 可 以 看 出 ， 当 其 他 参数 不 变 ， 只 修改 a 值 时 ,，a 值 越 小 则 曲线 
形状 越 罕 ; c 参数 只 能 用 于 平移 曲线 ， 不 政变 曲线 的 形状 ; 参数 增 大 将 增加 上 升 段 和 
下 降 段 的 陡 度 。 可 以 通过 这 些 参数 的 组 合 有 意识 地 得 出 合适 的 隶属 度 函 数 。 
2. Gauss 隶属 度 图 数 。 
Gauss 隶属 度 函数 的 数学 表达 式 为 /az) = e  。MATLAB 模糊 逻辑 工 
具 箱 中 提供 了 gaussmf () 函数 ,可 以 求 取 Gauss 隶属 度 的 值 。 该 函数 的 调用 格式 
为 =gaussmf (mm , [cc,c]) 。 
例 7-5 不 同 c 和 参数 的 Gauss 隶属 度 函 数 可 以 通过 下 面 的 语句 绘制 出 来 , 如 图 7-3 
所 示 。 可 以 看 出 ， 当 c 变化 时 ， 隶 属 度 函 数 曲 线形 状 不 变 ， 只 作 左 右 平 移 , ao 增 大 时 曲 
线 变 宽 。 
>> X=[L0:0.05:10j:;， y= 中 ; c0=1:4; s=3; yl= 口 ; sigO=1:4; 
for c=cO0，y=[Ly gaussmt(x,[s,c])];i end 
c=5j for Sig=sig0，yl=[yl gaussmf(x, [sig,c]j)] ;i end; 
Plot(4x,y); figure;i plot(x,yl) 

3. Sigmoid 型 隶属 度 函 数 


Sigmoid 型 隶属 度 函数 的 数学 表达 式 为 Az) - 


一 1 ccaz-o 1 该 隶属 度 可 以 
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(a)j c 参数 变化 
图 7-3 Gauss 隶属 度 困 数 曲 线 


用 MATLAB 杯 数 sigmf() 求 出 Wy=sigmf(z,[La,c]) 。 


例 7-6 Sigmoid 函数 在 Q 和 ec 变量 的 不 同 取 值 下 隶属 度 函 数 形 状 如 图 7-4 所 示 。 可 见 ， 
当 c 参数 增加 或 减 小 时 ，Sigmoid 函数 向 右 或 向 左 进 行 平 移 ， 而 隶属 度 函 数 的 形状 不 
变 ; 当 a 参数 增 大 或 减 小 时 ， 曲 线 变 得 更 陡 或 更 平缓 。 另 外 应 该 注意 ， 该 了 数 是 单 值 
的 ， 故 适用 于 描述 最 右 侧 模 糊 集 合 的 隶属 度 ， 最 左 侧 集 合 的 隶属 度 可 以 由 1 玉 z) 来 
表示 。 
>> X=[0:0.05:10]:; y= 口 ; c0=1:4; a=3;j yl=[]; a0=1:2:7; 

for c=c0，y=[y sigmf(x,[a,c])];i end 

c=5; for a=a0，Yyti=[yl1 sigmf(x, [a,c])] ; end; 

Plot(x,y);i figure;i P1Lot(X,y1T) 





(aj c 参数 变化 (b) a 参数 变化 
7-4 _ Sigmoid 隶属 度 函 数 曲 线 


4. 隶属 度 函 数 的 图 形 编 辑 界 面 

MATLAB 模糊 逻辑 工具 箱 中 提供 了 隶属 度 函 数 的 编辑 界面 。 在 MATLAB 
提示 符 下 输入 mfedit 命令 就 可 以 打开 隶属 度 函 数 编辑 界面 , 如 图 7-5 所 示 。 其 
中 给 出 了 3 个 隶属 度 函 数 的 原型 , 用 户 可 以 通过 界面 中 的 选项 设置 各 种 隶属 度 函 


7.1 模糊 还 辑 与 模糊 控制 343 > 


了 ile 了 dit 三 ew 


FIS Yariables 





7-5 隶属 度 函 数 图 形 编辑 界面 


数 ， 可 以 由 对 话 框 右 下 栏目 中 的 内 容 对 当前 隶属 度 函 数 的 形状 和 参数 进行 编辑 ， 
也 可 以 通过 鼠标 在 隶属 度 函 数 示 意图 上 可 视 地 修改 隶属 度 函 数 的 参数 。 

如 果 想 再 添加 一 个 隶属 度 函 数 ， 则 可 以 选择 Edit 一 Add custom MEF 菜单 ， 
如 图 7-6 (a) 所 示 ， 设置 完 成 后 就 可 以 在 编辑 区 域 添加 一 个 隶属 度 函 数 ， 对 这 个 新 
添加 的 隶属 度 函 数 可 以 按 前 面 的 方式 进行 修改 ,例如 可 以 改变 成 如 图 7-6 (b) 所 
示 的 形式 。 
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区 
Undo Ctrl+Z 
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Res... Ctrl+3 
(a) Edit 菜单 (b) 修改 后 的 隶属 度 函 数 


7-6 ”隶属 度 函 数 的 编辑 结果 
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7.1.4 模糊 推理 系统 建立 


用 模糊 逻辑 工具 箱 中 提供 的 newfis() 函数 可 以 构建 出 模糊 推理 系统 的 数 
据 结构 。 其 中 ，FIS 为 模糊 推理 系统 fuzzy inference system 的 缩写 。 该 函数 的 调 
用 格式 为 fis=newfis(name) ， 其 中 ,name 为 字符 串 ， 表 示 模 糊 推理 系统 的 名 
称 ,， 通 过 该 函数 可 以 建立 起 结构 体 fis， 其 内 容 包括 模糊 的 与 、 或 运算 ， 解 模糊 算 
法 等 , 这 些 属性 可 以 由 newfis() 函数 直接 定义 ,也 可 以 事后 定义 。 定 义 了 模糊 推 
理 系 统 fis 后 , 可 以 调用 adadqvar() 函数 来 添加 系统 的 输入 和 输出 变量 。 该 函数 
的 调用 格式 为 


fis=addvar(fis, input:,iname,vi) 可 以 定义 一 个 输入 变量 iname 
fis=addvar(fis ，,， outpnut : ,oname ,1 ) 可 以 定义 一 个 输出 变量 oname 


其 中 ,，wi 及 wo 为 输入 或 输出 变量 的 取 值 范围 ， 亦 即 最 小 值 与 最 大 值 构成 的 行 向 
量 。 通 过 这 样 的 方法 可 以 进一步 定义 fis 的 输入 输出 情况 ,每 个 变量 的 隶属 度 函 
数 可 以 用 addmf () 函数 定义 , 也 可 以 用 mfedit() 定义 。 
例 7-7 假设 某 模 糊 推 理 系统 有 两 个 输入 变量 ipl1 和 ip， 并 有 一 个 输出 变量 op， 且 假 
设 ipl 的 取 值 范围 为 (一 3,3)， 分 为 3 个 区 间 ， 隶 属 度 函 数 选 择 为 钟 形 函数 ; 输入 信号 
ip2 的 取 值 范围 为 (--5,5)， 分 为 3 个 区 间 ， 隶 属 度 函 数 选 择 为 Gauss 型 函数 ; 输出 信 
号 op 的 取 值 范围 为 (-2,2)， 隶 属 度 函 数 为 Sigmoid 型 函数 ， 则 可 以 用 下 面 的 语句 构 
造 模 糊 推 理 系统 原型 ， 并 用 fuzzy() 函数 编辑 此 模糊 推理 系统 。 
>> fff=newfis(c7mfis，) ; 儿 建立 模糊 推理 系统 模型 
fff=addvar(fff, input，,)ipl,[-3,3]); % 定义 第 一 路 输入 信号 
fff=addvar(fff, ,input,)ip2，,[-5,5]); % 定义 第 二 路 输入 信号 
fff=addvar(fff, output:,:op:,[-2,2]); % 定义 输出 信号 
DZZY( 了 下 芋 ) Ah 用 fuzzy() 通 数 可 视 地 编辑 模糊 推理 系统 
由 fuzzy() 函数 可 以 打开 模糊 推理 系统 的 程序 界面 , 如 图 7-7 所 示 。 
在 图 7-7 界面 下 ,选择 Edit 一 Membership functions 菜单 项 ， 可 以 打开 如 图 7-5 
所 示 的 隶属 度 函 数 编辑 界面 。 在 图 7-7 界面 上 选择 ipl 图 标 ， 再 选择 Edit -，Add MFs 
菜单 项 ， 可 以 打开 如 图 7-8 (a) 所 示 的 对 话 框 ， 通过 该 对 话 框 定 义 各 个 信号 的 隶属 度 函 
数 。 例 如 ， 通 过 编辑 得 出 如 图 7-8 (b) 所 示 的 输出 隶属 度 函 数 。 


7.1.5 ”模糊 规则 与 模糊 推理 


1. 模糊 化 

右 将 某 信 号 用 三 个 隶属 度 函 数 表 示 ,， 则 一 般 对 应 的 物理 意义 是 “很 小 "、*“ 中 
等 " 与 “ 较 大 ”， 若 分 为 5 段 ， 则 可 以 表示 为 “很 小 "、“ 较 小 ”"、“ 中 等 ” 、“ 较 大 ”和 
“很 大 ， 一 个 精确 的 信号 可 以 通过 这 样 一 组 隶属 度 函 数 模糊 化 ， 变 成 模糊 信号。 
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7-7 模糊 推理 系统 编辑 界面 
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(a) 隶属 度 函数 设置 对 话 框 (b) 修改 后 的 输出 变量 隶属 度 函 数 


图 7-8 隶属 度 函 数 的 编辑 结果 


2. 模糊 规则 
如 果 将 多 路 信和 号 均 模 糊 化 , 则 可 以 用 if ，else 型 语句 表示 出 模糊 推理 关系 。 


例如 ,者 输入 信号 ipli“ 很 小 ">， 且 输入 信号 ip“ 较 大 ”, 则 设置 “ 较 大 ”的 输出 信 
号 op， 这 样 的 推理 关系 可 以 表示 成 
if ipl 为 “很 小 ” and ipz 为 “很 大 ”，then op=“ 很 大 ” 
模糊 推理 规则 可 以 通过 ruleedit() 函数 生成 的 界面 来 设 定 ， 也 可 以 从 
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mfedit() 函数 界面 的 Edit 一 Rules 菜单 项 编辑 模糊 推理 规则 , 这 将 打开 如 图 7-9 
所 示 的 对 话 框 。 用 该 对 话 框 可 以 逐条 将 推理 规则 输入 到 系统 中 , 每 设 定 一 条 规则 
后 ,可 以 单 击 Add rule 按钮 ,将 规则 添加 到 规则 库 中 。 如 果 想 删除 某 条 规则 , 则 选 
中 该 规则 ,然后 单 击 Delete rule 按钮 即 可 删除 。 
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7-9 模糊 规则 编辑 对 话 框 


编辑 后 的 规则 还 可 以 单 击 Change Rule 按钮 进行 修改 。 完 成 了 模糊 规则 的 编 
辑 , 则 可 以 单 击 Close 按钮 关闭 编辑 窗口 。 模 糊 推 理 规 则 可 以 由 View 一 Surface 
菜单 项 进行 处 理 ， 得 出 如 图 7-10 所 示 的 三 维 图 形 , 表明 从 输入 信和 号 到 输出 信和 号 的 
映射 关系 。 

模糊 规则 还 可 以 更 简单 地 用 数据 向 量 表示 ,多 行 向 量 可 以 构成 多 条 模糊 规则 
埠 阵 。 每 行 问 量 有 mm 十 即 十 2 个 元 素 , mm,m 分 别 为 输入 变量 和 输出 变量 的 个 数 ， 
其 中 前 mm 个 元 素 表示 输入 信和 号 的 隶属 度 函 数 序号 ,次 ?个 元 素 对 应 输出 信和 号 的 
隶属 度 函 数 序号 ， 第 m 十 见 十 1 表示 输出 的 加 权 系 数 ,最 后 一 个 元 素 表示 输入 信 
号 的 逻辑 关系 ,，] 表示 轩 辑 “与 "，2 表示 逻辑 “或 " 。 例 如 对 图 7-9 中 的 第 3 条 逻辑 
关系 来 说 ， 大 用 数据 向 量 的 形式 可 以 表示 为 [3, 2, 1, 1, 1]。 

者 用 前 面 的 规则 生成 一 个 规则 矩阵 玉 ， 则 可 以 由 fis=addrule(fis 尺 ) 
直接 补 加 到 模糊 推理 系统 fis 原 有 的 规则 后 面 。 
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图 7-10 模糊 规则 的 三 维 表面 图 图 7-11 解 模 糊 列表 框 


3. 解 模糊 化 

通过 模糊 推理 可 以 得 出 模糊 输出 量 op， 此 模糊 量 可 以 通过 指定 的 算法 精确 
化 ， 永 称 解 模糊 化 (defuzzification)。 模糊 逻辑 工具 箱 提 供 了 多 种 解 模 糊 化 的 算 
法 , 可 以 由 如 图 7-7 所 示 的 对 话 框 Defuzzifications 栏目 ， 亦 即 对 话 框 中 如 图 7-11 
所 示 的 部 分 选择 解 模 糊 化 算法 。 

按照 上 述 的 方式 就 可 以 建立 起 模糊 推理 系统 的 数据 结构 。 可 以 由 File 菜单 对 
模型 进行 处 理 , 例如 用 File 一 Export 一 To Disk 菜单 项 将 其 存 成 文件 ， 后 缀 名 为 
fis。 用户 可 以 将 前 面 编辑 的 模糊 推理 系统 存储 成 czmfis fis 文件 。 该 工作 还 可 以 通 
过 writefis() 函数 完成 。 还 可 以 由 File Export 一 To Workspace 菜单 项 将 其 
人 存 入 MATLAB 工作 空间 ， 存储 时 应 该 给 出 变量 名 。 

使 糊 推理 问题 还 可 以 用 MATLAB 函数 evalfis() 求解 。 该 函数 的 调用 格 
取 为 Vy=evalfis( 厌 ,fis) ， 其 中 ， 筷 为 矩阵 ， 其 各 列 为 各 个 输入 信和 号 的 精确 
值 , evalfis() 函数 由 用 户 定义 的 模糊 推理 系统 fjs 对 输入 信和 号 进行 模糊 化 , 用 
该 系统 进行 模糊 推理 ， 并 将 结果 进行 解 模糊 化 ,得 出 相应 的 精确 输出 信号 ?/。 


例 7-8 假设 已 经 按 上 述 方式 建立 起 了 模糊 推理 模型 ， 在 Z-y 平面 内 的 (--3, -5) ~ 
(3, 5) 区 域内 进行 网 格 分 割 ， 试 用 此 模糊 推理 系统 绘制 出 输出 的 三 维 曲面 
求解 采用 下 面 的 语 揣 可 以 先 读 入 前 面 建立 的 模糊 推理 系统 ， 并 对 感 兴趣 的 了， 平 
区 域 进行 网 格 分 割 ， 将 网 格 数据 转换 成 列 向 量 ， 再 由 eValfis() 通 数 求 出 曲面 的 z 坐 
标 值 ， 这 样 就 可 以 用 下 面 的 语句 绘制 出 三 维 曲面 ， 如 图 7-12 所 示 。 
>> 1tf=readfis(:c7mfis.fis))， % 读 入 模糊 推理 系统 文件 
[x,y]=meshgrid(-3:.2:3,-5:.2:5)，Y 进行 网 格 分 割 
xl=Xx(:); yl=y(:); zl=evalfis([x1 ylj ,fff); 4% 模糊 推理 
Z=TeSshape(zl,size(Xx)); surf(x,y,z) 绘制 曲面 


一、 
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图 7-12 ”由 模糊 推理 得 出 的 输出 曲面 


7.1.6 ”模糊 控制 系统 的 仿真 方法 


利用 反馈 系统 中 的 误差 信号 e(t) 及 其 变化 率 de(t)/dt 来 计算 控制 量 的 方法 
称 为 PD 控制 。 典 型 的 模糊 PD 控制 器 结构 框图 如 图 7-13 所 示 , 其 中 需要 事先 引 
入 则 益 开 p 和 天 a 分 别 对 误差 信号 及 其 变化 率 信和 号 进行 规范 处 理 ,使 得 其 值 域 范 
围 与 模糊 变量 的 论 域 吻合 ,然后 对 这 两 个 信和 号 模糊 化 后 得 出 的 信号 ( 瓦 , 胁 ) 进行 
使 糊 推 理 ， 并 将 得 出 的 模糊 量 解 模糊 化 ,得 出 精确 变量 Zr, 通过 规范 化 增益 天 ,后 
聊 可 以 得 出 控制 信号 v( 妇 。 





7-13 .模糊 PD 控制 器 控制 框图 


文献 [7] 采用 了 更 合理 的 8 段 模 糊 子 集 的 定义 ， 其 示意 图 如 图 7-14 所 示 。 和 
7 段 模糊 子 集 方式 相 比 ， 这 样 的 定义 将 ZE 集合 进一步 细 化 为 NZ ( 负 零 ) 和 PZ 
( 正 委 ) 两 个 子 集 ， 能 更 好 地 刻画 在 0 附近 误差 及 其 变化 率 的 情况 。 

从 系 统 的 响应 看 ,如果 误差 e(t) = r(t) - y( 为 PB， 则 需要 给 出 正 的 控制 
量 (tb。 进 一 步 地 ,如 果 de 人 /dt 为 NB 和 NM 由 于 误差 大 且 误 差 仍 有 加 大 的 
趋势 , 所 以 应 该 加 大 控制 量 v( 轨 , 亦 即 将 v(t) 设置 为 PB; 相反 地 ， 如 果 误 差 变 化 
率 为 NS 和 NZ,， 则 说 明 误 差 有 减 小 的 趋势 , 故 无 需 加 大 控制 量 ， 将 其 设置 为 PM 
印 可 ; 在 变化 率 为 PZ 或 PS, 则 应 该 加 更 小 的 控制 量 , 如 选择 PS， 如 果 误 差 变化 
率 为 PM 或 PB, 则 说 明 无 需 加 控制 量 即 可 消除 误差 , 这 时 应 该 选择 ut) 为 NZ。 
对 其 他 的 e() 与 de 人 /dt 组 合 当然 也 可 以 总 结 出 类 似 的 规则 ， 这 样 可 以 得 出 表 


(从 稳 还 各 与 伐 糊 控制 3 
7-2 中 给 出 的 各 种 规则 四, 注意， 因为 这 里 的 误差 定义 与 该 文献 的 定义 差 一 个 符 
号 ， 故 将 整个 表 取 了 反 号 。 
表 7-2 PD 控制 器 模糊 逻辑 


deft)7/dt 
办 (z) NB NM NS NZ PZ PS PM PB 
NB NM NS NzlP7 PS PM PEB NB INB NB NM NM NS NS NZ NZ 


NB NM NM NS NS NZ NZ 
NB NM NS NS NZ NZ NZ 
3 NM NM NZ NS NZ PM PN 
ML NM PZ PS PZ PM PM PB 

28 PZ PZ PS PS PM PB PB 
图 7-14 8 段 模糊 子 集 示意 图 PM|PZ PZ PS PS PM PM PB PB 


PZ PZ PS PS PM PM PB PB 





有 了 模糊 隶属 度 函 数 与 模糊 推理 表格 ， 则 可 以 用 下 面 的 步骤 建立 起 所 需 的 模 
糊 推 理 系统 模型 ， 


J 局 动 界面 在 命令 窗口 中 输入 fuzzy 命令 启动 如 图 7-7 所 示 系 统 界 面 。 


四 信号 设 定 在 该 界面 中 , 默认 的 系统 是 单 输入 单 输出 的 ， 而 建立 本 模糊 推理 
模型 需要 双 路 输入 、 单 路 输出 ,所 以 应 该 添加 一 路 输入 信号 ， 这 可 以 由 菜 
单项 Edit 一 Add Variable 一 Input 添加 。 分 别 在 图 7-7 所 示 的 界面 上 修改 
这 三 路 信号 的 变量 名 为 e ed 和 us。 


@) 隶属 度 函 数 设置 双击 界面 上 的 输入 段 e 图 标 ， 将 在 得 出 的 界面 上 显示 默 
认 的 三 段 模糊 子 集 及 隶属 度 函 数 曲 线 。 单 击 Edit 菜单 , 其 内 容 如 网 7-6 (al 
所 示 。 选 择 其 中 的 Remove Al MFs 菜单 删除 默认 的 所 有 隶属 度 函 数 。 修 
改 界 面 中 Range 栏目 中 的 内 容 为 区 间 [-2,2]。 

选择 Edit 一 Add MFs 菜单 ， 则 可 以 得 出 如 图 所 示 的 对 话 框 ， 用 来 输 
入 隶属 度 函 数 的 模板 ,对 本 例 问题 可 以 将 Number of MFs 栏目 的 数值 填写 
为 8, 则 可 以 得 出 默认 的 8 段 拓 角形 隶属 度 函 数 的 默认 设置 , 如 图 7-15 (a) 
所 示 。 将 各 段 隶 属 度 函数 的 名 称 依次 改 成 NB, NM, …….， 并 微调 默认 隶 属 
度 函 数 的 形状 , 则 可 以 得 出 如 图 7-15 (b) 所 示 的 隶属 度 函 数 曲 线 。 用 同样 
的 方法 对 各 路 输入 、 输 出 信和 号 均 作 同样 处 理 . 


dd) 编辑 模糊 推理 系统 选择 Edit -> Rules 菜单 项 , 则 可 以 得 出 如 图 7-16 所 示 
的 模 糊 规则 编辑 界面 , 在 其 中 将 规则 逐 -- 输 入 进 该 界面 。 可 以 由 Add rule 
涂 加 规则 , 用 Change rule 修改 规则 . 对 表 7-2 中 给 出 的 模糊 规则 ， 共 需要 
编辑 64 条 规则 . 
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(a) 默认 隶属 度 函 数 曲 线 (b) 编辑 后 的 隶属 度 函 数 


图 7-15 隶属 度 函 数 的 编辑 
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图 7-16 模糊 推理 规则 编辑 界面 


建立 起 模糊 推理 规则 后 , 由 View 一 Rules 和 View 一 Surface 菜单 项 
将 分 别 得 出 如 图 7-17 (a)、(b) 所 示 规 则 显示 图 形 ,， 由 这 些 图 形 可 以 更 好 地 
理解 建立 的 模糊 推理 规则 。 


@ 模糊 推理 系统 的 存储 选择 File 一 Export 菜单 项 就 可 以 分 别 将 建立 起 来 的 
模糊 推理 系统 存 成 *.fis 文件 或 存 成 MATLAB 工作 空间 中 的 变量 。 采 用 这 
里 给 出 的 存储 方法 ,可 以 将 建立 起 来 的 模型 存储 为 c7fzpd.fis。 
30 


例 7-9 假设 受 控 对 象 模型 为 G(s) = 二 ,其 中 ae [5,50]， 取 Ko = 2，Ka = 
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名 呐 全 六 司空 包 着想 二 大 六 关 辣 上 半 amwmwa cm~ 





(a) 部 分 规则 图 示 (b) 规则 的 三 维 曲面 表示 
图 7-17 模糊 推理 规则 的 图 形 显示 


4 三 1， 则 可 以 建立 起 如 图 7-18 所 示 的 仿真 模型 。 这 里 ， 为 了 显示 其 他 信号 ， 多 设置 
了 引 个 示波器 。 可 以 给 出 如 下 的 命令 来 对 模型 进行 初始 化 。 


Fuzzy Logic 
Controller 


0.02s+1 
近似 微分 开 a 





7-18 模糊 PD 控制 系统 的 仿真 模型 (文件 名 : c7mfzpd.mdl]) 


>> fuz=Treadfis(c7fzpd.fis:);， a=5， Kp=2; Kdq=1; Ku=1l; 
对 得 出 的 模型 进行 仿真 ， 可 以 得 出 输出 信号 ， 如 图 7-19 (a) 所 示 。 其 他 信号 的 时 
域 响 应 曲线 如 图 7-19 (a) 所 示 。 可 见 ， 采用 模糊 控制 可 以 得 出 较 好 的 控制 效果 。 
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(a) 系统 输出 曲线 (b) 其 他 信号 曲线 
图 7-19 模糊 PD 控制 的 输出 曲线 及 其 他 相关 曲线 


3 3.5 
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间 前 是 


选择 不 同 的 G 值 , 如 Q = 5,10,30， 可 以 得 出 如 图 7-20 (al) 所 示 的 响应 曲线 。 可 
见 ， 在 控制 器 不 进行 调整 的 情况 下 仍然 能 得 出 满意 的 控制 效果 。 

如 果 受 控 对 象 变 成 C(s) = 6591T， 亦 即 不 再 直接 包含 积分 器 作用 ， 则 仍然 
可 以 用 此 方法 直接 控制 ， 得 出 的 控制 曲线 如 图 7-20 (b) 所 示 。 可 见 ， 仍 然 能 较 好 地 控 
制 该 模型 ， 只 不 过 得 出 的 曲线 在 稳 态 值 附 近 会 发 生 小 幅 值 的 振动 ,控制 信号 (tj 也 会 
在 零点 附近 振动 ， 这 是 模糊 PD 控制 难以 避免 的 弱点 。 








8 0 0 


也 二 各 2 二 后 8 
(a) 不 同 w 值 的 响应 曲线 (b) 对 象 模型 无 积分 器 的 曲线 
图 7-20 受 控 对 象 发 生变 化 时 的 控制 效果 


7.1.7 模糊 PID 控制 器 设计 


模糊 PID 控制 器 结构 是 一 类 被 广泛 应 用 的 PID 控制 器 ， 该 控制 器 一 改 传统 
PID 控制 器 的 固定 参数 开 。， Ki Ka 的 控制 策略 ,提出 了 可 以 根据 跟踪 误差 信号 等 
动态 改变 PID 控制 器 参数 的 方法 ， 以 达到 改善 控制 效果 , 扩大 应 用 范围 的 目的 。 
由 模糊 逻辑 整定 PID 控制 器 的 表达 式 为 


让 ( 提 一 本 人 -1 十 放 ( 问 A 下 
Ri(B) 三 下 ii 一 了 十 ioAKi (7 用 
Ka 一 玫 aR 一 起 十 Ta 也 和 A 开 a 


其 中 ,7p(e) mp),3yaR) 为 校正 速度 量 ， 随 校正 次 数 增加 ， 它 们 的 值 将 减 小 。 当 
然 ， 为 简单 起 见 ， 也 可 以 将 它们 均 设 置 成 常数 。 由 整定 公式 可 以 看 出 , 下 一 步 的 
控制 参 数 可 以 由 当前 的 控制 器 参数 与 模糊 推理 得 出 的 控制 器 参数 增 量 的 加 权 和 
构成 。 

这 时 ,， 可 以 按 下 式 计 算 控 制 量 


u( 有 ) = Ep(b)e(E) 十 Ki(E) Se(i) 十 Ka 人 PR) Ce 人) _e( 肛 一 站 (7-1-2) 


z 一 咯 


7. 糊 交加 与 伐 糊 这 制 4 2 
注意 ,这 里 的 求 和 式 子 并 不 是 PID 控制 器 积分 项 的 全 部 ,正常 应 该 乘 以 采样 周期 
7T ,这 里 为 简单 起 见 ， 将 其 含 于 变量 Ki(E) 中 ， 上 式 同 样 对 Ka(k) 进行 了 相应 处 
天 


天 


理 。 由 于 计算 》 efz) 较 困 难 , 所 以 应 该 引入 状态 变量 z(E) = 》 ef 人 (i)。 这 样 可 以 


i 一 0 i 一 0 
推导 出 状态 方程 为 
Z( 天 十 1) 三 并 (大 ) 十 e( 大 ) (7-1-3) 


这 时 , 式 (7-1-2) 中 控制 量 可 以 改写 成 
u( 了 二 天,(EJe(R) 十 天 (Exz(A) 十 天 as 有) [el _e(K 一 1 (7- 工 4 


模糊 PID 控制 器 的 典型 结构 如 图 7-21 所 示 。 由 于 直接 用 模块 搭建 前 面 的 模 
糊 PID 控制 器 算法 比较 复杂 ,所 以 这 里 采用 S- 未 数 的 形式 来 构造 该 模块 。 分 析 前 
面 介 绍 的 算法 ,可见 状态 变量 个 数 为 1; 输出 个 数 可 以 选择 为 1 个 ,但 考虑 到 本 例 
子 还 龟 显 示 变 化 的 开 。Ki, 天 4 系数 , 所 以 暂时 选择 输出 个 数 为 4; 输入 信号 可 以 
选择 两 路 , 即 (KE) = [e(f,elkg -1 。 这 样 可 以 容易 地 编写 出 如 下 的 S- 函 数 来 
表示 模糊 PID 控制 器 的 核心 部 分 。 






模 崩 PID | 
控制 髓 


站 -re 





图 7-21 “模糊 PID 控制 器 控制 框图 

function LsySs,Xx0O,sStr,tsj=fuz_pid(t,x,u,flag,T,aFuz,fx0,gam) 
SwWltch 工 Lag， 

case 0，[sVys,x0,str,ts]l = mdqLInitializeSizeg(T) ， 

case 2，SyS = mdLUpdates (xy,U) ; 

case 3，Sy8 = mdlOutputs(4x,u,T,aFuz,fX0O,gam) ; 

case {1，4，9}，sys = 人 ; 

otherwise，erIror([:Unhandled flag = ,num2str(flLag)]) ; 


end 

% =--- 模块 初始 化 函数 mdlInitializeSizes 
function [tsys,x0o,str,ts]j = mdlInitializeSizes(T) 
sizes = simsjizes; % 读 入 系统 变量 的 默认 值 
S12Zes.NumucontoStates = 0; S1zes .NumnDiscStates = 3， 
szzes.NumnDutputs = 4; Sizes.NumInputs = 2; 
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SIZes.DirFeedthroughbh = - S1Zes.Numn5ampleIlimes = 1]|; 
SVyYS = ee = Zeros(3 ,1) ; 


cm [T 0] ; 必 继 承 输入 信号 的 淋 样 周期 
2 高 散 状态 更 新 函数 mdlLUpdate 


syS = mdlUpdates (xy,u) 
SSesLakdy 瑟 42) Eta2)js 了 ID 
% --- 输出 量 计算 郴 数 mdl0utputs 


function SYS = mdl0utputs(x,u,T,aFuz,fXx0,gam) 
Kpid=fxO+gam(:).*eVvalfis(x([1,3]),aFuz):; Sys=[Kpid:*x; Kpid] ; 


有 了 核心 的 S$- 函 数 , 则 可 以 构造 并 封装 出 模糊 PID 控制 模块 ， 其 内 部 结构 如 


图 7-22 (a) 所 示 。 该 图 中 引用 了 S$- 函 数 fuz_pid.m， 其 参数 对 话 框 如 图 7-22 (b) 
所 示 ， 整 个 PID 控制 器 的 参数 设置 对 话 框 如 图 7-22 (c) 所 示 。 





De 控制 器 参数 





副 Function BIdcE PaTaaeters: Fizzy 工 0giC PID ET 








(a) 模糊 PID 控制 器 结构 FRR 
IE | 
悚 Fa 5 责 5- 让 asters FS io 留 | 6 
ER | 多 
| Inital PID vector 
8 can be whittien in[C. 本 and Ada and 
must conform to Sunction standards_The vatiables tx, | [420 江 
passed io lhe 5-functlon by Simulimk evtshr | 。 ， 
parameters in the 59-function par "peld. lf the 5-funchon block Jequires | Petogc0bect 
fles lor the ReahTime Workshop build process, specify the a 
和 not use 
full pathnames. e.g .enter 'src stcl' not'sfc c sfc1.c >amping period T 
| 0.001 
Paramelers | | 
本 | gamrma Vector 
S-uncion name: 后 Ed | | [0.1: 0.02; 1] 
Sunction parameters. TaFuz fx0. | | 。 
On | Normalzing vector 
Sunction modules“ | [11.1] 
| 
区 Le LDL 邮 ] Ce ep 


(b) fuz_pid 模块 参数 设置 (c) 模糊 PID 控制 器 参数 对 话 框 
图 7-22 ”模糊 PID 控制 器 模块 设计 


在 模糊 PID 控制 器 中 , 根据 经 验 可 以 构造 出 表 7-3 中 给 出 的 参数 变化 表 四 ， 
根据 该 模糊 表 可 以 在 MATLAB 环境 下 输入 该 模糊 推理 系统 ， 该 系统 仍 有 两 个 输 
入 , 但 和 前 面 不 同 的 是 ， 该 系统 将 有 三 路 输出 ,分 别 对 应 于 A 玉 , A 天 和 和 Ai。 

根据 模糊 规则 表 ， 可 以 用 fuzzy() 函数 可 视 地 建立 起 整个 模糊 推理 系统 
crfuzpid.fs， 该 系统 有 两 路 输入 和 三 路 输出 , 如 图 7-23 所 示 。 该 模型 中 选择 输入 
和 和 输出 变量 的 范围 均 为 (--3,3)， 为 方便 起 见 ， 应 该 保持 该 模糊 推理 系统 的 输入 、 
答 出 变量 范围 ， 而 推理 结果 可 以 由 系数 (Ka , Ka 加, Ti ya 天) 来 修正 。 

在 模糊 系统 中 ,模糊 规则 编辑 程序 界面 如 图 7-24 所 示 ， 而 得 出 的 3 个 规则 
曲面 在 图 7-25 中 给 出 。 读 者 若 想 了 解 该 模糊 推理 系统 的 具体 内 容 和 参数 ， 可 以 用 
fuzzy() 军 面 打开 c7fuzpid.fis 文件 。 
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表 7-3 PID 控制 器 模糊 逻辑 


de(t)/dt 


AM A 
NB NM NS ZE PS PM PB|NB NM NS ZE PS PM PB|NBNM NS ZE PS PMPB 
NB|PB PB PM PM PS ZE ZE|NB NB NMNM NS ZE ZE|PS NS NB NB NBNMES 
NB NB NM NS NS ZE ZE|PS NS NB NB NB NM PS 
NB NM NS NS ZE PS PS|ZE NS NM NM NS NS ZE 
e(t) ZE|PM PM PS ZE NS NM NM NMNM NS ZE PS PMPM|ZE NS NS NS NS NS ZE 
PS|PS PS ZE NS NS NM NM NM NS ZE PS PS PM PB|ZE ZE ZE ZE ZE ZE ZF 
ZE ZE PS PS PM PB PB|PB NS PS PS PS PS PB 
PB|ZE ZE NM NM NM NB NB ZE ZE PS PM PM PB PB|PB PM PM PM PS PS PRB 












Kp 


-ZES 
ZCR 


发 
Kr 
图 7-23 ”模糊 推理 系统 结构 图 
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)(Kiis NB)(Kdis NS) (1) 
)CKiis NM)(Kdis NB) (1) 
则 4.f (Eis NB) and (ED is ZE)then (Kpis PM)(Kiis NMJ(Kd is NB) 1] 
由 5.f(Eis NB) and (ED is PS)then (Kpis PS)(Kiis NSJ(Kdlis NB) (1 
下 6.f(Eis NB) and (EDis PM)then (Kpis ZE)CKiis ZEJIKdis NM) (1 
昌 7.YCEis NB) and (ED is PB)then (Kpis ZE)(Kiis ZEJKdis PS) (1 
ij8.f(Eis NM) and (EDis NB)then (Kpis PB)(Kiis NBJ(Kdis PS) 0) 
39. IEis NM) and (ED is NM)then (Kpis PB)(Kiis NB)(Kdis NS) (1 
10.ff(Eis NM) and (ED is NS)then (Kpis PM)(Kiis NM)(Kdis NB)] (1) 
11.If(Eis NM) and (ED is ZE)then (Kp is PS) 
TSDEETTTTEDETEDEYDSRE 和 5: 


、 1 
有 入- 

四 
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> 区 人 
呈 





(a) AK 规则 (b) AKi 规则 (c) AKa 规则 
7-25 模糊 PID 控制 器 三 参数 的 模糊 推理 规则 曲面 


523500 
( 没 受 控 对 象 ; Emacs 
例 7-10 假设 受 控 对 象 为 G(5) 873552 二 104705， 选择 开 1 = 乓 2 


及 7 = [0.1,0.02,1] 工 ， 这 样 可 以 建立 起 如 图 7-26 (a)j 所 示 的 仿真 框图 ， 对 该 系统 进行 
仿真 则 可 以 得 出 输出 曲线 和 控制 器 参数 曲线 ， 如 图 7-26 (b) 所 示 。 

可 见 ， 该 控制 器 的 控制 效果 是 令 人 满意 的 ， 同 时 ， 由 控制 器 参数 曲线 显示 出 随 着 
系统 输出 逐渐 接近 稳 态 值 ， 控 制 器 参数 逐渐 稳定 到 固定 的 值 。 







Scopel 





523500 
s3+87.3$s2+10470s | 







Controller 
Transfer Fcn 


PID Controller 





(a) 仿真 模型 (文件 名 : c7mfzpid.md]) 
7-26 模糊 PID 控制 器 模型 与 参数 曲线 


7.2 ”人工 神 经 网 络 及 其 应 用 


人 工 神 经 网 络 是 在 对 复杂 的 生物 神经 网 络 研究 和 理解 的 基础 上 发 展 起 来 的 。 
人 脑 是 由 大 约 1011 个 高 度 互 连 的 单元 构成 ,这 些 单元 称 为 神经 元 ,每 个 神经 元 约 
有 104 个 连接 名。 仿照 生物 的 神经 元 ,可 以 用 数学 方式 表示 神经 元 , 引入 人 工 神经 
元 的 概念 ， 并 由 神经 元 的 互 连 定 义 出 不 同 种 类 的 神经 网 络 。 限 于 当前 的 计算 机 水 
平 ， 人工 神经 网 络 不 可 能 有 人 脑 那么 复杂 。 

本 节 将 首先 介绍 人 工 神 经 元 和 人 工 神 经 网 络 的 数学 结构 ， 然 后 介绍 神经 网 络 
的 建立 、 训 练 与 泛 化 的 概念 以 及 MATLAB 语言 的 神经 网 络 工 具 箱 在 解决 这 些 问 
题 中 的 应 用 ,最 后 介绍 一 个 用 户 界面 来 利用 神经 网 络 求解 数据 拟 合 中 的 问题 。 
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和 


7.2.1 神经 网 络 基 础 知识 


1. 神经 网 络 的 概念 及 结构 

单个 人 工 神 经 元 的 数学 表示 形 蕊 如 图 727 所 示 。 其 中 ，z ze 7 为 一 
组 输入 信号 , 它们 经 过 权 值 wo; 加 权 后 求 和 ,天 类 二 辆 值 5， 则 得 出 二 的 值 ， 可 以 
认为 该 值 为 输入 信和 号 与 闪 值 所 构成 的 广义 输入 信号 的 线性 组 合 。 该 信号 经 过 传输 
范 数 丰 .) 可 以 得 出 神经 元 的 输出 信和 号 by。 





传输 数 矿 -) 





图 7-27 人 工 神经 元 的 基本 结构 
在 人 工 神经 元 中 , 权 什 和 传输 函数 是 两 个 关键 的 因素 。 权 值 的 物理 意义 是 输 
入 信和 号 的 强度 ,大 涉及 多 个 神经 元 则 可 以 理解 成 神经 元 之 间 的 连接 强度 。 神 经 元 
的 权 值 ww; 应 该 通过 神经 元 对 样本 点 反复 的 学 习 过 程 而 确定 ， 而 这 样 的 学 习 过 程 
在 神经 网 络 理论 中 义 称 为 训练 。 传 输 函 数 又 称 为 激励 印 数 ， 可 以 理解 成 对 即 信和 号 
的 非 线 性 映射 ， 一 般 的 传输 函数 应 该 为 单 值 晒 数 ， 使 得 神经 元 是 可 道 的 。 常 用 的 
传输 函数 有 Sigmoid 函数 和 对 数 Sigmoid 函数 , 它们 的 数学 表达 式 分 别 为 





Sigmoid 函数 f(z) = -二 二 到 (7-2_1) 


当 久 也 下 以 使 用 简单 的 饱和 遂 数 和 阶 跃 函数 作为 传输 函数 。 下 面 将 通过 例子 介绍 
各 类 传输 函数 的 形状 及 基于 MATLAB 神经 网 络 工 具 箱 的 绘制 方法 。 
例 7-11 试 绘制 出 各 种 常用 的 传输 函数 曲线 。 
求解 用 下 面 的 洛 提 可 以 直接 绘制 出 Sigmoid 函数 的 曲线 ， 如 图 7-28 所 示 。 

>> X=-2:0.01:2; y=+zanSsig(x);i Pilot(xy) 
用 1ogsig() 语 甸 取代 前 面 的 tansig() 通 数 则 得 出 对 数 Siagmoid 函数 曲线 。 另 外 ， 由 
其 也 函数 可 以 绘制 出 另外 几 种 传输 函数 曲线 ， 如 图 7-28 所 示 ， 同 时 给 出 了 绘制 这 些 传 
输 函 数 的 MATTAB 函数 名 。 

曰 看 干 父 神 经 元 相互 连接 , 则 可 以 询 成 - -种 网 络 ， 称 为 神经 网 络 。 由 于 连接 
方式 的 公 同 ， 神 经 网 络 的 类 型 也 将 不 同 。 这 里 仅 介 绍 前 馈 神 经 网 络 ， 因 为 其 权 值 
训 红 后 采用 误 莽 逆 回 传播 的 方式 ,所 以 这 类 神经 网 络 更 多 地 称 为 反 向 传播 (back 
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图 7-28 各 种 传 葵 函数 有 曲线 


propagation) 神经 网 络 ， 简称 BP 网 。BP 网 的 基本 网 络 结构 如 图 7-29 所 示 。 在 
MATLAB 神经 网 络 工具 箱 中 认为 这 样 网 络 的 层 数 为 天 + 1， 其 中 前 天 层 为 隐 层 ， 
第 有 十 1 层 为 输出 层 ， 其 节点 个 数 为 mmn。 





图 7-29 神经 元 的 基本 结构 


利用 MATILAB 语言 的 神经 网 络 工 具 箱 提供 的 现成 函数 和 神经 网 络 类 ， 建 立 
起 一 个 前 馈 的 BP 神经 网 络 模型 还 是 很 容易 的 。 可 以 使 用 newff() 函数 ， 具 体 的 
语句 格式 为 
net=newff([zmn,ZM] [APpo2 ,RE]{ 万 , 户 … ,大 }) 
其 中 , zu 和 zM 分 别 为 列 向 量 ,， 存 储 各 个 样本 输入 数据 的 最 小 值 和 最 大 值 。 若 样 
本 数据 已 知 ， 还 可 以 用 min() 和 max() 函数 求 出, 第 2 个 输入 变量 是 一 个 行 向 


(2 .公开 神经 网 络 及 其 应 用 3 
量 , 用 户 可 以 将 神经 网 络 各 层 的 节点 数 输入 , 单元 的 个 数 为 隐 层 层 数 。 吸 数 的 第 3 
个 输入 变量 为 单元 式 数 组 ,由 者 二 个 字符 捉 构 成 ， 每 个 字符 串 对 应 于 该 层 的 传 答 
另 数 类 型 。 注 意 , 这 里 要 求 同 一 层 应 该 使 用 相同 的 传输 函数 。 给 了 这 些 信息 后 ， 就 
可 以 构造 出 神经 网 络 数据 对 综 net， 了 该 对 象 的 些 重 要 属性 在 表 了 -4 中 给 出 。 下 
面 通过 例子 污 示 神经 网 络 对 象 的 建立 。 


囊 7-4 入 经 网 络 对 象 的 钊 用 属性 

数据 类 型 属性 说 明 默认 参数 

单元 数组 输入 忆 和 | 陷 后 加 权 ， 其 中 net ,IW{1TT} 为 输入 屋 
的 而 权 怎 阵 . net .INWf 人 二 1 为 第 ; 隐 层 的 加 权 
算 阵 

整 型 隐 尼 数 ， 可 以 由 newff() 语 伺 的 调用 参数 确定 

单元 数组 | 输入 导 和 隐 后 加权 , 其 中 net.IW{1} 为 输入 层 
的 加 权 惩 阵 ，naet.IW{ 人 二 1 为 第 ;隐居 的 加 权 
定 阵 

整 型 最 大 骨 红 步 数 ， 当 误 状 准则 满足 ， 即使 未 训练 
到 此 和 步骤 也 将 停止 刘 练 . 返回 训练 结果 

实 型 “| 自学 习 的 学 习 率 

如 练 座 关外 则 ， 当 误 谋 小 于 此 值 时 停止 训练 

Tet .七 alinFcan 字符 曙 训练 算法 ， 林 选择 :traincgf， !( 共 辆 梯度 

法 ) 、:train { 批 处 理 训 练 算 法 )、:traingdm， 

( 庵 动量 的 梯度 下 降 算 法 )、:trainlm， 

(UL evenjerg- iarquardt 算法 ) 等 























met .工人 W 


net ,numTnpuUtS 
net .nuUmLayerS 


net , 工 W 随机 


net .tTralinParam.epochs 1O0 


自 折 七 ,二 工 站 IDParam .1 


net .tralnhPararmn,Eoal 








例 7-12 假设 输入 信号 为 2 路 ， 其 信号 范围 分 绚 为 [0.1] 和 (-15)， 且 输出 信号 为 单 
路 信号， 斌 利用 newff () 闷 数 建立 所 需 的 前 鲁 网 络 对 象 。 
求解 首先 考虑 建立 一 个 前 馈 网 络 ,， 使 其 有 2 个 隐 层 ， 共 中 第 1 隐 层 有 8 个 节点 ， 且 该 
层 和 神经 元 均 采 用 对 数 型 Sigmoid 传输 函数 ， 第 2 层 的 节点 个 数 应 该 等 于 输出 信号 的 路 
数 ， 故 只 能 选择 其 节点 数 为 1, 并 假设 该 导 采 用 的 传输 函数 为 Sigmoid 函数 。 这 样 可 以 
用 下 面 的 语 匈 建立 所 需 的 前 馈 神 经 网 络 模型 。 

>> Det=nDewffT([L0o,1; -1,5j,[8,1] ,ftamnsig:，: 1ogsig 7? 于) ; 

若 需 要 建立 含有 3 个 隐 层 的 神经 网 络 ， 令 第 1 层 有 4 个 节点 ， 传 输 函 数 为 线性 
也 数 ， 第 2 层 有 6 个 节点 ,传输 函 数 为 jcgsig()， 第 3 层 有 -一 个 节点 ， 使 用 的 传输 函 
数 为 tansiEg()， 这 样 就 可 以 建立 起 所 需 的 神经 网 络 模型 。 

>> Det=Tnewftf(tlo,1; -1 5],f4 6 1 tpPuareliny tangig: ,1ogsig)?]) | 
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只 和 


除了 神经 网 络 对 构 之 外 , 还 可 以 用 下 面 的 语句 格 趟 议定 其 他 参数 ， 如 
net .trainpParam.epochs=300， net.traiznkFcn= train mn)， 


2. 钊 经 网 络 的 旭 练 与 泛 化 

在 建立 了 神经 网 络 模型 et， 则 可 以 调用 train() 函数 对 冲 经 网 络 参数 进行 
训 纤 。 该 郴 数 的 调用 格式 为 [net,tr, 呈 ,五 ]=train(net,X,Y) ， 其 中 ,变量 
大 为 .xXAM 矩阵 ,7 为 输入 变量 的 路 数 ，AM 为 样本 的 组 数 ; 了 为 妇 xM 算 阵 , mm 
为 输出 变量 的 路 数 ; 天 ,YY 分 别 存 储 样本 点 的 输入 和 输出 数据 。 国 样本 点 数据 进 
行 训练 , 则 可 以 得 出 训练 后 的 神经 网 络 对 象 net, 且 可 以 返回 其 他 相关 的 内 容 , tr 
为 结构 体 数据 ， 返 回 训练 的 相关 跟踪 信息 ,tr .epochs 为 训练 步 数 ，tr .pert 为 
各 步 目 标 函 数 的 值 。 友 和 五 矩阵 分 别 返回 由 神经 网 络 计 算出 的 输出 和 误差 矩阵 。 
在 如 练 过 程 中 将 每 隅 25 步 自 动 显 示 - -次 训练 指标 。 因 练 结 束 后 还 可 以 用 下 面 的 
语句 绘制 出 目标 值 曲 线 plotperf (tr) 。 

如 采 在 给 出 的 最 大 训练 步 数 下 无 法 得 出 满 号 要求 的 网 络 ， 则 将 给 出 错误 的 
信息 提示 。 用 户 可 以 再 调用 该 函数 一 次 , 这 时 将 以 上 次 的 训练 结果 加 权 乞 阵 为 初 
值 继续 训练 , 用 户 可 以 循环 调用 该 语句。 如 果 误 差 在 几 次 潘 环 后 仍 无 显著 改善 , 则 
说 明了 网 络 结构 有 问题 , 应 该 修改 网 络 结构 。 

神经 网 络 训练 完成 后 ， 可 以 利用 该 网 络 对 样本 区 域内 的 其 他 输入 量 求解 其 输 
出 仁 ， 这 种 求 值 的 方法 称 为 神经 网 络 的 仿真 或 泛 化 (generalization)j， 可 以 理解 为 
利用 神经 网 络 进行 数据 拟 合 , 对 新 的 输入 点 数 沁 X; 调用 sim() 函数 进行 泛 化 ， 
得 出 这 些 输入 点 处 的 输出 矩阵 妇 , 且 妨 =simn(net, 写 ;) 。 

昼 经 网 络 是 否 成 功 不 在 于 对 样本 点 本 身 拟 合 误差 的 大 小 ， 而 关键 在 于 其 泛 化 
效 末 。 如 入 对 样本 点 以 外 的 其 他 输入 点 均 有 较 好 的 拟 合 , 则 说 明 该 神经 网 络 结构 
合理 。 否 则 ,训练 出 来 的 神经 网 络 没 有 应 用 价值 。 下 面 将 通过 例子 来 演示 神经 网 
络 及 其 在 数据 拟 合 中 的 应 用 以 及 神经 网 络 控制 参数 对 训练 的 影响 。 


例 7-13 由 已 知 函 数 y(z) = 0.12e 01032132 +0.54e-0177sinf1.23z) 生成 一 组 数据 ,试用 
神经 网 络 对 其 进行 拟 会 。 
求解 可 以 用 下 面 的 语句 输入 样本 点 数据 ,并 选择 前 馈 神经 网 络 。 设 有 2 个 隐 层 ， 因 为 
取 后 一 个 隐 层 实际 上 为 输出 层 ， 所 以 其 节点 个 数 应 该 与 输出 路 数 一 致 ， 故 节点 数 为 1。 
现在 令 第 工 隐 层 节点 个 数 为 5， 则 可 以 用 下 面 的 语 旬 进行 神经 网 络 训练 ， 并 选择 更 密 
集 的 输入 数据 进行 泛 化 ， 得 出 如 图 7-30 (a) 所 示 的 训练 误差 和 如 图 7-30 (b) 所 示 的 泛 
化 效果 。 可 见 ， 这 样 得 出 的 拟 合 效果 是 令 人 满意 的 ， 和 理论 曲线 之 间 看 不 出 任何 差异 。 
>> fT=Q@(X)0.12#exp(-0.213*#*X)+0.54+rexp(-0.17#xX) .Ssin(1.23#*xX) ， 
x=0:.5:10; y=f(Gx); xo=[0:0.1:10] ; yYO=f(x0) ; 
net=newff(to,10j,[5,1],{tansig)， tansig?]) ; 
net .trainParam.epochs=1000: A 设置 最 大 步 数 
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和 


net=tIain(net ,X,y) ; % 训练 神经 网 络 
figure; yt=simknet,X0O); Dlot(GxX,y，:0:,X0O,YO,XO,yYL1，: ); 
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(na) 训练 误差 (b) 神经 网 络 曲线 拟 合 效果 
图 7-30 ”神经 网 络 拟 合 效果 


在 训练 后 的 模型 中 ,net.IW{1L} 和 net.LW{2} 分 别 为 两 层 的 权 值 
二 [0.70446 一 0.86985 0.51921 -0.31618 0.99491 
一 |--0.3203 一 0.17924 1.6316 2.6872 1.1194| 
选择 不 同 的 训练 莫 法 ， 则 将 得 出 不 同 的 误差 曲线 ,如 图 7-31 (al)] 所 示 。 
>> Det=newff([0,10],[5,1] ,ttansig:，tansigE 2?j) ; 
net .trainParam.epochs=100 ; 
net .trainFcn= trainlm:; [net,blj=train(net ,X,y) ; 
net=newff([0,10],[L5,1],{:tansig ,tansig 二) ; 
net .trainFcn= traincgf:; [net,b2]=train(net ,Xx,y) ; 
net=newff([0,10],[L5,11,{ 人 tansig)，tansig 2 了 ) ; 
net .tTrainFcn= traingdx';i [net,b3j=train(net,X,y) ; 
semilogy(b1l1.epoch,bl,perf); hold on 
Semilogy(b2.epoch,b2.perf,:--'); semilogy(b3.epoch,b3.perf,::，) 
从 训练 效果 看 ， 用 其 他 算法 很 多 步 数 难以 达到 的 训练 效果 用 Levenberg- 
Marquardt 萌 法 可 以 较 少 步 数 就 能 得 出 满意 的 效果 。 下 面 再 讨论 各 层 传 输 涵 数 对 
训 绮 的 影响 ， 可 以 给 出 如 下 命令 对 不 同 隆 层 组 合 进行 试验 ,得 出 如 图 7-31 (b) 所 示 的 
结果 。 可 见 ， 两 层 均 采用 tansjig() 通 数 的 训练 效果 明显 好 于 其 他 组 合 ， 故 在 实际 训练 
中 著 没有 特殊 要 求 ， 应 该 采用 8igmoid 函数 。 
>> Det=Dnewft(tfo,10],[5,1],{2tansig ,1ogsig 二) ; 
net .tTaanParam.epochs=100 ; 


nl.trainFcn='tITrainlmn';i [nli,b2j=train(nt,x,y) ; 
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图 7-31 神经 网 络 控制 参数 及 其 作用 


A=newff([0,10j ,上 5 ,1 ,{1ogsig:，tansig)); [A,b3]=train(A,x,y) ; 
B=newff([o,10]j ,55,1],{ 1ogsig'， 1ogsig2}+); [B,b4]j=train(B,x,y) ; 
semilogy(bl.epoch,bl.perf); hold on; 
semilogy(b2.epoch,b2.perf ，--:) ; 
Semilogy(b3.epoch,b3.perf,，':')j;j Semilogy(b4.epoch,b4.perf ,，-.:) 
若 增加 隐 层 节点 个 数 ， 例 如 增加 到 15， 则 可 以 重新 建立 神经 网 络 ， 并 进行 训练 。 
从 训练 结果 看 ， 只 用 50 步 就 能 得 出 极 小 的 拟 合 误差 ， 如 图 7-32 (a) 所 示 。 得 出 的 曲线 
拟 合 结果 如 图 7-32 (hb) 所 示 。 
>> net=newff([0,10] , [15 ,1 ,{tansig)， 七 anSig:) ; 
net .tralnParam.epochs=100 ; 
net .trainFcn= :trainlm';i [net,b2]=train(net ,X,y) ; 
figure; yl1=Sjim(net,Xx0); plot(Cx0,y0O,x0,Yy1:;X,y，:o7) 
从 得 出 的 拟 合 结果 看 ,似乎 无 限 增 大 隐 层 节点 个 数 就 可 以 改进 拟 合 效果 。 其 实 不 
然 ， 增 大 节点 个 数 会 改善 对 样本 点 的 拟 合 ， 但 对 其 他 点 的 通 数 拟 含 将 得 出 如 图 7-32 
(ba) 所 示 的 结果 亦 即 神经 网 络 泛 化 出 现 了 问题 ， 故 不 能 无 限 增加 节点 个 数 。 不 过 节点 
个 数 如 何 选 择 至 今 没 有 公认 的 解析 方法 ， 只 能 根据 实际 情况 用 试 凑 方式 选择 。 


7.2.2 ”神经 网 络 界面 


MATLAB 的 神经 网 络 工 具 箱 提供 了 一 个 可 以 直接 使 用 的 程序 .在 MATLAB 
命令 窗口 中 给 出 nntool 命令 ,就 可 以 打开 一 个 如 图 7-33 所 示 的 图 形 用 户 界 面 ， 
可 以 用 该 界面 建立 所 需 的 神经 网 络 模型 ， 并 由 已 知 数据 对 该 网 络 进行 训练 、 仿 真 。 
下 面 将 通过 例子 演示 神经 网 络 图 形 界 面 的 使 用 。 


例 7-14 考虑 例 7-13 中 给 出 的 数据 和 神经 网 络 拟 合 效果 ， 试 利用 神经 网 络 工 具 箱 的 
nntool 界面 完成 同样 的 拟 合 。 
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7-32 隐 节 点 个 数 选 为 15 时 神经 网 络 拟 合 效果 
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图 7-33 神经 网 络 应 用 界面 


求解 先 输入 已 知 数据 ， 然 后 启动 nntoo1， 得 出 如 图 7-33 所 示 的 程序 界面 。 可 以 通过 
这 个 界面 对 给 定 的 数据 进行 神经 网 络 拟 合 。 
>> f=Q@(x)0.12*exp(-0.213*+x)+0.54*rexp(-0.17*x) .xsin(1.23*x) ， 
x=0:.5:10; y=f(x); x0O=[0:0.1:10] ; yO=f(x0) ， 
nntoo1l Ah 局 动 神 经 网 络 拟 合 界面 


Re 条 7 章 . 智能 计 其 问题 的 计 各 机 涂 解 
如 果 想 利用 神经 网 络 拟 合 系统 ， 首 先 需要 将 数据 输入 到 此 界面 。 这 可 以 通过 
Import 按钮 来 实现 ， 单 击 该 按钮 将 弹出 如 图 7-34 所 示 的 对 话 框 。 将 中 间 栏 目下 的 X， 
xx 两 个 现 有 的 MATLAB 工作 空间 变量 作为 输入 变量 (右面 栏目 的 Inputs) 输入 ， 将 变 
量 y 作 为 目标 变量 ( 亦 即 Targets) 输入 到 界面 中 。 
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图 7-34 数据 输入 界面 


导入 了 所 需 的 数据 ， 则 可 以 单 击 主 界面 中 的 New Network 按钮 来 选择 神经 网 络 
的 结构 ， 这 样 将 得 出 如 图 7-35 (a) 所 示 的 界面 。 其 中 黑 认 的 网 络 结 构 是 前 饥 型 反 向 传 
播 神 经 网 络 (Feedforward Backprop)。 保 持 各 个 默认 的 网 络 结构 ， 将 网 络 层 数 (Number 
of layers) 设置 成 2， 在 下 面 的 列表 框 中 分 别 选 择 不 同 的 节点 数 ， 第 1 层 选择 8 个 节点 ， 
第 2 层 选择 1 个 节点 。 在 第 1 层 中 选择 Transfer Function 为 Logsig， 第 2 层 选择 传输 
函数 为 Pureline， 单 击 Create 按钮 就 可 以 确定 神经 网 络 结 构 ， 关 闭 此 窗口 。 

神经 网 络 结构 确定 后 , 单 击 View 即 可 以 显示 神经 网 络 结构 , 如 图 7-35 (b) 所 示 。 
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有 
现在 可 以 训练 神经 网 络 了 。 单 击 Train 按钮 ， 得 出 如 图 7-36 所 示 的 对 话 框 。 在 对 
话 框 中 需要 输入 训练 用 已 知 数据 ， 如 在 Inputs 和 Targets 栏目 分 别 填写 x 和 Yy。 另 外， 
还 可 以 单 击 Training Parameters 标签 指定 神经 网 络 训练 的 控制 参数 ， 得 出 如 图 7-37 所 
示 的 对 话 框 ， 例 如 将 训练 步 数 epochs 设置 为 1000， 这 时 程序 将 自动 训练 网 络 参 数 ， 当 
误差 指标 满足 时 会 自动 停止 训练 ， 得 出 所 需 的 参数 。 
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图 7-37 网 络 训练 控制 参数 对 话 框 


单 击 Train 按钮 就 可 以 开始 训练 ， 得 出 如 图 7-30 (a) 所 示 的 训练 误差 曲线 。 可 见 ， 
这 样 的 训练 误差 很 小 ， 将 训练 得 出 的 网 络 模型 输出 (Export) 到 MATLAB 环境 中 ,这 
时 将 由 下 面 的 语句 绘制 出 曲线 拟 合 与 泛 化 结果 ， 如 图 7-30 (b) 所 示 。 
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7.2.3 ”和 神经 网 络 控制 系统 仿真 


MATILAB 的 神经 网 络 工具 箱 模 块 集 提 供 了 三 个 不 同 的 神经 网 络 控制 器 模 
型 ， 分 别 为 神经 网 络 预测 控制 器 、 神 经 网 络 参 考 模型 控制 器 和 反馈 线性 化 神经 网 
络 控制 器 ， 这 些 模块 可 以 直接 用 于 控制 系统 的 仿真 研究 。 神 经 网 络 控制 器 模块 集 
如 图 7-38 所 示 。 这 里 只 以 其 中 的 神经 网 络 预测 控制 为 例 介 绍 基于 神经 网 络 的 控制 
及 仿真 方法 。 


Model Reference Controller NARMA--L2 Controller NN Predichve Controller 


X(2Y) 
Graph 


图 7-38 神经 网 络 控制 模块 集 
和 以 前 介绍 的 模型 预测 控制 类 似 ， 所 谓 基 于 神经 网 络 的 模型 预测 即 采 用 神经 
网 络 去 近似 受 控 对 象 模 型 ， 通 过 必要 的 训练 建立 起 预测 信和 号 yamtt 十 7) 的 神经 网 
络 模型 。 引 入 滚动 优化 的 性 能 指标 





ANVa2 Ad 
J= 2 区 人 + 思 一 各 他 二 放 2 + Au 二 放  (7-2-2) 
7 一 人 1 I 三 1 
其 中 tt 十 7 为 期 望 的 输出 信号 ，(Vi, V2) 为 预测 时 域 ，NM 为 控制 时 域 ，o 为 输 
入 信号 变化 率 的 加 权 。 求 解 相应 的 最 优化 问题 则 可 以 得 出 控制 信号 序列 v(j。 基 
于 神经 网 络 的 模型 预测 控制 结构 如 图 7-39 所 示 。 





图 7-39 神经 网 络 预测 控制 


MATLAB 的 神经 网 络 工具 箱 提 供 了 可 以 用 于 Simulink 仿真 的 神经 网 络 预 
测控 制 器 模块 ,可 以 直接 用 于 任意 复杂 系统 的 预测 控制 。 下 面 将 通过 例子 演示 该 
模块 的 使 用 方法 及 仿真 方法 。 
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(一 0.2s 十 1) ( 中 <) 
望 |u(t 入 5， 试 设计 出 神经 网 络 预测 控制 器 ,并 得 出 控制 效果 。 


求解 如 果 想 使 用 神经 网 络 预测 控制 模块 ， 则 可 以 采用 下 面 步骤 设计 与 仿真 系统 : 
Gd 仿真 模型 搭建 需要 首先 搭建 起 受 控 对 象 模 型 ， 在 模型 中 分 别 用 In1 和 Outl 模 
块 表 示 对 象 的 输入 输出 信号 ， 如 图 7-40 (a)] 所 示 。 由 这 样 搭建 的 受 控 对 象 模型 
可 以 搭建 出 控制 仿真 模型 ， 如 图 7-40 (b) 所 示 ， 其 中 使 用 了 例 443 中 构造 的 多 
阶梯 信号 作为 输入 信号 。 


NN Predictive Controller 








(a) 受 控 对 象 模型 (文件 名 : c7mnlplt.md]) (b) 控制 仿真 模型 (文件 名 : c7mnnmpc.md]) 
图 7-40 受 控 对 象 及 神经 网 络 模型 预测 控制 系统 仿真 模型 


G) 控制 器 参数 输入 双击 控制 器 模块 ， 则 得 出 如 图 7-41 所 示 的 控制 器 参数 对 话 框 。 
可 以 按照 图 中 给 出 的 数值 填 入 各 个 时 域 及 加 权 参 数 。 当 然 ， 这 些 参 数 可 以 在 以 
后 的 仿真 中 根据 实际 情况 加 以 修正 ， 以 达到 更 好 的 控制 效果 。 
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图 7-41 神经 网 络 预 测控 制 器 参数 对 话 框 


G@) 受 控 对 象 的 神经 网 络 近 似 应 该 建立 起 受 控 对 象 模型 的 神经 网 络 近 似 。 单 击 
上 述 对 话 框 中 的 Plant Identification 按钮 ， 则 可 以 得 出 如 图 7.42 (a) 所 示 的 
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对 话 框 ， 在 受 控 对 象 栏 目 plant 下 填 入 受 控 对 象 模 型 名 c7mnlpljt， 这 样 单 击 
Generate Training Data 按钮 则 可 以 由 受 控 对 象 生 成 辨识 用 输入 、 输 出 信号 ， 如 
图 7-42 (b) 所 示 。 可 以 单 击 Accept Data 接受 获得 的 数据 ， 也 可 以 选择 Reject 
Data 按钮 放弃 数据 , 重新 生成 一 组 新 数据 。 确 认 了 办 识 数 据 后 , 可 以 单 击 Train 
Network 按钮 来 启动 神经 网 络 的 训练 过 程 ， 得 出 可 以 很 好 通 近 受 控 对 象 模型 的 


神经 网 络 模型 。 
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(a) 辨识 参数 对 话 杠 (b) 生成 的 输入 输出 数据 
图 7-42 受 控 对 象 模 型 的 神经 网 络 近 似 


井 局 动 仿真 过 程 , 得 出 仿真 结果 对 系统 进行 仿真 ,， 则 可 以 得 出 系统 的 输出 曲线 和 
控制 信号 曲线 ， 分 别 如 图 7-43 (a)、(b) 所 示 。 从 得 出 的 结果 看 ， 由 于 期 望 输出 
的 几 个 多 阶梯 值 分 别 为 1, 3, -1 2, 4， 所 以 得 出 的 输出 曲线 和 这 些 设 定 值 有 着 
较 大 偏差 。 但 跟踪 信号 的 大 体 趋 势 是 正确 的 。 


重新 考虑 例 5-32 中 设计 出 的 PID 控制 器 模型 氏 = 0.5175，Ki = 0.1910，Ka == 
0.1028， 若 采用 多 阶梯 函数 激励 ， 则 可 以 重新 构造 出 PID 控制 框图 ， 如 图 7-44 所 示 。 

利用 常规 的 PID 控制 器 对 该 系统 进行 仿真 ， 得 出 如 图 7-45 (a)、(b) 所 示 的 输出 
球 踪 曲线 和 控制 信号 曲线 ， 可 以 看 出 ， 对 这 个 例子 来 说 ， 采 用 常规 PID 控制 器 的 控制 
效果 远 远 优 于 前 面 介 绍 的 神经 网 络 预测 控制 系统 。 故 在 实际 控制 中 ， 不 应 该 过 分 追 
求 新 的 控制 器 形式 ， 而 应 该 采用 合适 的 控制 器 形式 。 传 统 的 PID 控制 器 在 参数 合 
理 设置 后 ,对 于 时 不 变 受 控 对 象 的 控制 效果 往往 是 令 人 满意 的 。 

神经 网 络 工具 箱 还 提供 了 一 个 基于 神经 网 络 的 模型 参考 控制 器 模块 ， 该 模块 
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图 7-43 神经 网 络 预测 控制 的 控制 效果 
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图 7-44 _PID 控制 系统 仿真 框图 (文件 名 : c7mopta.md]) 
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(a) 输出 曲线 (b) 控制 信和 号 
图 7-45 传统 PID 控制 器 的 控制 效果 


首先 用 一 个 神经 网 络 逮 近 党 控 对 象 模型 ， 然 后 用 为 一 个 伸 经 网 络 去 实现 控制 右 。 
下 面 仍 然 通过 例子 汗 示 该 控制 器 模块 的 使 用 方法 和 控制 效果 。 

例 7-16 考虑 例 7-15 中 的 控制 问题 ， 斌 用 神经 网 络 模型 参考 控制 器 研究 其 控制 效果 。 

求解 ”用 神经 网 络 控制 模块 集中 的 神经 网 络 模型 参考 模块 代替 例 7-15 框图 中 的 控制 
器 ， 如 图 7-46 (a) 所 示 。 可 以 对 两 个 神经 网 络 分 别 训练 ， 具 体 方 法 类 似 于 例 7-15， 选 
定 Plant identification 按钮 训练 党 控 对 象 神 经 网 络 ， 用 该 模块 直接 得 出 的 界面 训练 控 
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20 40 60 80 100 


(a) 控制 系统 框图 (文件 名 : c7mnnmrc.md]) (b) 控制 效果 
图 7-46 神经 网 络 预 测控 制 器 框图 与 控制 效果 


制 器 模型 。 训 练 控制 器 神经 网 络 的 方法 也 类 似 。 训 练 完 成 后 ， 就 可 以 对 原 系 统 进 行 控 
制 ， 得 出 如 图 7-46 (b) 所 示 的 控制 效果 。 


从 这 里 给 出 的 例子 可 见 ， 受 控 对 象 输出 曲线 和 设 定点 之 间 存 在 较 大 的 静态 误 
老 ， 在 茶 些 应 用 中 不 是 很 适合 采用 这 类 控制 器 。 


7.3 ”基于 进化 方法 的 最 优化 计算 与 应 用 


第 5 章 较 详 尽 地 介绍 了 各 种 各 样 的 最 优化 问题 求解 方法 。 传 统 的 最 优化 方法 
均 从 茶 个 选 定 的 初始 点 开始 搜索 最 优 解 ,所 以 难免 出 现 局 部 最 优 值 的 情况 。 这 里 
主要 介绍 两 种 基于 进化 的 最 优化 方法 -一 遗传 算法 和 粒子 群 算法 ， 并 给 出 基于 
MATLAB 的 最 优化 计算 程序 。 从 某 种 意义 上 讲 ， 这 样 的 算法 更 利于 得 出 全 局 最 
优 解 。 最 后 给 出 这 样 的 优化 算法 在 最 优 控制 器 设计 中 的 应 用 。 


7.3.1 ”遗传 算法 简介 


遗传 算法 是 基于 进化 论 , 在 计算 机 上 模拟 生命 进化 机 制 而 发 展 起 来 的 一 门 新 
学 科 ,， 筷 根据 适 者 生存 、 优 胜 劣 汰 等 自然 进化 规则 来 搜索 和 计算 问题 的 解 上 ,1 。 
该 问题 最 早 是 由 美国 Michigan 大 学 的 John Holland 于 1975 年 提出 的 。 遗 传 算 
法 的 基本 思想 是 ， 从 一 个 代表 最 优化 问题 解 的 一 组 初 值 开始 进行 搜索 , 这 组 解 称 
为 一 个 种 群 , 种 群 由 一 定数 量 、 通 过 基因 编码 的 个 体 组 成 , 其 中 每 一 个 个 体 称 为 染 
色 体 ,不同 个 体 通过 染色 体 的 复制 、 交 叉 或 变异 又 生成 新 的 个 体 ， 依照 适 者 生存 
的 规则 , 个 体 也 在 一 代 一 代 进 化 , 通过 若干 代 的 进化 最 终 得 出 条 件 最 优 的 个 体 。 

MATILAB 7.0 版 本 开始 提供 新 的 遗传 算法 与 直接 搜索 工具 箱 ， 可 以 较 好 地 
解决 与 遗传 算法 相关 的 各 类 问题 。 但 早期 版 本 没有 官方 的 工具 箱 ， 只 有 两 个 基于 
MATLAB 语言 的 免费 遗传 算法 工具 箱 。 一 个 是 英国 She 重 eld 大 学 自动 控制 与 系 
统 工程 系 Peter Fleming 教授 与 Andrew Chipperfield 开发 的 遗传 算法 工具 箱 ， 
实现 了 各 种 基本 运算 ， 算 法 实现 规范 ,说 明 书 齐全 ， 调 用 格式 更 类 似 于 最 优化 工 
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具 箱 中 的 函数 ; 另 一 个 是 美国 北 Carolina 州立 大 学 Clristopher Houck，jJeffery 
Joines 和 Michael Kay 开发 的 遗传 算法 最 优化 工具 箱 ， 其 函数 gaopt() 可 以 直 
接 解决 最 优化 问题 ”。 对 最 优化 问题 来 说 , 由 于 GAOT 工具 箱 流 传 较 广 ， 已 经 能 
比较 容易 地 解决 最 优化 问题 ， 所 以 这 里 还 是 建议 采用 该 免费 工具 箱 来 解决 基于 遗 
传 算 法 的 最 优化 问题 。 
简单 遗传 算法 的 一 般 步 骤 为 : 


J 选择 N 个 个 体 梅 成 初始 种 群 五 ， 并 求 出 种 群 内 各 个 个 体 的 函数 值 。 染 色 
体 可 以 用 二 进 制 数组 表示 ， 也 可 以 用 实数 数组 来 表示 ,种 群 可 以 由 随机 数 
生成 函数 建 记 。 其 实 使 用 遗传 算法 求解 函数 gaopt() ， 则 会 自动 生成 所 需 
时 初始 种 群 五 。 


外 设置 代数 为 ?= 1,， 即 设置 其 为 第 人 代 。 


G@) 计算 选择 函数 的 值 ， 所谓 选择 即 通过 概率 的 形式 从 种 群 中 选择 若干 个 体 
的 方式 。 遗传 算法 最 优化 工具 箱 提 供 了 3 个 选择 函数 ， 其 中 roulette() 
实现 了 轮 盘 选择 算法 ，normGeomSelect() 国 数 实现 了 归 一 化 几何 选择 方 
法 ， tournSelect() 实现 了 锦标 赛 形 式 的 选择 方式 ， normGeomSelect () 
函数 为 默认 选择 函数 ， 


由 通过 染色 体 个 体 基 因 的 复制 、 交 叉 、 变 异 等 创造 新 的 个 体 ， 构 成 新 的 种 群 
已 ， 其 中 复制 、 交 叉 和 变异 都 有 相应 的 MATLAB 函数 ，gaopt () 函数 
选择 其 中 默认 的 方法 进行 这 样 的 处 理 ， 构 成 新 的 种 群 。 


@ ; =;+1, 若 终 止 条 件 不 满足 ， 则 转移 到 步骤 全 继续 进化 处 理 。 
和 传统 最 优化 算法 比较 ,遗传 算法 主要 有 以 下 几 点 不 同 昌 3 


由 不 同 于 从 一 个 点 开始 搜索 最 优 解 的 传统 的 最 优化 算法 。 遗 传 算法 从 一 个 种 
群 开 始 对 问题 的 最 优 解 进行 并 行 搜索 ,所 以 更 利于 全 局 最 优化 解 的 搜索 ， 
但 遗传 算法 需要 指定 各 个 自 变量 的 范围 ， 而 不 像 最 优化 工具 箱 中 可 以 使 用 
无 穷 区 间 的 概念 。 


四 遗传 算法 并 不 依赖 于 导数 信息 或 其 他 辅助 信息 来 进行 最 优 解 搜索 ， 而 只 由 
目标 函数 和 对 应 于 目标 函数 的 适应 度 水 平 来 确定 搜索 的 方向 。 


G@) 遗传 算法 采用 的 是 概率 性 规则 而 不 是 确定 性 规则 , 所 以 每 次 得 出 的 结果 不 
一 定 完全 相同 ,有 时 甚至 会 有 较 大 的 差异 。 


@@ 该 工具 箱 的 主 函 数 名 为 ga()， 但 该 函数 名 与 遗传 算法 和 直接 搜索 工具 箱 中 的 函数 同名 ， 故 
这 里 将 其 改名 为 gaopt()， 原 工具 箱 中 其 他 函数 也 应 该 适当 修改 
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7.3.2 ”基于 遗传 算法 的 最 优化 问题 求解 


1. 求解 函数 的 直接 调用 

这 里 将 主要 介绍 遗传 算法 最 优化 工具 箱 中 的 gaopt() 函 数 在 求解 最 优化 问 
题 中 的 应 用 ,介绍 使 用 该 函数 的 原因 是 因为 该 函数 调用 简单 。 即 使 对 遗传 算法 理 
解 不 多 ,甚至 不 知道 染色 体 如 何 选 择 ， 如何 进 行 交 叉 和 变异 , 如 何 进行 选择 等 关于 
遗传 算法 的 最 基本 知识 ,但 利用 MATLAB 语言 描述 出 目标 函数 ， 就 可 以 得 出 最 
优 解 。 和 最 优化 工具 箱 不 同 ，gaopt() 函数 能 求解 的 问题 是 最 大 化 问题 ， 所 以 在 
编写 目标 函数 时 应 该 注意 。gaopt() 函数 的 常用 调用 格式 为 


[a,b,c]=gaopt(bound,fun) % 最 简 调 用 格式 
[zz,b,c,dj=gaopt(bound ,fun,DP, 区 fund ,7) 


其 中 , bound= [zu ,zxM] 为 求解 区 间 下 界 zu 和 上 界 zw 构成 的 矩阵 ,fun 为 字符 
串 ,， 表 示 用 己 编号 的 目标 函数 , 其 写法 与 最 优化 工具 箱 的 目标 函数 写法 相近 , 但 结 
构 不 完全 相同 ， 后 面 将 通过 例子 来 描述 之 .返回 的 a 为 搜索 的 结果 向 量 ， 由 搜索 
出 的 最 优 z 回 量 与 目标 函数 构成 ，b 为 搜索 的 最 终 种 群 ，c 为 搜索 中 间 过 程 参 数 
表 , 其 第 一 列 为 代数 , 后 面 各 列 分 别 为 该 代 最 好 的 个 体 与 目标 函数 的 值 , 可 以 认为 
是 寻 优 的 中 间 结 果 。 在 第 2 种 调用 格式 中 , p 可 以 给 目标 函数 增加 附加 参数 ,这 些 
参数 必须 和 目标 函数 对 应 ,2 为 精度 及 显示 控制 癌 量 ， 互 为 初始 种 群 ,funl 为 终 
止 枉 数 的 名 称 ， 默 认 什 为 "maxGenTerm ,7 为 最 大 的 允许 代数 。 当 然 还 有 其 他 的 
调用 参数 的 用 户 设置 格式 ， 如 选择 函数 及 参数 、 变 异 函 数 及 参数 等 , 在 这 里 不 具 
体 介 绍 ,， 读者 可 以 参见 文献 [13]。 

MATLAB 7.0 版 开始 提供 和 遗传 算法 与 直接 搜索 工具 箱 ， 其 中 的 ga() 函数 可 
以 直接 求解 基于 遗传 算法 的 无 约束 最 优化 问题 , 而 MATLAB 7.1 版 本 推出 了 全 
新 的 遗传 算法 与 直接 搜索 工具 箱 2.0 版 14 ， 可 以 直接 求解 带 有 各 种 约束 条 件 的 最 
优化 问题 。 和 最 优化 工具 箱 中 的 相应 图 数 类 似 ，ga() 本 数 求解 的 仍然 是 最 小 化 问 
题 ， 其 调用 格式 为 


[z ,flag,out]=ga(fun,7 ,opts) 
[z ,jj ,flag,outj=ga(fiunm 4 ,已 ,4 ,DBPBeuzn,zZMnfun,opts) 


其 中 ，fun 为 描述 目标 函数 的 MATLAB 函数 ， 其 格式 与 最 优化 工具 箱 一 致 ， 
但 优化 变量 个 数 ”为 必须 提供 的 变量 ，opts 为 遗传 算法 控制 选项 ， 可 以 调用 
gaoptimset() 函数 设置 各 种 选项 。 例 如 , 用 其 Generations 属性 可 以 设 定 最 大 
允许 的 代数 ，InitialPopulation 属性 可 以 设置 初始 种 群 , 用 PopulationSize 
属性 可 以 给 定 种 群 的 规模 , 用 SelectionFcn 属性 可 以 定义 选择 函数 等 等 。 函 数 
调用 结束 后 , 返回 的 z 为 搜索 的 结果 。 若 返 回 的 flag 大 于 0， 则 表示 求解 成 功 ， 
在 则 求解 出 现 问题 。 
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四 


调用 MATLAB 7.1 中 的 ga() 函数 求解 有 约束 最 优化 问题 时 ， 应 采用 
gaoptimset() 一 数 修改 变异 函数 属性 ， 并 可 以 考虑 增 大 初始 种 群 的 大 小 ， 如 
设置 成 100 


opts=gaoptimset(:MutationFcn' ,Comutationadaptfeasible,,.， 


PopulationSize ,100); Y% 变异 困 数 与 种 群 函 数 设 置 


例 7-17 考虑 一 个 简单 的 一 元 函 数 最 优化 问题 求解 ，ffz) = zsin(l0rz) + 2 xz 6 
(-1 2)， 试 求 出 Az) 取 最 大 值 时 z 的 值 。 

求解 用 下 面 的 语句 可 以 绘制 出 求解 区 间 内 的 目标 也 数 的 曲线 ,如 图 7-47 所 示 。 可 以 
看 出 ， 该 曲线 为 振荡 曲线 ， 存 在 很 多 极 值 点 。 


ZSIin(LOTz) 十 之 








由 和 mn 忆 

.9 

3 
了 .9 

过 下 
] .5 

由 
总 .9 

由 

一 ] 一 属 .S 他 六 ] ] .入 也 


多 7-47 目标 函数 的 曲线 表示 
>> eZplot(':X#rSin(10*PiyrXx)+2，[-1,2] ) 
因为 最 优化 工具 箱 的 搜索 也 数 需要 给 出 初 值 ， 所 以 对 不 同 的 初 值 可 能 得 出 不 同 的 
搜索 结果 ,例如 可 以 给 出 如 下 的 语句 测试 不 同 初 值 ， 得 出 的 结果 如 表 7 了 -5 所 示 。 
>> f=Q@(CX) [-Xx.*Sin(10*Pikrx)-2] ;，v=D; 
for XO=[-1:0.8:1.5,1.5:;0.1:2] 
Xt=fmincontf ,xo, [],[, 口 , 口 ,-1,2); v=[Fvi x0,xl,f(xl)]， 
end 
可 见 ， 随 意 选 择 一 个 初 值 很 难得 出 全 局 最 优 解 ， 故 用 传统 的 寻 优 方式 不 一 定 能 得 出 满 
意 的 结果 。 
利用 遗传 薄 法 了 数 gaopt()， 完 全 选择 默认 选项 ， 则 可 以 编写 一 个 文件 描述 目标 
函数 如 下 : 


function [sol,yj=c7mgal(sol,options ) 
X=SO]1L(1) ; y=X,*kSin(10*piykX)+2; 


这 梓 ， 完 全 用 软 认 参数 调用 遗传 算法 工具 箱 中 的 gaopt() 函数 ， 而 不 对 其 编码 等 
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避 了 时 时 和 司 刁 有 过 和 和 上 量 和 二 司 时 时 和 和 二 三 和 有 二 和 二 


表 7-5 不 同 初 值 zo 下 搜索 到 的 最 优 解 及 目标 函数 值 


Zoo | 搜索 解 el | 目标 函数 ffzi) | zo | 搜索 解 zi | 目标 函数 flzi) | zo | 搜索 解 zi | 目标 函数 Frzi) 


1.45070 一 3.45o035 1.2o081 一 .2o040 





1.85055 一 了 .38550277 


日 .20397 一 4.25200 


一 0.2 | 一 0.05155 一 .65078 


0U.06 】 0.65155 一 2.65078 1.65061 一 3.65031 1.9 | 0.452233 一 2.4501121 





做 任何 指定 ， 则 可 以 得 出 如 下 的 结果 

>> [xo,b,fopt,d]j=gaopPt(C[-1,2]，:c7mgal1:); XO，fopt 
可 以 得 出 2 = 1.85054746647533,， Fi(zo) = 3.85027376676810。 可 见 ， 通 过 100 代 的 
搜索 ,可 以 得 出 相当 高 精度 的 寻 优 结果 。 
例 7-18 试 求 函 数 F(z) = (zl +zaz)2 二 5(z3 -Zaj2 +(zz 一 2z3)4 十 10(zl 一 za)4 的 最 
小 值 。 
求解 可 以 按照 遗传 算法 工具 箱 编写 如 下 函数 ， 描 述 最 优化 问题 的 目标 函数 。 注 意 ， 这 
里 应 该 描述 成 目标 函数 的 最 大 值 。 

function [sol,f]=c7mga3(sol ,options) 


Xx=Sol(1:4) ; 
f=-(X(C1)+Xx(2)) “2-5*(X(3)-X(4)) 2-(X(2)-2+xx(3))>~4-10*+r(xX(1)-X(4)) 4， 


使 用 遗传 萌 法 函数 gaopt()， 并 设 定 自 变量 的 求解 范围 为 -1 芯 zi 所 1,1= 
1 2,3,4， 则 可 以 由 下 面 的 也 数 求解 最 优化 问题 ， 得 出 如 下 的 结果 ， 且 部 分 中 间 结 果 如 
表 7-6 所 示 。 事 实 上 ， 该 函数 的 精确 解 为 Zi =z2=2Z3=24=0, 但 用 遗传 算法 不 能 
搜索 到 该 点 ， 只 能 得 出 次 最 优 值 。 

>> [ab,c,d]j=gaopt([-1,1; -1 1; -1 1;， -1 1],，c7mga3:); ac 
进化 100 代 得 出 的 解 为 了- =[ 一 0.00554, 0.00582, 0.0168, 0.0169]。 


上 述 的 求解 结果 显然 误差 很 大 ,其 最 主要 的 原因 是 最 大 允许 的 代数 (默认 值 
为 100) 太 小 。 另 外 , 求解 的 区 间 太 小 , 使 得 得 出 解 的 可 信和 度 降 低 。 也 就 是 说 ， 人 允许 
的 求解 区 域 是 [一 1 ， 如 果 选 择 更 大 的 求解 区 域 将 得 出 更 不 精确 的 结果 。 

2. 修改 函数 调用 的 控制 选项 

现在 考虑 gaopt() 函数 稍 复杂 一 点 的 调用 格式 ， 如 下 : 


[rz,b,c,d]j=gaopt(bound ,fun,PDp,D，, 矿 ,fun1,m) 


其 中 , ? 可 以 给 目标 函数 增加 附加 参数 ,这 些 参数 必须 和 目标 函数 对 应 ，? 为 
精度 及 显示 控制 向 量 ， 五 为 初始 种 群 ，funl 为 终止 函数 的 名 称 ， 默 认 值 为 
maxGenTerm，7? 为 最 大 的 允许 代数 。 当 然 还 有 其 他 的 调用 参数 的 用 户 设 置 格 
式 ， 如 选择 函数 及 参数 、 变 异 函数 及 参数 等 , 在 这 里 不 具体 介绍 ,读者 可 以 参见 文 
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上 和 


表 7-6 遗传 算法 搜索 的 部 分 中 间 结 条 


代 并 1 Do 了 辫 4 Fi Za 23 2Z41) 
0U.27677247D 一 0.033311652 一 0 E791366 一 U.15866754 一 0.43203243 
一 0.02568998 一 0U.0333116D52 一 0.1791366 一 0.15866754 一 .01985436 
一 0.02568998 一 0.0333411652 一 0.1409739 1] 一 0.123417016 一 0.0097907197 
一 昌 .U26182617 一 U,UU2439155 0U.03878097256 U.018215623 一 0.0030155289 
一 0.U26182617 一 0U.002439155 U.U18S694947 U.018215623 一 0.00086172757 
一 .U2531< 7 一 .002439155 .018694947 0.018215623 一 和 .0008097327 
一 D.UD79D2T182 0U.0077997061 0U.U18694947 0.0182156243 一 6.6379887x10-6 
一 0.00644956037 0.0063253498 0.018694947 0U.018478891 一 5.0417912x10- 
一 0.006886D43431 0.0064421502 0.017019982 0.017036287 一 4.0228234x10- 
一 0.0055401159 0U.0058190087 0U.01681682 0.016862616 一 3.2016093 xl10-8 





献 [13]。 


例 7-19 仍 考虑 例 7-18 中 给 出 的 最 优化 问题 ， 试 设置 更 多 的 允许 代数 ， 观 察 寻 优 的 结 
果 ， 并 比较 和 最 优化 搜索 算法 得 出 结果 在 时 间 、 精 度 上 的 差异 。 
求解 考虑 新 的 求解 区 域 ，-- 1000 和 zi 所 1000， 由 于 求解 范围 增 大 ， 采 用 默认 的 代数 
100 会 有 问题 ， 所 以 可 以 考虑 用 新 介绍 的 求解 格式 。 显 然 ， 目 标 函 数 由 2 就 能 惟一 确 
定 ， 而 无 需 附 加 参数 ， 故 令 PP= 上 口 即 可 。 同 样 ， 因 为 不 想 改变 初始 种 群 、 控 制 向 量 等 ， 
可 以 将 它们 设置 成 空 向 量 。 这 样 ， 若 想 指定 2000 代为 最 大 进化 代数 ， 则 可 以 给 出 如 下 
的 命令 ， 得 出 的 中 间 结 果 如 表 7-7 所 示 。 
>> tic，XmnM=[-ones(4,1) ,ones(4,.1)]*1000， 
[a,b,c,d]j=gaopt(xmM,:c7mga3: , 丫 ,[] ,[ ,maxGenTerm，,2000) ; 
al:4)，dd=[c(1:100:end,:);，c(end,:)] ，toc 
耗 时 13.94 秒 ， 得 出 最 优 解 2 .=[0.00839, -0.00839, -0.0097, 一 0.0097]。 

可 见 ， 在 1425 代 左 右 的 误差 都 一 直 很 大 ， 所 以 用 默认 的 100 代 处 理 不 了 这 样 大 
求解 区 间 的 问题 ， 必 须 增 大 代数 。 然 而 车 已 达到 较 高 求解 精度 ， 则 再 进一步 增加 最 大 
允许 的 代数 也 不 会 显著 改善 求解 的 精度 了 。 

现在 考虑 用 第 5 章 的 无 约束 最 优化 求解 功能 ， 由 如 下 的 命令 直接 求 出 原 问 题 的 
解 ， 其 精度 明显 高 于 遗传 算法 的 结果 ， 且 求解 时 间 大 大 减少 。 

>> f=Q@(X) (X(C1L)+X(C2)) ”2+5*y(X(3)-X(4)) ”2+，.， 

(x(2)-2*x(3)) “4+10*(x(1)-X(4)) 4; 
tf=optimeset; 于 ff.MaxTIter=10000; ff.TolX=1tle~7; 
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者 二 证 


表 7-7 遗传 算法 搜索 的 部 分 中 则 结果 


代 1 2 7T3 24 F(zZ1,Z2，73， 7Z4) 

工 一 9U00.54261 532.93703 40d4.5536 一 814.315b22 一 .7599172 x108 
211 一 总 73.91097 一 D78.1500U1 一 29d34.87781 一 号 73.72917 一 3819700.7 
471 一 了 87.67855 一 590.90348 一 299.86119 一 7r86.00609 一 3091442.6 
bbd4 一 202.06476 一 9512.5168 一 2084.38886 一 204.754344 一 601032.09 
六 D 一 124.98415 一 424.57606 一 2]J.45722 一 127.01195 一 39370.78 
10od4 一 3oD.213178 一 工人 .93434765 一 86.407361 一 47.414245 一 55148.419 
1219 一 2.8405531 一 3.4714646 一 2.4158781 一 4.1699584 一 46.226448 
1425 一 U.42995364 一 U.79729127 一 心 .75195129 一 U,74178084 一 上 .3504961 
1690 | 一 0.0099107861 一 U.U37l154103 一 0.1631374 一 0.15852548 一 0.0414186929 
1906 0.0038080427 一 U.,U075509811 一 U.U04703926 一 0U.UD4171806 一 避 .00044948145 
2000 0.0883858532 一 0.0083918002 | 一 0.0096953507 | 一 0.0096903034 | 一 1.0824368x10 一 6 





tic，X=fminsearch(f ,10*ones(4,1) ,ff); 廿 ci X) 
该 求解 语句 耗 时 0.18 秒 ， 得 出 的 解 为 
zT = [3.04x10-8,-3.04x10-8, 一 7.53x10-7, 一 7.53x10-7] 


3. 有 约束 最 优化 问题 的 求解 方法 

从 传统 意义 上 讲 ， 基 于 进化 类 算法 求解 最 优化 问题 都 是 针对 无 约束 最 优化 问 
题 而 言 的 , 在 实际 应 用 中 又 经 常 遇 到 有 约束 的 最 优化 问题 ,所 以 将 该 方法 扩展 到 
有 约束 问题 的 求解 是 很 有 必要 的 。 考 虑 如 下 的 有 约束 最 优化 问题 


./ 一 IaX 大人 ) (7-3-1 ) 
9(zj 入 日 
了 St 六 (z) 一 


了 nm 入 了 冬 如 M 


对 于 不 等 式 约 束 条 件 来 说 ,可 以 在 描述 目标 函数 时 将 不 满足 约束 条 件 的 向 量 处 
的 函数 值 人 为 地 设置 成 很 小 的 值 , 迫使 最 优化 搜索 排除 该 点 。 等 式 约束 条 件 的 处 
理 稍微 麻烦 一 些 , 因为 等 式 约 束 条 件 的 存在 , 通过 求解 m 个 非 线性 方程 六 (z) = 0 
将 原来 的 ?元 函数 最 优化 问题 等 效 地 变换 成 4 一 mm 元 的 问题 。 这 样 ， 原 来 不 容易 
求解 的 有 约束 最 优化 问题 就 可 以 变换 成 无 约束 最 优化 问题 来 直接 求解 了 。 


7.3 基于 进化 方法 的 最 优化 计算 与 应 用 


和 


例 7-20 试用 遗传 算法 求解 下 面 的 线性 规划 问题 hlin (zl 二 272 二 373)。 
一 T1 十 2 十 了 3 区 名 
加 一 立 1 十 莽 2 之 一 全 


471 一 272 一 334 一 一 


了 1 2 近 吕 ,人 之 


求解 由 等 式 约 束 可 以 解 出 zs 三 (6+471 一 272)/3。 可 见 ， 原 米 三 元 最 优化 问题 可 以 转 
换 成 二 元 最 优化 问题 。 由 上 面 的 推导 ， 可 以 用 下 面 的 MATLAB 函数 描述 目标 函数 为 

function [sol,yj=c7mga4(sol ,options) 

X=So1(1:2)，X=Xx(:)，X(3)=(6+4*rxX(1)-2kxX(2))73:; 

yl=[-2 1 雪 jj*x;i y2=[-1 1 0Jj*xX; 

if (yl>9 | y2<-4 | X(C3)<0)，y=-100; else，y=-[1 2 3j*x;i endq 
其 中 用 zi,zr2 数据 计算 出 za 的 值 ， 并 判定 约束 条 件 是 否 满足 ， 在 不 满足 约束 条 件 时 人 
为 地 将 目标 函数 的 值 设 置 成 -100, 有意 排除 这 些 个 体 ,， 就 能 由 下 面 语 名 较 好 地 解决 有 
约束 最 优化 问题 。 

>> [a,b,c]=gaopt([-1000 0; -1000 0] ,:c7mga4:,[],[D, 口 ,... 

maxGenTerm : ,1000) ; 
c=[fc(1:15:end,:); cfgend,:)] ;ayc 

这 里 只 得 出 了 zlyza， 而 Za=(6+4rl-27r2)/3 =0.00005529863957。 址 传 算 法 的 中 
闻 结 果 由 表 7-8 给 出 。 


表 7-8 遗传 算法 搜索 的 部 分 中 间 绪 果 


代 Z1 2 太 ) 代 T1 2 jj 
一 49.87071 一 205.1789 一 100 56 一 .671794 一 10.423414 27.35897 
一 1.542377 一 2.79424 ] .7 于 工 剖 寺 一 三 .951279 一 10.92534 45.81DD39 
一 上 .3OE1757 一 4.363803 10.50878 一 日 .9588311 一 0.92591] 28.79406 
一 4.776542 一 避 .982296 17.88271 一 .9589348 一 10.929g996 28.79469 
一 5.0112393 一 了 了 .813805 19.05696 -一 三,965209 一 10.93186 28.82605 
-DO6npil7d 一 9.35381 22.30587 一 虽 .9066025 一 10.9325 28.83012 
一 0.9gb186 一 9.015754 23.975943 一 日.d97332 一 10.996066 28.98666 
一 和 .383564 一 9.945158 25.91782 一 6.998994 一 10D.99808 283.99497 





一 6.407366 一 9.981396 2D.0368. 一 6.999769 一 10.99962 28.99885 


其 实 ， 该 问题 用 线性 规划 阴 数 可 以 立即 得 出 更 精确 的 结果 。 
>> f=[123]; A=[-21 1;) 1 -10]; B=[9; 4]; Aeq=[f4 -2 -3]; Beq=-6; 
Xx=TIinprog(t,A,B,Aeq,Beq,[-inf;i-inf;0] ,[0;0;inf])，xX) 
将 得 出 zi 三 一 6.99999999999, za = 一 10.99999999999， 可 见 ， 由 传统 方法 得 出 的 结果 
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更 精确 。 

从 最 优化 问题 求解 的 方法 看 ,最 优化 工具 箱 中 的 函数 一 次 只 能 搜索 到 一 个 解 ， 
对 非 巴 性 问题 来 说 往往 可 能 找到 一 个 局 部 最 优 值 ， 而 用 遗传 算法 则 可 以 同时 从 一 
组 杞 值 点 出 发 ， 有 可 能 找到 更 好 的 局 部 最 优 值 甚至 全 局 最 优 值 ,但 其 求 取 最 优 值 
算法 的 精度 和 速度 均 不 是 很 理想 。 在 实际 求解 问题 中 , 可 以 考虑 采用 这 样 的 策略 ， 
乞 用 遵 传 算法 初步 定 出 较 好 最 优 值 所 在 的 大 概 位 置 ， 然 后 以 该 位 置 为 初 值 ， 调 用 
最 优化 工具 箱 中 的 函数 快速 、 准 确 地 求 出 该 最 优 值 。 


7.3.3 粒子 群 优化 算法 及 MATLAB 求解 


粒子 和 群 优化 (particle swarm optimization，PSO) 算法 是 文献 [15] 提出 的 一 
种 进化 算法 ， 该 算法 是 受 生物 界 鸟 群 砚 食 的 启发 而 提出 的 搜索 食物 ， 即 最 优 解 的 
一 种 方法 。 假 设 某 个 区 域内 有 一 个 食物 (全 局 最 优点 )， 有 位 于 随机 初始 位 置 的 车 
于 个 乌 〈 或 粒子 ) 每 一 个 粒子 有 到 目前 为 止 自己 的 个 体 最 优 值 mv， 整 个 粒子 群 
有 到 目前 为 止 群体 的 最 优 值 go， 这 样 每 个 粒子 可 以 根据 下 面 的 式 子 更 新 自己 的 速 
度 和 位 置 


uilK 十 ] ) 一 g(K)V， () 十 aa7ai(K)Pib 一 - Zi( 开 ) 十 ao2Toi( 大 )|9h 一 Zi( 开 )] (7-3-2) 


mi( 天 十 1) 一 zi(R) 十 加 (大 十) (7-3-3) 


其 中 Ta 和 ?2; 为 [0,1] 区 间 内 均匀 分 布 的 随机 数 ，%() 为 惯量 函数 ,ay 和 oo 为 
加 速 各 数 。 

文献 16] 给 出 了 一 个 基于 粒子 群 优 化 算法 的 MATLAB 工具 箱 e ， 其 主 函 数 
Pso-Irelea_vectorized() 可 以 用 来 搜索 最 优 值 ， 该 函数 的 常用 调用 格式 为 


[sol ,tr]j=pso_Trelea_vectorized(fun ,7 ,UNM ， [zm,ZM] ,key,options) 


其 中 fun 为 描述 目标 函数 的 MATLAB 函数 名 , 妹 是 z 向 量 的 维 数 ， 这 两 个 量 是 
求解 最 优化 问题 必须 提供 的 ,其 他 的 变量 是 可 选 的 ; 变量 wy 是 最 大 人 允许 的 速度 ， 
其 默认 值 为 4; zm, ZM 是 每 个 变量 的 最 小 和 最 大 值 向 量 ， 默 认为 土 100; key 为 极 
值 关 型 选择 ， 默 认 的 0 为 最 小 值 , 取 1 表示 求 最 大 值 ; 选项 options 为 结构 体 控 
制 变量 ; 返回 的 ("” + 1) x 1 列 向 量 sol 由 两 个 部 分 构成 , 前 了 个 元 素 为 搜索 到 的 
Z 门 量 , 第 郊 十 1 个 元 素 是 目标 函数 的 最 优 值 ; 返回 的 tr 世 孙 了 寻 优 的 中 间 结 果 。 
主 函 数 基于 Trelea 算法 1 实现 了 粒子 群 优 化 功能 。 该 图 数 调 用 了 神经 网 络 工具 
箱 ， 2 全 的 所 癌 训 练 过 程 用 图 形 显示 出 来 ， 比 较 直 观 。 该 函数 还 支持 Clerc 算 
法 1 。 


息 工具 箱 地 址 : http://www.mathworks . com/matJlabcentIal/fileexchange/loadFile.doy7 
objectId=7506&objectType=file。 


7.3 基于 进化 方法 的 最 优化 计算 与 应 用 


和 


这 里 给 出 的 函数 是 “ 回 量 化 ” 厂 本 ， 允 许 一 次 性 运行 一 组 粒子 网 量 的 目标 函 
数 求 值 ， 故 其 效率 远 远 高 于 非 癌 量化 的 版 本 。 在 目标 函数 的 描述 上 与 传统 的 最 优 
化 目标 函数 有 不 同 之 处 。 前 面 介 绍 的 目标 函数 中 z 为 问 量 ,每 个 元 素 对 应 ri 的 当 
前 值 ， 而 这 里 的 z 为 矩阵 ， 其 第 ; 列 为 各 个 粒子 的 六 值 , 所 以 在 原来 目标 函数 程 
序 中 用 的 z(i) 变量 应 该 修改 为 z(:.， 目 相应 地 应 该 进行 点 运算 。 下 面 将 用 实际 
例子 溪 示 最 优化 求解 方法 。 
例 7-21 试用 粒子 群 算法 求解 例 7-18 中 给 出 的 无 约束 最 优化 问题 。 
水 解 编写 一 个 MATLAB 函数 描述 目标 函数 

function f=c7mpsol(X) 


f=(X(C: ,1)+XC: 2)) 2 + 5+r(X(C: ,3)-X(C: ,4)).>2 二.，.， 
(X(C: ,2)-2*x(: 3)7. 4 + 10+*r(CXC: 17-XxC: ,47 4; 


注意 ， 在 目标 函数 中 的 向 量化 表示 和 点 运算 ， 如 果 去 掉 这 些 表 示 ， 程 序 将 无 法 运 
行 。 可 以 按照 遗传 莫 法 工具 箱 编 写 如 下 函数 ,描述 最 优化 问题 的 目标 函数 。 注 意 ， 这 里 
应 该 描述 

>> X=pSo_Trelea_vectorized(c7mpgol: ,4); Xx(C1:4) 
由 前 面 的 命令 得 出 的 最 优 解 近似 值 为 = [-(0.00059.0.00059, 0.00227, 0.002271T， 解 
的 图 示 由 图 7-48 给 出 。 


例 7-22 重新 考虑 例 7-20 中 给 出 的 有 约束 最 优化 问题 ， 试 用 粒子 群 算法 求解 该 问题 。 
求解 类 似 于 前 面 基于 遗传 算法 程序 的 编写 方法 ,注意 这 里 采用 的 是 向 量化 的 模式 描 
还 目标 也 数 ， 可 以 编写 出 如 下 的 函数 

function y=c7mpso4(X) 

XT=X(: ,1); X2=X(:，2); Xx3=(6+4*+X1-2*+Xx2)V3;i X=[x x3] ，， 

yl=[-2 1 1]*x; y2=[-1 1 0]*x; yY=[L1 2 3]*x; 

ii=findkGyt>91y2<-41x3?<0); y(ii)=100; y=y(:) 


由 下 面 的 语 印 求解 该 问题 ， 得 出 精确 的 最 优 解 ml = |[-7.-11.0]。 该 函数 调用 后 
将 得 出 类 似 于 图 7-48 所 示 的 搜索 结果 。 
>> X=Ppso_Trelea_vectorized(:c7mpso4? ,2) ; 
[xftt:2);， (6+4*Xft)-2*rX(27773] 


7.3.4 基于 遗传 算法 的 最 优 控制 问题 求解 


从 前 面 介 绍 的 遗传 算法 应 用 看 ,其 优势 在 于 能 求解 最 优化 问题 的 全 局 最 优 解 ， 
所 以 可 以 考虑 在 系统 设计 中 引入 遗传 算法 作为 解决 问题 的 工具 。 下 面 将 通过 例子 
总 示 遗 传 算法 在 最 优 控制 器 设计 中 的 应 用 ， 并 指出 该 方法 不 能 应 用 的 场合 。 
5S 才 2 


1 7-23 全 不 稳定 受 控 亚 Se 一 一 \、 、 7 . 
赐 堆放 不 稳定 受 控 对 象 (5) sS4 二 8s3 十 4s2 -5 十 0.4?， 代为 其 设计 一 个 最 优 
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7-48 粒子 群 优化 算法 寻 优 结果 的 图 示 


PID 控制 器 , 使 得 ITAE 准则 的 值 最 小 。 
求解 前 面 几 节 求解 最 优化 问题 的 方法 是 ， 首 先 给 出 一 个 初 值 ， 然 后 通过 搜索 的 方法 
从 初 值 点 开始 搜索 最 优 值 。 然 而 ， 对 不 稳定 受 控 对 象 来 说 ， 这 种 算法 的 最 大 问题 是 不 
容易 选择 出 能 使 得 闭环 系统 稳定 的 控制 器 初 值 ， 故 常规 最 优化 算法 不 能 正常 启动 。 若 
想 为 其 设计 最 优 控制 器 ， 可 以 考虑 采用 遗传 算法 一 次 性 多 选择 一 些 初 始 值 ， 以 此 作为 
初始 种 群 ， 开 始 最 优 解 的 求解 。 同 时 选择 多 个 初 值 的 好 处 是 ,在 众多 的 初始 个 体 中 , 往 
往 可 能 有 使 得 闭环 系统 稳定 的 个 体 ， 故 遗传 算法 有 望 能 得 出 最 优 控制 器 。 

求解 最 优 控制 器 设计 问题 ， 可 以 首先 由 Simulink 搭建 出 如 图 7-49 (a) 所 示 的 仿 
真 框图 。 其 中 ， 为 了 不 使 控制 信号 过 大 ， 在 PID 控制 器 后 串 一 个 饱和 非 线性 环节 ,使 
得 饱和 区 域 为 4 = 5， 由 该 框图 按照 站 传 算法 优化 工具 箱 的 目标 函 数 定义 方法 可 以 写 
出 下 面 的 MATLAB 函数 来 描述 。 此 最 优化 问题 的 目标 函数 


function [sol,y]j=c7funun(x,options) 

solL=Xxj;i assignin(:base，,，?KPp，,x(1)) ; 

asSignin( "base,'Kd',x(2)); assignin('base:,?Ki，,x(3)); 
Lt_time,x_state,y_out]=sim(:c7munsta.md1，, [0,5]) ， y=-y_out (end ,1) ; 


注意 ， 这 里 定义 的 目标 函 数 是 取 极 大 值 的 ,所 以 在 OCD 标准 定义 上 加 了 负 号 。 
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现在 假设 想 在 (0.1,100) 范围 内 搜索 该 问题 的 最 优 解 ， 则 可 以 在 MATLAB 工作 空间 
中 输入 下 面 的 命令 。 
>> Ctrl1_pParSs=gaopt(C[0.1*ones(3,1)，100*ones(3,1)]，,:c7funun':) ， 
c7funun(ctr1_pars(1:3)) / 显示 最 终 控 制 曲 线 


2 
这 样 可 以 设计 出 最 优 控制 器 为 Ge(s) = 47.8313 + 一 在 该 控制 器 的 


作用 下 的 阶 路 响应 如 图 7-49 (b) 所 示 ， 可 见 ， 对 不 稳定 受 控 对 象 仍 能 利用 遗传 算法 来 
设计 出 最 优 控制 器 ， 从 而 很 好 地 控制 受 控 对 象 。 值 得 注意 的 是 ,控制 器 的 积分 分 量 参 
数 很 小 ， 所 以 可 以 忽略 ， 改 用 PD 控制 器 也 能 得 出 较 好 的 控制 效果 。 








7.4 友人 代 学 习 控制 的 仿真 研究 


在 机 器 人 、 人 硬盘 驱动 器 伺服 控制 等 诸多 领域 中 ， 需 要 机 器 经 常 一 次 又 一 次 地 
重复 茶 个 操作 。 在 实际 控制 中 人 们 很 上 自然 地 会 问 这 样 的 问题 :“ 在 我 们 重复 做 某 一 
个 工作 时 , 每 次 我 们 都 学 到 一 些 东 西 ， 使 得 工作 越 做 越 好 。 机 器 控制 在 做 同样 工 
作 时 能 不 能 也 做 到 这 点 ”? 让 控制 器 本 身 具 有 某 种 “智能 ”， 使 得 它 在 控制 过 程 中 
能 不 断 完 善 日 己 ， 使 得 控制 效果 越 来 越 好 ,这 种 具有 “学 习 ” 能 力 的 控制 器 就 是 本 
节 需 要 探讨 的 内 容 。1978 年 Uchiyama 提出 一 个 控制 高 速 运动 机 械 的 思想 ，1984 
年 Arimoto 发 展 了 Uchiyama 的 思想 ， 提 出 了 迭代 学 习 控制 (Iterative Learning 
Control,，ILC) 的 概念 9 。 与 鲁 棒 控 制 一 样 ，ILC 也 能 处 理 实际 动力 学 系统 中 的 
不 确定 性 , 但 它 能 实现 完全 跟踪 ,控制 器 形式 更 为 简单 且 需 要 较 少 的 先 验 知 识 。 这 
种 控制 方法 适合 于 某 种 具有 重复 运动 性 质 的 被 控 对 象 , 前 几 次 运行 可 能 有 较 大 的 
控制 误差 , 但 通过 “ 边 于 边 学 ”的 方式 , 逐步 学 习 控 制 经 验 , 利用 系统 前 次 的 控制 
经 有 和 输出 误差 来 修正 当前 的 控制 作用 ,使 系统 输出 尽 可 能 收敛 于 期 望 值 。ILC 
的 研究 对 具有 较 强 的 非 线性 耦合 、 较 高 的 位 置 重复 精度 、 难 以 建 模 和 高 精度 轨迹 
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跟踪 控制 要 求 的 动力 学 系统 有 着 非常 重要 的 意义 。 
文献 |20~ 23] 对 ILC 控制 算法 和 理论 以 及 存在 的 问题 和 研究 方 回 做 了 综述 。 
本 于 介绍 IC 基本 原理 、ILC 算法 满足 的 条 件 。 然 后 将 介绍 IC 算法 的 学 习 律 及 
其 在 MATLAB 语言 中 的 设计 方法 。 


7.4.1 达 代 学 习 控 制 的 基本 原理 
和 前 面 介 绍 的 很 多 内 容 相似 , 这 里 先 写 出 受 控 对 象 的 状态 方程 模型 
Z( 臣 三 大 (人 芭 ) 妈 
三 9D(t La) 


其 中 z 为 风 维 状态 向 量 ; 系统 为 mm 路 输入 , 了 路 输出 ; 存 (, 9g(.) 为 相应 维 数 的 向 
量 函 数 。 迭 代 学 习 控制 问题 可 以 描述 为 : 给 定期 望 输出 wa 人 ( 轨 ， 存 在 与 之 相应 的 期 
望 笨 入 ua(t 和 每 次 运行 的 初始 状态 zk(0)， 要 求 通过 多 次 重复 运行 ,在 给 定 的 学 
习 律 下 使 系统 在 控制 周期 上 e [0,T] 内 ， 获 得 系统 控制 输入 序列 wa 人 如 ， 使 得 系统 
得 出 人 的 能 通 近 期 望 的 系统 输出 wa ( 虫 。 和 迭代 学 习 控制 的 学 习 律 一 般 可 由 递 推 的 
形式 表示 为 


(7-4 1) 


WU 划一 竹 -tek-i 人 b) (7 人 2) 


其 中 -用 () 为 线性 或 非 线 性 算 子 ，ek_i(b = 姑 提 一 了 -1( 父 为 前 次 运行 的 输出 误 
兰 。 由 式 (7-4-2) 给 出 的 学 习 律 可 见 ， 开 环 迭 代 学 习 控 制 的 基本 原理 是 利用 上 一 个 
工作 周期 内 的 误差 信号 ek_i( 雪 和 上 一 个 周期 的 输入 序列 wu ( 蚊 来 构造 本 周期 
控制 序列 wk 人) 的 方法 。 
当天 在 够 大 时 ， 如 果 ex 在 上 ef0.1] 上 一 致 趋 于 零 ， 则 称 上 述 欠 代 学 习 
控制 是 收 义 的 。 收 和 敛 性 问题 是 迭代 学 习 控 制 中 最 重要 的 问题 ,只 有 迭代 学 习 过 程 
是 收敛 的 , 欠 代 学 习 控制 才 有 实际 应 用 意义 。 
开 环 友 代 学 习 控制 的 基本 原理 如 图 7-50 所 示 。 在 实际 应 用 中 ,系统 下 一 次 运 
行 的 新 的 控制 既 可 以 在 上 一 次 运行 结束 后 离线 计算 得 到 ,也 可 以 在 上 一 次 运行 中 
在 线 计 算得 到 ; 新 的 控制 量 存 入 存储 器 ， 刷 新 旧 控 制 量 。 在 施加 控制 时 ， 需 从 存 
储 郁 中 取出 控制 量 。 如 果 取 出 的 是 当前 的 误差 信号 ,， 则 可 以 构造 出 闭环 控制 方式 。 
可 以 看 到 ,， 友 代 学 习 控 制 算法 可 利用 的 信息 要 多 于 常规 的 反馈 控制 算法 ,， 它 包括 
以 前 每 次 运行 的 所 有 时 间 段 上 的 信息 和 当 次 运行 的 当前 时 刻 之 前 时 间 段 的 信息 。 
在 传统 的 迭代 学 习 控 制 研 究 中 ，- 一 般 总 是 假定 下 述 假设 条 件 满 足 24, 25] 
由 系统 每 次 运行 时 间 间 隔 是 有 限 的 固定 间隔 , 即 [0, 7 
四 在 运行 区 间 [0, 7] 内 系统 的 期 望 轨迹 总 是 事先 已 知 的 ; 
G@) 系统 的 初始 条 件 重复 ,， 即 每 次 运行 前 ,系统 的 初始 状态 ex(0) 都 相同 ; 
约 系统 的 动态 结构 在 每 次 重复 欠 代 运行 中 保持 不 变 ; 
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图 7-50“ 开 环 友 代 学 习 控制 基本 结构 


@ 系统 每 次 运行 的 输出 多 他) 可 测 ， 且 跟踪 误差 信号 ek 折 三 2 的 一 傣 ( 
可 以 用 于 构造 下 一 个 时 刻 的 控制 信号 KR 十 1 ( 帮 ); 

G) 系统 的 动态 特性 是 可 逆 的 , 即 对 一 个 事先 给 定 的 输出 轨迹 ya 人 ， 存 在 惟一 
的 控制 信号 wa ( 划 ， 使 得 系统 产生 理想 的 输出 (四 。 

一 个 成 功 的 迭代 学 习 控 制 算 法 不 仅 应 该 在 每 一 次 控制 作用 于 系统 后 ,能 使 得 
系统 的 和 输出 误差 变 小 , 还 需要 有 和 蒂 快 的 收敛 速度 以 保证 算法 的 实用 性 。 另 外 , 克 
代 学 习 控 制 算法 的 收敛 性 应 与 具体 的 期 望 轨迹 无 关 ， 如 果 给 出 一 个 新 的 期 望 轨迹 ， 
迭代 学 习 律 应 该 无 需 作 任何 改变 即 可 使 用 。 

7.4.2 和 代 学 习 控 制 算法 

1. 连续 时 间 PID 型 ILC 算法 

如 果 受 控 对 象 为 连续 横 型 , 则 可 以 号 出 开 环 形式 的 和 闭环 形式 的 PID 型 欠 代 
学 习 控制 算法 。 

开 环 控制 器 IC 最 初 的 概念 是 以 开 环 的 形式 给 出 的 ,常见 算法 为 PID 型 ， 
开 环 ILC 是 指控 制 律 中 不 包含 当前 过 程 信 息 的 算法 。 连 续 时 间 PID 型 ILC 算法 
的 一 般 形式 可 以 写成 





Q -一 QT) 十 Tek_itt 十 | ei-iTjd7 十 六 4ek_r(t) (7-4-3】 
其 中 ,了 Ti 了 ua 分别 为 比例 、 积 分 和 微分 相应 维 数 的 学 习 增 益 和 矩阵 。 如 果 其 中 某 
个 或 某 些 增益 矩阵 等 于 零 , 则 可 以 简化 为 卫 型 .D 型 .PI 型 .ID 型 和 PD 型 ILC 
控制 器 。 

@ 财 环 控制 器 闭环 PID 型 学 习 策 略 是 取 第 K 次 运行 的 误差 作为 学 习 的 修正 
项 ,从 而 有 下 面 的 学 习 律 
2 人世) -一 1) 十 7 Deklit) 十 地 | ek(T)Q7 十 了 deklt (7-4-4) 
比较 开 环 控 制 和 闭环 控制 两 种 控制 策略 ,可 见 开 环 控制 是 利用 上 一 步 的 控制 
与 误差 信息 计算 控制 规律 ， 而 闭环 控制 采用 的 是 由 上 一 步 的 控制 和 当前 误差 信息 
计算 控制 规律 的 方法 。 一 般 情况 下 ， 闭 环 迭 代 学 习 控 制 优 于 开 环 模式 。 


384 第 7 章 智能 计算 问题 的 计算 机 求解 


量 是 融和 


2. 离散 时 间 PID 型 ILC 算法 
假设 离散 时 间 系 统 的 受 控 对 象 模型 为 


人 ZL 十 二 三 Cu， (745 
Vy 人 三 gb 
第 天 次 运行 时 可 表示 为 
| Zrtt 十 1) 三 下 (De 人 tb， 吉 (7.4.6) 
We 三 9UDk( VRH， 


答 出 误差 可 以 定义 为 ek 白 = Wa 的 - 傣 的 ， 根 据 该 误差 定义 可 以 分 别 定义 出 开 
环 和 闭环 PID 型 学 习 律 为 
t 十 | 
kt 一 Mt 十 思 ek(t 十 1) 十 也 》， ek (7 十 卫 a end 十 1) 一 er 人 | (7-4-7) 


?= 


ukHl( 扩 一 Mr 人间 十 Tekri 的 十 Fi》 ekHi7) 十 Ta [est 一 ekHtt 一 1 
(7-4_8) 

当然 ， 对 连续 受 控 对 象 模型 也 能 采用 离散 的 ILC 算法 。 如 果 受 控 对 象 模型 为 
线性 单 变量 模型 ， 则 根据 前 面 介 绍 的 PID 型 开 环 ILC 算法 ， 可 以 编写 出 如 下 的 
MATLAB 本 数 ， 


functioan [y,e,u,kvec,t0]j=ilc_lsim(G,T,kmnax,yd,Kp ,Ki,Kd) 
D=Jength(yd) ; y=zeros (n,knmax); e=y;i t0=0:T:(n-1)#T; 
u=y; ef(:,1)=yd(:); kvec=[] ; 
if G.TSs==0，G=c2d4(G,T) ; end; G=ss(G) ， 
for Kk=1:kmax，X0=zeros(size(G.a,1) ,1); 
Tor 十 =2 :也 

Xl=G.arXO+G.byu( 二 ,K) : 

y(t,k)=G.cxxl+G,dxu(t,K) ; 

XU=Xxl;i e(t,k)=yd(t)-y( 七 ,kk) ; 


uCt,k+t)=u(t,K)+KpreCt,k)+..， %P 控制 
Kd* (e(t,k)-e(t-l1,k))+...YD 控制 
Ki*rkSumkett:t,K) ) ， X 工 控制 
end ， 
KVec(K)=max(Cabs(e(: ,) ) ) 
enad 
该 函数 的 调用 格式 为 


Ly,e,_: 久 ,t 直 =ilc-1sim(C 了 ,nax, ya 所 开 天 3) 
其 中 ，G 为 线性 系统 的 数学 模型 ， 可 以 为 连续 的 ,也 可 以 为 离散 的 ; 三 为 控制 器 的 
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采样 周期 ， kaax 为 最 人 和 友 代 次 数 ; Wua 为 参考 轨迹 问 量 ; Ki Ka 为 PID 控制 参 
数 ， 分 别 对 应 于 算法 中 的 六 ,六 有 的 值 。 返 回 的 3 为 矩阵 ， 每 一 列 对 应 该 次 迭代 
的 输出 同 量 ; e 和 忌 处 为 每 次 迁 代 中 的 误差 和 输入 网 量 构成 的 矩阵 ; 太 为 每 次 跟 
踩 控制 误差 信号 的 范 数 ; 二 为 时 间 问 量 。 

该 函数 运用 于 受 控 对 象 相对 阶 为 1 的 情况 , 若 相 对 阶 大 于 1， 则 应 该 考虑 含 
有 高 阶 微分 项 的 ILC 控制 器 :26 。 
例 7-24 考虑 离散 对 象 的 模型 


z( 十 1) = 四 和 (有 ) 十 四 u(E)，W(E) = [1 0.51z(R 


参考 轨迹 为 yatt) = sin(0.08t)， 假 设 系统 的 初始 状态 为 零 ， 试 设计 出 于 G 控制 器 。 
求 刨 对 Arimoto 了 型 ILC 控制 器 来 说 ， 若 选择 太一 0.5, 天 = Ka = 0， 则 由 下 面 
的 语 铝 可 以 仿真 出 迭代 学 习 控 制 的 控制 效果 
>> yd=sin(0.08* [0:99]) ，; 

G=ssCL-0.8,-0.22; 1 0j,10.5;1 ,ft 0.5] 0, Ts ,0.17): 

[y,e,u,kvec,tj=ilc_lsim(G,0.1,10,yvd,0.5,0,0) ; 

Plot(tt,y) ，figure，Plot(kvec,，:-*))，figure，Plot(t,u) 
得 出 的 输出 曲线 如 图 7-51 (a) 所 示 。 由 控制 结果 看 , 大 二 寺 时 系统 没有 开始 响应 ， 当 
KR 三 2 时 ， 输 出 开始 试图 跟踪 期 望 的 信号 ， 但 有 一 定 误 差 。 控 制 器 通过 误差 学 习 了 如 何 
控制 该 受 控 对 象 ， 所 以 当下 = 3 时 控制 误差 明显 减 小 ,但 仍然 存在 误差 ， 所 以 控制 器 
进一步 学 习 ， 得 出 太 三 4 时 的 控制 修改 。 选 代 学 习 控 制 器 正 是 通过 这 样 的 学 习 方 式 ， 
取得 了 一 次 比 一 次 好 的 控制 效果 ， 当 大 - 10 时 基本 接近 于 期 望 的 轨迹 。 从 图 7.51 (b) 
给 出 的 跟踪 误差 范 数 看 ,无 = 10 时 仍 有 一 定 误 差 ， 所 以 该 学 习 站 法 的 并 值 不 理想 。 
每 次 控制 计 商 出 来 的 控制 信号 如 图 7-51 (c) 所 示 。 


-FT 一 一 ”一 一 一 一 ”一 一 一 一 ] 关于 人 一 
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站 站 
站 人 


_ 0 
(P) 跟踪 误差 范 数 
图 7-51 迭代 学 习 控制 的 控制 效果 
如 果 采 用 不 同 的 控制 器 参数 ， 如 开 ， = 0.85,1.15,1.5， 则 可 以 得 出 如 图 7-52 
(aj~(c) 所 示 的 控制 结果 。 可 见 ， 这 些 响应 曲线 在 几 次 控制 后 都 收敛 于 期 望 的 wa(t 曲 
线 ， 但 收敛 的 速度 是 不 同 的 。 


. 入 


二 
一 -人 -~” -~ _ -_ 


(a) 输出 曲线 





[c) 控制 信号 
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昌 二 


>> [yti,e,u,kvl,t]j=ilc_lsimn(G,0.1,10,yd,0.85,0,0) ; 
L[y2,e,u,kv2,tj=jilc_lsim(G,0.1,10,yd,1.15,0,0) ; 
[y3,e,u,kv3,t]j=ilc_lsim(G,0.1,10,ydq,1.5,0,0) ; 
subpPpJlot(231) ，Plot(t,yl) ，subplot(234) ，Plot(kvt ,，:-*#)?) 
subplot(232) ，pPlot(t,y2) ，sSubplot(235) ，Pp1ot (kVv2 ，:-# 7 ) 
subplot(233) ，pPlot(t,y3) ，subplot(236) ，Plot(kv3,，:-*7) 


一 ”一 人 一 一 一 一 一 一 
。 

二 

。 

上 4 

. 1 
1 一 一 工 
忆 


-ev ， 
本 : 
，A _ | 
。 0 | 
Ce 
相 














0.4 人 
0 0 玉 ， as 8 10 站 ob 及 5 8 10 人 2 吕 F _ 8 i0 
图 7-52 不 同 增 瘟 下 的 友 代 学 习 控 制 的 控制 效果 


例 7-25 假设 某 受 控 对 象 的 数学 模型 为 C(s) = -2 十 ， 试 求 出 系统 在 迭代 学 习 


(0.1s 十 也 
控制 下 多 阶梯 函数 输入 的 控制 效果 。 
求解 用 下 面 的 语句 可 以 输入 该 系统 模型 ， 并 生成 期 望 的 多 阶梯 输入 信号 ， 这 样 可 以 
通过 ilc_l1sim() 涵 数 得 出 控制 效果 ， 如 图 7-53 所 示 。 
>> S=tf(2sI); G=(0.2*xS+1)V(O.1+rs+1)、2; 

ydq= [2+*ones(50,1); -1*xones(80,1); 1*ones(60 ,1) : 3*ones(100 ,1)]， 

L[y,e,ukv,t]j=ilc_lsim(G,0.1,10,vd,0.5,0,0) ; 

subplot(131) ，pPlot(t,y) ，subplot(132)，Pplot(t,u)， 

SUbPJIot(133) ，Plot(Kkv,，:-#7) ， 


了 一 -一 一 nn 3 -一 一 一 -一 一- 了 一 人 
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(al) 输出 信和 号 (b) 跟踪 误差 范 数 (c) 控制 信和 号 
狗 7-53 连续 受 控 对 象 模型 的 离散 迭代 学 习 控 制 的 控制 效果 


7.5 习题 与 思考 题 


让 


3. 高 阶 开 环 PID 型 ILC 算法 

高 阶 ILC 算法 是 在 基本 PID 型 ILC 算法 上 提出 的 ,高 阶 ILC 算法 与 普通 学 
习 算 法 相 比 ,不仅 利用 前 一 次 过 程 的 输入 输出 信息 ， 而 且 利 用 了 以 前 多 次 过 程 的 
给 入 输出 信息 来 构造 当前 的 控制 输出 , 高 阶 PID 算法 的 一 般 形 式 为 


六 一 1 
(1 一 》 和 十 7 Dek_ilt 十 7 | ek_i(7Tj)d7 十 了 dek_i( 志 ) (7-4-9) 


2 一 ] 


其 中 , 整数 N > 2 是 算法 的 阶 次 。 

4. 加 权 PID 型 ILC 算法 和 带 遗 筷 因 子 的 IC 算法 

加 权 PID 型 ILC 算法 是 对 以 前 的 过 程 信 息 采 取 不 同 的 权重 ， 从 而 使 以 前 的 
过 程 信 息 对 当前 控制 作用 的 影响 不 同 。 变 增益 ILC 算法 也 属于 加 权 类 算法 ， 同 时 
也 具有 有 适应 和 目 整 定 的 意义 。 引 入 遗 生 因 子 是 为 了 减少 控制 输入 初始 误差 的 积累 
对 过 程 的 影响 , 随 厦 迭代 次 数 的 增加 , 越 早 的 控制 作用 逐渐 减 小 , 这 样 可 以 使 控制 
信号 的 变化 比较 平缓 。 

5. 其 他 ILC 算法 

其 他 ILC 算法 是 指 除 PID 形式 以 外 的 算法 。 基 于 高 级 反馈 控制 的 ILC 算法 
有 目 适 应 ILC、 预 测控 制 ILC、 最 优 控 制 ILC、 智 能 ILC、 鲁 棒 ILC、 基 于 模型 的 
ILC 等 。 除 此 之 外 , 还 有 针对 区 间 参 数 系 统 的 ILC 控制 算法 吕 等 。 以 上 学 习 算 
法 ,有 兴趣 的 读者 可 查阅 相关 文献 , 此 处 不 再 玫 述 。 


7.5 “习题 与 思考 题 


1 考虑 例 6-25 中 给 出 的 变 参 数 模型 ， 试 采用 模糊 PD 控制 器 和 模糊 PID 控制 对 该 系 
统 进 行 仿真 研究 。 

2 对 本 章 例 中 介绍 的 模糊 PD 控制 器 及 仿真 系统 进行 研究 ,车 选择 很 小 的 KKa 
值 将 得 出 什么 样 的 控制 效果 ,为 什么 ? 若 想 获得 较 好 的 控制 效果 ， 应 该 如 何 调整 
长 p: 六 da 甚至 六 nu 时 值 。 


3 已 知 表 7-9 中 给 出 的 样本 点 (zi 妨 ) 数据 ， 试 利用 神经 网 络 理论 在 ze (1l,10) 求解 
绘制 出 样本 对 应 的 函数 曲线 。 还 可 以 尝试 不 同 的 神经 网 络 结构 和 训练 算法 ， 得 出 
较 好 的 拟 合 效 采 。 


表 7-9 习题 3 数据 


一 一 -一 -~ vv 
] 2 忆 了 吕 和 四 3 9 10 
2 244.0 221 .4 208.0 208.0 之 1 二 .5 216.0 219.0 221.0 221.5 220.0 
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和 和 


4 假设 已 知 实测 数据 由 表 7-10 给 出 ， 试 利用 神经 网 络 对 (Z,2) 在 〈0.10.1) ~ 
(1.1,1.1) 区 域内 的 点 进行 播 值 ， 并 用 三 维 曲面 的 方式 绘制 出 基于 神经 网 络 的 
播 值 结果 。 


表 7-10 习题 4 数据 


2 尼 品 《6 沙 了 了 人 11 
0 . U.2 0U. 0U.4 0.7 0.8 - 1 .1 

0.110.83041 10.8272710.32406 10.82098 10.818241 0.8161 10.8148110.81463 0.8230U4 
0.210.8317210.83249 10.8358410.38420110.8512510.8637610.87975 |0.89935 0.9801 
0.310.83587 10.854345 10.85031 10.87466 10.898671 0.9284 10.963771 1.0045 . 1.1529 
0.410.8428610.58601310.885o37 10.915865 10.95b985 1 1.0086 | 1.0642 | 1.1253 1.3222 
0.510.8526810.8825110.92286 10.97346 .1764 | 1.254 1.460e5 
0.610.8653210.91049 10.96847 | 1.0383 .2937 | 1.3793 1.5335 
0.710.8807810.94396 | 1.0217 | 1.1118 1.40634 | 1.4859 1.5052 
0.810.8990410.98276| 1.082 | 1.1922 1.5021 | 1.5555 1.346 















0.9|10.92006| 1.0266 | 1.1482 | 1.2768 1.5661 | 1.5678 1.0454 
1 |0.94381| 1.0752 | 1.2191 | 1.3624 1.5821 | 1.5032 0.62477 
1.1|0.97023| 1.1279 | 1.2929 | 1.4448 1.5341 | 1.3473 0.14763 


e 一 LS 





5 考虑 典型 线性 受 控 对 象 模 型 C(s) = 55 了]， 试 采 用 本 章 介 绍 的 各 种 模糊 和 神经 网 
络 控制 器 对 其 进行 控制 ， 并 与 PID 控制 比较 控制 效果 。 
6 考虑 Rosenbrock 教授 提出 的 最 优化 问题 28| 


Jv = 100(z? 一 ] ”2 
企 St _2.048<， 区 2.04R (zl Z2】 十 Z1j 


试用 遗传 算法 求解 该 问题 ， 并 与 传统 最 优化 方法 得 出 的 结果 进行 比较 。 
7 De Jong 最 优化 问题 汪 是 一 个 富有 挑战 性 的 最 优化 基准 测试 问题 ， 其 目标 函数 为 


了 =minzT zz 一 min(zz 十 Z2 十 .十 Z20) 
北 沙 


普通 的 无 约束 最 优化 算法 函数 fminunc() 求解 同样 的 问题 ， 比 较 两 种 方法 所 需 的 
时 间 和 精度 。 显 然 ， 该 问题 的 全 局 最 优 解 为 zl = za 一 …:= Zoo 一 0。 


8 试用 锤子 群 算法 求解 前 面 的 几 个 问题 。 
9 试 条 用 站 传 算法 为 下 面 的 受 控 对 象 设 计 最 优 PID 控制 器 。 


QD 非 最 小 相位 系统 : G(s) = 后 -二 


和 和 


一 0.25 十 5 


他 不 稳定 非 最 小 相位 系统 : Cs) 一 51309606 
1z 一 2 


四 不 稳定 钞 样 系统 : 瑟 (2) 一 5053T513TTTT0O 


10 斌 利用 和 遗传 算法 求解 下 面 的 有 约束 最 优化 问题 ， 并 和 传统 数值 方法 进行 比较 。 


] 31.5 
FSX 5 一 |zlz2(l 十 :5) 十 Z374 1 十 一 一 
0.003079z3z3zs5 一 cos3 z62>0 05Y6 5 


0.1017z3z3 一 了 3 cos3 T6 之 0 
0.09939(1 十 z5jziz2-cos2z6 字 0 

mz st. 4 0.1076(31.5 十 z5)z3zd4 一 z2 cos” xz6y0 
7Z3azd(Z5 十 31.5) 一 Ts[l2(zl1 十 5) cos zY6 二 rilc2zs 袜 0 
0.2 乏 zl1 扫 0.5,14 乏 ro 扫 22.0.35 生 za 扫 0.6 
16 乏 z4 扫 22.5.8 毛 x5 扫 6.5.0.14 坏 6 所 0.2618 


11 试 利 用 MATLAB 语言 编写 迭代 学 习 控 制 器 的 闭环 算法 和 仿真 模块 。 
12 斌 利用 MATLAB 语言 编写 高 阶 PID 型 开 环 迭代 学 习 控 制 器 。 


SIDZ1tt 二 2SInZo 人 Et 
(一 1 人 2 (t 


13 假设 控制 系统 的 状态 方程 pa 为 1+t 
Za 一 U.SIn Z1It) 十 





十 3te 人 站 
SI Z2 (人 

] 十 tt 
Z (0) = [0.9,0.9j|， 输 出 方程 为 y(t = sizft 十 05sinroa 人 (b+0.5u(t， 要 求 在 
ieE |0,2r| 时 间 内 跟踪 期 望 输出 ya 人 tb 一 sin 纪 试 构造 P 型 闭环 迭代 学 习 控 制 。 
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经 典 控 制 理论 中 ,一 般 假 定 系统 的 受 控 对 象 模型 已 知 ， 这 样 可 采 
用 国定 的 控制 器 实现 系统 的 控制 。 若 受 控 对 象 模 型 未 知 ， 则 需要 采 
用 可 变 的 控制 器 ， 如 模糊 逻 罗 控 制 器 、 目 校正 控制 器 等 对 系统 进行 控 
制 。 那 么 , 用 固定 的 控制 堪 能 否 很 好 地 控制 变化 的 系统 模型 ? 鲁 棒 控 
制 器 的 出 现 和 发 展 很 好 地 回答 了 这 样 的 问题 。 本 章 将 以 这 样 的 问题 为 
背景 介绍 各 种 鲁 棱 控制 器 的 设计 方法 。 

本 章 8.1 节 给 出 不 确定 性 的 概念 与 分 类 、 描 述 方法 和 不 确定 边 
昼 的 所 到 方法 ,为 不 确定 性 系统 的 研究 奠定 基础 。8.2 节 介 绍 基 于 范 
数 指标 的 鲁 棒 控 制 器 设计 方法 和 小 增益 定理 ,探讨 鲁 棒 控 制 器 的 结 
构 , 给 出 鲁 棒 控 制 的 增 广 灵敏 度 的 概念 与 系统 增 广 方法 ， 并 介绍 基 
于 MATLAB 鲁 棒 控 制 工 具 箱 的 几 。 最 优 控制 器 设计 、 一 般 九 。 控制 
器 设计 和 最 优 他 >。 控制 器 设计 方法 。8.3 节 介 绍 鲁 棒 控 制 器 的 线性 抢 
阵 不 等 式 (linear matrix inequalities，LMD) 设计 方法 以 及 三 种 形式 
的 LMI 问题 的 求解 方法 ， 并 介绍 基于 YALMIP 工具 箱 的 简单 求解 
程序 ,对 比 各 种 不 同 的 鲁 棒 控 制 器 设计 方法 和 控制 效果 。8.4 节 介 绍 
基于 定量 反馈 理论 (duantitative feedback theory，QET) 的 不 确定 
系统 控制 八 设 计 方 法 , 给 出 QET 控制 器 的 二 自由 度 控 制 器 结构 以 及 
QEFTI 控制 器 设计 的 步骤 ， 并 利用 MATLAB 的 QEFT 工具 箱 详细 分 
析 控 制 器 设计 的 实例 。 

由 于 多 变量 系统 不 同 输入 、 输 出 信和 号 间 的 耦合 现象 使 得 控制 系 
统 设计 很 烦琐 ， 所 以 8.5 节 介 绍 基 于 状态 反馈 的 多 变量 系统 解 耦 算 
法 ,根据 算法 给 出 解 耦 控制 器 的 设计 方法 以 及 极点 配置 和 标准 传递 函 
数 相 结合 上 的 多 变量 系统 状态 反馈 解 耦 方法 与 实现 。 


8.1 不 人 确定 性 摘 述 


研究 一 般 鲁 棒 控制 系统 , 可 以 用 图 8-1 中 给 出 的 反馈 控制 系统 表 
示 整 个 闭环 控制 系统 。 其 中 ，P(s) 为 受 控 对 象 模型 ， 该 模型 含有 不 
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确定 元 素 ， 五 (s) 为 反馈 控制 器 模型 。>( 旭 和 yy( 分 别 为 系统 的 输入 和 和 输出 信 
号 ， 引 (和 Gd@( 坟 是 作用 在 受 控 对 象 输入 疹 和 输出 端的 扰动 信和 与 ,ma( 为 量 测 噪 
声 依 号 。 


Cd 


直人 


7z(t) 


一 一 


图 8-1 反 饶 控制 系统 框 银 


由 这 里 给 出 的 反馈 控制 系统 模型 ， 可 以 引入 系统 的 不 确定 性 描述 方法 和 不 确 
定性 的 MATLAB 表示 。 不 确定 性 主要 分 为 内 部 不 确定 性 和 外 部 不 确定 性 ,内 部 
不 确定 性 主要 是 由 系统 的 模型 及 其 变化 产生 的 ,而 外 部 不 确定 性 是 由 外 部 扰动 信 
号 和 品 声 信和 号 产生 的 。 下 面 对 不 确定 性 进行 深入 研究 ， 并 探讨 不 确定 性 作用 的 抑 
制 是 鲁 棒 控制 需要 解决 的 问题 1。 


8.1.1 不 确定 性 类 型 


从 建 模 角 度 可 以 将 不 确定 性 分 成 两 类 , 即 结构 化 型 不 确定 性 与 非 结 构 化 型 不 
确定 性 . 结构 化 型 不 确定 性 一 般 表 现 对 象 的 动态 参数 变化 ， 非 结构 化 型 不 确定 性 
可 以 进一步 地 分 成 登 加 型 不 确定 性 与 相 乘 型 不 确定 性 ,这 两 种 不 确定 性 分 别 如 图 
8-2 (aj 和 (b) 所 示 。 





(a) 释 加 型 不 确定 性 (b) 相 乘 型 不 确定 性 
图 8-2 ”系统 不 确定 性 的 表示 

如 朱 不 确定 性 是 登 加 型 的 , 则 不 确定 性 的 模型 可 以 由 4。(s) = G(s) - Go(s) 
表示 ,其 中 G(s) 为 实际 系统 模型 ， 而 Ge。(s) 为 系统 的 标 称 模型 。 登 加 型 的 不 确 
定性 经 和 营 用 来 表示 高 频 的 动态 建 模 误 差 。 

市 有 登 加 型 和 相 乘 型 不 确定 性 的 控制 系统 结构 分 别 如 图 8-3 (aj) 和 (D) 
所 示 。 对 如 图 8-2 (b) 所 示 的 相 科 型 不 确定 性 来 说 ， 其 不 确定 性 可 以 表示 成 
4ul(s) = [Guo(s) - G(s)jGI (s)。 相 乘 型 不 确定 性 模型 经 常用 来 表示 模型 的 相对 
旋 差 ,并 经 常 表 示 模 型 检测 噪声 的 动态 特性 。 

对 登 加 型 不 确定 性 和 相 乘 型 不 确定 性 的 传递 函数 模型 4.(s) 和 4 (s) 来 说 ， 
者 下 面 的 不 等 式 


] 
二 不 确定 : 人 ]C Tv 一 甩 jw 
登 加 型 不 确定 性 : |4.(jw)| < ES0D 已 jc 


.1 不 确定 性 档 述 





(b) 相生 型 不 确定 性 
图 8-3 带 有 不 确定 性 的 控制 系统 结构 
] 
1 大和 确定 性 四 
相 乘 型 不 硝 定性 : |4,(jw)| < 元 
对 所有 的 频率 w 都 成 立 ,， 则 称 财 环 系统 午 棒 稳定 。 其 中 ，S(Uw) 和 他 (jw) 称 为 系 
统 的 灵敏 度 和 补 灵 敏 度 畏 数 ， 定 义 为 


5(jw)=[T+CGUjwPjo ，TUu) = 了 工 - SUw) (8-1- 了 LU 


巨 .(jw) 和 五,(jw) 的 值 经 常 又 称 作 扰动 信 叶 的 边界 , 这 两 个 量 和 频率 有 关 。 


8.1.2 不 确定 性 描述 方法 


鲁 棒 控 制 工 具 箱 定义 了 一 个 新 的 对 象 类 ureal, 用 其 可 以 给 定 在 某 个 区 间 内 
可 变 的 变量 ， 访 函数 的 调用 格式 为 


p=ureal(P' ,po, Range:,[pm,DpM]) 2DE [pm,pM 
D=ureal(C:p;: ,Do,， :PlusMinuas ,0) %DE|po 一 0po 十 9 
P=ureal('pP: ,po0, :Percentage ,人 4) 久 D 6E [po 一 4 加 ,po 十 471| 


其 中 2o 为 该 变量 的 标 称 值 ， 其 变化 范围 可 以 由 后 面 的 参数 直接 定义 。 有 了 这 样 的 
不 确定 变量 ， 则 可 以 由 tf() 或 ss() 函数 建立 起 不 确定 系统 的 传递 函 数 或 状态 方 
程 模 型 。 有 了 数学 模型 , 还 可 以 用 G =usample(G,NV) 国 数 , 采用 Monte Carlo 
方法 从 不 确定 系统 G 中 随机 选择 N 个 样本 赋 给 C，。 


例 8-1 考虑 不 确定 动态 系统 吕 


10[(2 十 0.2a)s 十 (2 十 0.3a+0.4)s 十 (1 十 0.2] 
Cs al) = 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
(0 (s2 十 0.5s 十 1)(s2 HT2s 二 3)(s2+3s+6) 0) ES 


一 吾 - (jc ) 
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全 全 时 二 和 和 


选 定 标 称 值 为 Q=b=0。 试 将 该 不 确定 系统 输入 MATLAB 工作 空间 ， 并 绘制 出 不 确 
定 系统 的 开 环 Bode 图 与 闭环 阶 路 响应 曲线 ， 并 研究 一 加 型 不 确定 性 和 相 乘 性 不 确定 
性 的 频 域 曲线 。 

求解 显然 , 由 前 面 介绍 的 方法 先 定 义 两 个 不 确定 变量 ， 然 后 就 可 以 构造 出 不 确定 系 
统 模型 了 。 从 构造 的 模型 中 随机 选择 15 个 样本 ， 则 可 以 由 简单 、 直 观 的 命令 绘制 出 样 
本 系统 的 开 环 Bode 图 和 闭环 阶 跃 响应 曲线 ， 如 图 8-4 所 示 。 值 得 说 明 的 是 ,每 次 调用 
usample() 了 数 得 出 的 样本 将 是 不 同 的 。 


qq[e 有 Response 





了 code Diagrarm 
2 14 一 一 
一 
f 
0 1 .2 
-20 。 。 
皇 一 40 网吧 
三 半 口中 
旦 -60 所 
虽 < 看 
至 -80 
0.4 
1D0 
120 0 
140 全 昌 
fr- 10 10 10 间 1 2 局 .5 3 3.5 
Frequency (radysec) Te rsec) 
(a) Bode 图 (b) 阶 跃 响应 


图 8-4 不 确定 系统 的 频 域 与 时 域 分 析 


>> a=ureal('a',0, Range:,[-t,1]); b=ureal(b，,0,，Range:,[-1,1]); 
Qen=conv(conv([1 0.5 1],[123]),[t 3 6])， 
G=10*tf(L2+0.2+ra,2+0.3+a+0.4+rb,1+0.2*b]j ,den) ; 
PO=1O*xtft([2,2,1] ,qdqeny)， P=usample(G,15); bodemag(P) ; 
figureij Gl=feedback(G,1); Pl=usample(G1,15) ; SteP(P1T') 


考 息 登 加 型 和 相 乘 型 不 确定 性 ， 下 面 的 语句 可 以 分 别 绘制 出 不 确定 性 的 Bode 图 ， 


如 图 8-5 (aj 和 (b) 所 示 。 
>> DelA=P-P0; bodemag(DelA) ，figure;i DelM=(P0-P)/P0; bodemag(DelLM) 


3.1.3 摄 动 边 界 函 数 的 提取 与 建 模 


图 8-5 中 得 出 了 因 参 数 变化 导致 的 不 确定 性 的 Bode 幅 值 响应 曲线 ， 从 这 样 
得 出 的 不 确定 性 频率 响应 可 见 ， 若 选择 其 包 络 线 或 任何 单一 的 频 域 响应 曲线 , 使 
得 在 茶 一 频率 下 增益 均 高 于 不 确定 性 的 增益 ,， 则 可 以 将 不 确定 性 的 复杂 模型 用 
一 个 单一 的 传递 函数 厌 s(s) 或 Tia(s) 来 表示 ,对 于 相 加 型 或 相 乘 型 不 确定 性 满 
丰 |4s(jowil 乏 下 s(s) 或 |4a(jojl sg as(s)， 则 称 到 s(s) 或 轴 。(s) 为 摄 动 边 界 函 
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时 呈 至 晶 】 量 】 生 也 也 利 曲 鲁 量 空 全 隐 二 重 本 时 全 于 雷 时 生 地 也 和 竹 于 


Magnitude 1dB) 





. -1 和 ] 2 3 
10 7 让 10 1 10 6 i0 i0 


一 了 个 > 
10 i0 二 
FTeduency (radysec) Pregquency (Tradesec) 


(a) 和 登 加 型 (Pb) 相 针 型 
图 8-5 不 确定 性 的 Bode 名 


数 。 从 鲁 棒 控制 的 角度 看 ， 如 果 能 找到 使 得 处 于 边界 的 系统 稳定 ， 则 可 以 使 得 任 
意 处 于 边界 以 内 的 系统 稳定 ,所 以 摄 动 边界 函数 在 鲁 棒 控 制 器 设计 中 是 很 重要 的 
选择 增 交 的 边界 函数 应 该 考虑 几 个 因素 : 
册 减 小 保守 性 如 果 将 增益 的 边界 函数 选择 得 比 实际 可 能 发 生 的 增益 高 太 多 
将 带 来 很 大 的 保守 性 ,这 可 能 过 分 地 牺牲 控制 器 的 动态 性 能 ， 所 以 从 减少 
保守 性 角度 看 ,， 有 时 需 考虑 采用 接近 可 能 增益 的 包 络 线 作为 边界 函数 。 


包 低 阶 函数 通 近 通常 情况 下 , 如 果 能 采用 低 阶 模型 逼近 边界 函数 , 将 降低 控 
制 右 的 阶 次 。 允 外 , 用 简单 折线 的 形式 描述 低 阶 模型 ， 比 较 方 便 。 
文献 [2] 给 出 了 提取 扰动 边界 的 方法 ,首先 绘制 出 参数 变化 时 系统 频 域 响应 
的 幅 频 特性 , 用 ginput() 本 数 在 边界 上 读 取 一 些 点 , 然后 用 fitmag() 函数 找 出 
过 只 的 传递 函数 模型 。 当 然 , 还 可 以 编写 一 个 小 程序 提取 上 界 的 包 络 线 ， 加 一 个 
俩 关 ， 留 有 余 量 , 这样 就 可 以 识别 其 传递 永 数 了 。 
根据 上 面 的 思路 可 以 编写 如 下 的 函数 来 求 取 包 络 线 
function W=up_evoLope(CGerT ,页 ;也 ) 
H=frdq(Gerr ,wW) ; H1=H.Response(:); M=length(Cw) ; 


HL=TreshapekCabs(H1) ,M,1ength(H1)VM) ; 
H1=max(abs(H1):); Hi=frd(H1,w); W=fitmagfrd(H1,n) ; 


该 国 数 的 调用 格式 为 作 =up_envolop(G ,ww,m) ， 其 中 CG 为 误差 模型 ，o 为 频 
率 回 量 , ”为 预期 的 阶 次 ,， 玫 为 包 络 线 的 拟 合 状态 方程 模型 。 

例 8-2 考虑 例 8-1 中 给 出 的 模型 ， 试 求 出 相 到 型 不 确定 性 的 包 络 线 模型 。 

求解 由 下 面 的 语 自 可 以 得 出 包 络 线 对 应 的 三 阶 模型 ， 得 出 的 Bode 图 如 图 8-6 所 示 
( 粗 线 表示 包 络 线 模型 )。 可 见 ， 这 样 得 出 的 模型 拟 合 效果 比较 理想 。 
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>> a=ureal()a),0,):Range:,[-1,1]); b=ureal(b:,0，Range，,[-t,1]7); 
den=conv(conv([1 0.5 1],[1 2 3]),[1 3 6Jj); 
G=10*tf(f[f2+0.2*a,2+0.3*a+0.4*xb,1+0.2*xb] ,den); DeLM=(PO-P)7PO ; 
w=1logspace(-1,2) ; W=ZPpKk(Cap_envolop(DelM,w,31) 1) 


bodemag(DelM, :b:,W,ITI)) 
4 0.097328(s + 0.48)(s 十 6.141s 十 11.28)  、 
这 样 得 蝇 的 包 络 线 传递 函数 为 由 (3) 一 (s 十 4.414)(s2 十 1.084s 十 0.6142) 这 


样 ， 不 确定 模型 的 误差 可 以 写成 |4Anm(jw)jl 和 | 多 (jw)l。 


Magnitude (dB)} 
1 } | 





Fredquermcy (radysec， 


8-6 不 确定 性 的 Bode 图 及 包 络 线 模型 的 Bode 图 


8.2 ”基于 范 数 的 鲁 棒 控 制 理 论 


基于 范 数 的 和 鲁 棒 控 制 理 论 最 早 是 由 George Zames 教授 提出 的 引 ， 当 时 主要 
讨论 灵敏 度 函 数 的 好。 范 数 ,， 控制 目标 是 使 得 受 扰 动 系统 在 扰动 边界 处 的 最 坏 情 
况 下 ， 仍 然 能 设计 出 满足 要 求 的 控制 器 。 这 种 思想 开创 了 一 个 很 重要 的 控制 分 支 
的 出 现 与 发 展 。 本 节 首 先 介 绍 鲁 棒 控制 的 一 个 重要 的 理论 基础 -一 小 增益 定理 ， 
然后 介绍 基于 范 数 的 控制 系统 结构 与 设计 。 


8.2.1 “小 增益 定理 


鲁 棒 控 制 系统 的 一 般 结 构 如 图 8-7 (a) 所 示 ， 其 中 己 (s) 为 增 广 的 对 象 模型 ， 
而 五 (s) 为 控制 器 模型 。 从 输入 信号 ui(t) 到 输出 信号 Wi (人 的 传递 函数 可 以 表示 
为 Toyiui(b。 在 鲁 棒 控制 中 , 小 增益 定理 是 个 很 关键 的 理论 基础 , 下 面 将 叙述 这 个 
定理 。 
假 议 Ms) 为 稳定 的 , 则 当 且 仪 当 小 增益 条 件 | Ag(s)|llwjA(s)ll。 < 1 满足 
时 , 图 8-7 (b) 中 所 示 的 系统 对 所 有 稳定 的 4(s) 都 是 良 定 的 ， 且 是 内 部 稳定 的 。 
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(a) 标准 反馈 控制 结构 (b) 小 增益 定理 示意 图 
图 8-7 ta 与 fw 控制 的 一 般 结 构 


事实 上 , 可 以 这 样 理 解 小 增益 定理 : 如 果 系 统 的 回路 传递 冰 数 的 范 数 小 于 1， 
则 闭环 系统 将 总 是 稳定 的 。 


8.2.2 鲁 棒 控 制 器 的 结构 
在 如 图 8-7(a) 所 示 的 闭 坏 系统 结构 中 , 引入 了 增 广 的 对 象 模型 ， 该 模型 一 般 





可 以 表示 成 4 
[Pi Pa [4 B Pa 
9 丰 人 包 D 
其 对 应 的 增 广 状态 方程 朱 述 为 
。 了 1 全 1 ii1 2)12 1 
(四 一 4z 十 [ 感 ， 万 ,| 网 | 轩 一 | 2 z+ | 有 2 国 (8-2-2) 


闭环 系统 的 框图 可 以 绘制 成 如 图 8-8 所 示 的 形式 出 ， 其 闭环 系统 传递 函数 可 
以 写成 


Taui(s) 三 瑟 1(s) 十 五 2(0s) 1 一 Fi1s) Poa(s) 一 (s) Pa 人 s) (8-2-3) 


这 样 的 结构 在 控制 理论 中 常常 称 为 线性 分 式 变换 。 重 棒 控 制 的 目的 是 设计 出 
一 个 镇 定 控制 器 uafs) 三 五 (s)yz(s)， 使 得 闭环 系统 下 (人 (s) 的 范 数 取 一 个 小 于 
1 的 值 , 亦 即 上 (sj < 1。 从 式 (8-2-3) 出 发 ， 常常 可 以 将 鲁 棒 控 制 问题 分 为 
下 面 三 种 形式 : 

Ju 1 最 优 控制 问题 其 中 需求 解 min | (sj 

@ 1 最 优 控 制 问题 其 中 需求 解 min || Ts (s) 咱 ww; 

地) 标准 几 控制 问题 需要 得 出 一 个 控制 器 满足 || rw (s 川 ~ < |。 

加 权 的 控制 结构 如 几 8-9 (a) 所 示 ,， 其 中 Vi(s)， 有 2(s) 与 三 3(s) 都 是 加 权 
国 数 , 这 些 加 权 函 数 应 该 使 得 CG(s)，V(s) 与 丈 3(sJG(s) 均 正 则 。 换 名 话说 , 这 
些 传递 函数 在 s 一 co 时 均 应 该 是 有 界 的 。 可 以 看 出 , 在 这 个 条 件 下 并 没有 直接 要 
求 Was(s) 本 身 是 正则 的 。 对 图 8-9 (a) 中 的 方 框图 结构 稍 加 改动 , 则 可 以 容易 地 
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8-8 闭环 系统 框图 的 另外 一 种 描述 方法 


得 出 如 图 8-9 (b) 中 所 示 的 控制 结构 ， 可 以 看 出 这 样 的 结构 和 图 8-7 (a) 中 给 出 的 
标准 和 鲁 棒 控 制 结构 是 完全 一 致 的 。 

假定 系统 对 象 模型 的 状态 方程 为 (4, 互 ,C, 厂 ), 则 加 权 函 数 W:(s) 的 状态 
方程 模型 为 (4 ,已 ,CD )，VW2(s) 的 状态 方程 模型 为 (4、，, 万 ，C， 
万 )， 而 可 以 为 非 正 则 的 三 3(s) 的 模型 表示 为 


到 3(s) 一 (vv。 (s 了 一 4 一 瑟 。 十 天 SS” 十 :… :十 本 5 十 用 (8-2-4) 
特别 地 ， 式 (8-2-1) 可 以 写成 
4 0 0 0:0:， 万 
-五 ,CC 4，0 0 万 一 万 ,万 
0 0 4.，0 0 。 
已 ，C 0 0 4 0 ; 万 
Fi | DC 三 方 - (32 5) 
0 0 C 和 0 :0 也 。 
C+SC 0 0 CC 0 7D+DD 
四 -CC 0 0 0 7 二 亡 


式 中 四 
作 三 古 C++ 有 CA 十 有 CA4T [8.2.6) 
有 一 乃 万 十 已 C 有 十 忆 C4m 开 
其 中 任何 一 个 加 权 函 数 均 可 以 是 空 的 , 在 MATLAB 下 可 以 表示 为 屿 ;(s) = []。 
这 时 鲁 棒 控 制 问题 可 以 集中 成 下 面 三 种 形式 来 研究 
由 灵敏 度 问 题 在 灵敏 度 问题 中 并 不 指定 Wa(s) 与 Ta3(s); 
2 稳定 性 与 品质 的 混合 鲁 棒 问 题 在 这 样 的 问题 中 假定 Was(s) 为 空 的 ; 
G) 一 般 的 混合 灵敏 度 问题 其 中 要 求 三 个 加 权 函 数 都 存在 。 


一 般 情 况 下 的 增 广 对 象 模型 可 以 写成 
几 一 全 1 
王 (5) = 0 C (8-2-7) 








和 音 党 





_ 描 三 对 象 模型 Ps) 
e(t | 到 1a 
Vs) 上 六 
tt) zl1Lb 
1 
1 中 一 中 人 ) Vs 21 
-一 
42 
的 2 
控制 器 模型 
(a) 一 般 加 权 灵 敏 度 函 数 (b) 双 端 子 框 图 结构 


图 8-9 加 权 有 灵敏 度 问 题 的 框图 表示 


这 个 结构 叉 称 为 刀 _ 议 计 的 一 般 混合 过 敏 度 问 题 。 在 这 样 的 问题 下 ,线性 分 式 表 
示 可 以 写成 全 。(s) STREFS， Ha , 其 中 五 (s) 为 控制 器 模型 ，S(s) 
为 过 敏 度 函数 ， 其 定义 为 S(s) = 瑟 (5) 尼 -1(s) = [十 五 (5J)G(s)]-:， 而 7(s) 为 
补 受 敏 度 函数 ,其 定义 为 了 (s) = 了- $(s)。 灵 敏 度 是 决定 跟踪 误差 大 小 的 最 重要 
指标 ， 有 灵敏度 越 低 ， 则 系统 的 跟踪 误差 越 小 , 故 系统 响应 的 品质 指标 越 好 ， 而 补 灵 
敏 度 冰 数 是 决定 系统 鲁 棒 稳 定性 的 重要 指标 ,， 它 制约 着 系统 输出 信号 的 大 小 , 在 
存在 不 确定 性 时 ， 有 较 大 的 加 权 会 迫使 系统 输出 信号 稳定 回 。 灵 敏 度 和 补 灵 敏 度 
困 数 的 加 权 选 择 是 相互 矛盾 的 ,， 故 它们 之 间 应 该 存在 折 中 ,所 以 可 以 认为 鲁 棒 控 
制 器 设计 是 加 权 函 数 选取 的 艺术 [ 。 

头 似 于 线性 时 不 变 系统 模型 的 输入 方法 ， 受 控 对 象 模型 、 加 权 函 数 模型 都 可 
以 采用 ss () 函数 、tf() 函数 和 zpk() 函数 直接 输入 。 假 设 它 们 的 模型 分 别 为 
C， 了 由， 了 三 2? 和 了 王 3， 其 中 三 允许 为 分 子 阶 次 高 于 分 母 阶 次 的 模型 ， 则 可 以 由 
augtf() 遇 数 增 广 该 模型 ,得 出 增 广 系 统 模型 天 =augtf (CCG ,W7 , 多 2 ,Wy3) 。 重 
标 控 制 工具 箱 新 版 本 还 提供 一 个 统一 的 augw()， 但 该 函数 是 存在 局 限 性 的 ， 因 为 
它 要 求 所 有 这 些 子 模型 都 是 正 实 的 ,， 即 分 子 的 阶 次 不 能 高 于 分 母 的 阶 次 。 

由 branch() 函数 可 以 提取 出 增 广 状 态 方程 的 各 个 子 托 阵 

[4 ,已 ,DPC Co ,Di ,Di ,Do ,Do]=branch ( 书 ) 


例 8-3 考虑 下 面 给 出 的 系统 状态 方程 模型 


OU ] 0 0 U 

一 2UU0 一 100/3 500 10073 20713 

20=| 0 Oo wb=iooloed 
0 100/3 -4 -60 -1 


若 选 择 加 权 函 数 Hi(s) = 100/(s + 1,I3(s) = s/1000， 试 得 出 系统 的 增 广 模型 。 
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求解 可 以 由 下 面 的 MATLAB 命令 来 建立 起 增 广 的 对 象 模型 
>> A=[0,1,0,0; -5000,-100V/3,500 ,100/3;， 0,-1,0,1; 0,100/3,-4,-60] : 

B=[0; 25/3; 0; - 吉 ; C=[0,0,1,0]; D=0; G=ss(A,B,C,D); S=tf(2S，)， 
W1=100/(s+1); W2=1e-5; W3=s/1000; % 定义 加 权 函 数 
T_ss=augtf(G,wW1,W2,W3); 4% 得 出 增 广 的 双 端 子 系统 模型 
[a,bt,b2,cl,c2,dqlli,dt2,dq21 ,da22]=branch(T 8s) 

注意 ， 由 于 没有 低 ?(s) 加 权 函 数 ， 所 以 应 该 将 其 设置 成 小 的 正 数 ， 如 10-5， 以 避免 式 

(8-2-5) 中 的 也 12 开 阵 成 为 奇异 给 阵 ， 导 致 原 问题 无 解 。 由 下 面 的 branch() 函数 调用 

命令 可 以 直接 提取 出 增 广 系 统 的 双 端 子 状态 方程 模型 为 


0 1 0 0 0:0: 0 
一 5000 一 33.333 500 33.333 0 :0 :8.3333 
0 -1 0 1 0:0; 0 
0 33.333 -4 -60 0; 0 -1 
已 ( 引 一 | 0 0 
0 0 0 0 10o0 0 
0 0 0 0 0 0 10-5 
本 .001 00001 050.0. 
0 0 -1 0 010 


注意 ， 老 剑 2(s) 取 成 空 答 阵 时 ， 相 应 的 Dis 天 阵 项 为 0， 导致 Dis 天 阵 奇异 ， 使 得 
jw 设计 问题 不 能 求解 。 在 实际 系统 设计 时 应 该 避免 这 样 的 问题 。 
8.2.3 控制 系统 状态 反馈 与 输出 反馈 闭环 模型 

对 应 前 面 给 出 0 尸 (s)， 相 应 的 数学 模型 重新 表示 为 


zi 一 二 十 DOTuUl( 下 十 Diatuo 人 (t) (8-2-8) 
= 三 Cazb 二 Daiul(t 十 Douo(t 


符 引 入 状态 反馈 wz(b = 天 z( 则 可 以 构造 出 闭环 系统 为 


蕊 . 


(人 = (4 十 万 开 )z(b 十 百人 本 
Wai 三 (Ci 十 甩 D 下 ) 了 (十 Diiacl(b 
如 果 引 入 输出 反馈 wz 人 = 下 (s)gyz 伯 ,其 中 控制 器 的 动态 模型 为 
() = 4x2(D) + Bkg 人 1 
UL 一 CK 人 (十 DRKV 人 (人 
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日 





这 时 的 闭环 系统 的 状态 方程 模型 为 
七 的 4 十 百 :LOrC- 厂 :> 人 KK 过, 有 五 | 十 五 CD 1 部 
人 | 再 Co， 4 | | 评 瓦 D,，， 
(8-2-11) 
UV =|C 二 DioDkCo， DioCk 十 (Di 十 DRK Doli)tUl 








8.2.4 基于 和 鲁 棒 控 制 工具 箱 的 设计 方法 


考虑 图 8-7 (aj 中 所 示 的 双 帆 子 状 态 方 程 对 象 模型 结构 ，Ht。 的 设计 目标 是 
找到 一 个 控制 器 下 (s)， 它 能 保证 闭环 系统 的 好 < 范 数 限制 在 一 个 给 定 的 小 正 数 
7 下 , 即 joaet(sjc <? 文献 [7] 给 出 了 一 种 求解 方法 


ZI 三 4 有 一 GTU 人 Ht，1 人 三 下 并 ( 昌 (8-2-12) 
其 中 ， 知 万 |; 一 0， 则 


4 一 十 ?一 吾 ;: 天 十 玉 下 十 ZL 人 L，。 


(8-2-13) 
下 = 一 再 :和 三-YCTL，2G = (了 一 7 是) 
且 环 与 了 分 别 为 下 面 两 个 代数 Riccati 方程 的 解 
41IX 二 4--(B2B; -372BIBDXT+TCICI =0 (8.2_14) 


4Yr +Y4 -YICczc -72CIC)Y +PBIBTI=0 


1 控制 器 存在 的 前 提 条 件 为 : 

(万 | 足够 小 ， 且 满 足 1) < 个 ; 

控制 器 Riccati 方程 的 解 蕊 为 非 负 完 和 抢 阵 ; 

G) 观测 器 Riccati 方程 的 解 和 为 非 负 定 和 矩阵 ; 

由 Xmax( 且 包 ) < 放 7， 即 两 个 Riccati 方程 积 矩 阵 的 所 有 特征 值 均 小 于 >2。 


例 8-4 假设 已 知 系统 增 广 模型 的 各 个 纸 阵 如 下 ， 试 设计 1t。 控制 器 。 
一 1 0 0 0 
加 加 1 0 一 
| 0 1 ecR 


U LT 0 
C2 王 |0 0 -1 Di =Do=0， Dis= 。 辣 ，D)21 三 | ,0| 


1 0 
) 121 一 10 0.0] 
U 








求解 可 以 由 底层 语 白 求解 H{。 控制 器 
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>> A=[-1,0,0;， 0,0,0;， 0,1,0]; Bl=[1,0;，0,0.01; 0,0]; B2=[0; 1; 0] | 

Ci=[i,0,-1:， 0,0,0]】:， C2=[0,0,-1] ; Dl11=zeros(2) ，D12=[0; 0.01j ; 
D21=[1,0] ; D22=0; gam=2 ; 
X=are(A,B2*+x*B2 7 一 gam (人 -2)B1kB12 ,CT12*C1) ; 
Y=aTre(A',C22:*C2-gam (人 -2)*Cl2*yrCl,BlrB12) ; 
K=-B2 :*#X; L=-YrC2:; Z=inV(eye(SizekA))-Eam ”人 (~-2) 半 Y 冰 又 ) ; 
AT=A+gam ”人 -2) 水 BT* 了 BT1 7 水 X+B2*K+ZFyLFrC2; Gc=SS(ALT ，-ZkL,K,O) 

这 样 得 出 的 1 控制 器 为 


一 .38330560 一 0.019076 一 0.13209 ;0.055202 


CO] 二 | 03187 -14701 一 1.0813 | 一 0.013445 
0 1 .一 0.20904; 一 0.40964 
03187 1470 0679 


根据 前 面 介 绍 的 开 。 控制 匿 的 设计 算法 和 控制 器 可 解 的 条 件 ,可 以 编写 出 下 
面 的 MATLAB 函数 ， 其 中 将 7 的 值 设置 成 目标 函数 ， 如 果 控 制 器 的 条 件 不 满足 ， 
则 将 目标 函数 的 值 设 置 成 较 大 的 值 , 如 10。 这 样 ,通过 前 面 介 绍 的 寻 优 程序 就 可 
以 计算 出 最 小 的 Y 值 了 。 


function y=ftind_hinf(gan,A,Bl1,B2,C1,C2,D11,D12,D21,D22) 
七 TY 
X=are(A,B2*B2:-gam"(-2)#*B1+B1:,Ct2*C1) ; 
Y=arekA,C2:*C2-Eam”(-2)*C12*C1,B1*B1，) ; 
Z=inV(eye(size(AJ) ) -gam”(-2)*Y#X) ; y=gam:; 
if any(eig(X)<0) |any(eig(Y)<0) 1max(eig(X*Y) )>gam 2，Yy=10; end 
catch，y=lu0i end 


例 8-5 重新 考虑 前 面 的 问题 ， 若 给 出 下 面 的 语句 ， 则 可 以 通过 寻 优 的 方法 得 出 最 小 的 
了 值 为 1.4401。 
>> A=[-1,0,0; 0,0,0; 0,1;,0]; Bl=[1,0; 0,0.01; 0,0] ; B2=[0; 1，0]， 
Cl1=[1,0,-1; 0,0,0]; C2=[0,0,-1; Dll=zeros(2);，D12=[0:， 0.01] ， 
D21=[1,0]; D22=0; X0O=5 
Eam=fminsearch(ofind_hinf ,x0, [] ,A,B1,B2,C1,C2,D11,D12 ,D21 ,D22) 


值得 指出 的 是 ， 上 述 的 算法 并 非 万 能 的 , 在 求解 实际 问题 时 应 该 采用 和 鲁 棒 控 
制 工具 箱 提供 的 现成 函数 。 

定义 了 系统 的 双 端 子 模型 后 ， 前 面 介绍 的 三 种 鲁 棒 控 制 器 的 设计 就 可 以 调用 
鲁 棒 控 制 工具 箱 中 相应 的 函数 直接 实现 了 , 这 些 设计 函数 可 以 按 下 面 的 形式 直接 


8.2 基于 范 数 的 重 棒 控 制 理 论 


带 刘 和 和 


调用 
[Se ,Sci] =h21qg(Stsa) % ?ta 控制 器 设计 
[9 ,9c] =hinf (9tss) y 3、 控制 器 设计 
[>,S。,SJ]=hinfopt(Stu) YY Tt。 最 优 控 制 器 设计 


其 中 返回 的 变量 9. 和 59. 分 别 为 控制 器 模型 和 闭环 系统 状态 方程 模型 的 树 结构 表 
示 ,， 可 以 用 branch() 函数 握 取 状态 方程 参数 ， 绸 调用 控制 系统 工具 箱 中 的 ss () 
果 数 转换 成 的 状态 方程 模型 。 最 优 九 。 控制 器 设计 返回 的 7 是 在 加 权 阔 数 下 能 获 
得 的 最 小 的 7 值 。 
例 8-6 考虑 例 8-3 中 增 广 的 系统 模型 ， 试 分 别 设计 出 7f2 控制 器 、T{。 控制 器 和 1 
最 优 控制 器 ， 比 较 控 制 效果 。 
求解 和 前 面 的 例子 一 样 ， 可 以 先 构造 出 增 广 的 状态 方程 模型 ， 然 后 调用 现成 沁 数 设 
计 出 控制 器 
>> A=[0,1,0,0; -5000,-100/3,500,100/3; 0,-1,0,1; 0,100/3,-4,-60] ; 
B=[0; 25/3; 0; - 菇 ; C=[0,0,1,0]; D=0; G=ss(A,B,C,D)，s=tf(2s))， 
Wi=100/(S+1); W2=1e-5; W3=S/1000; G1=augtf(G,Wt,W2,W3) ; 
Gc1=h21qg(G1); Gcl=zpk(Gc1)， 设计 最 优 人 控制 器 
Gc2=hinf(G1) ; Gc2=ZPK(Gc2) 人 设计 几 。 控制 器 
[g,Gc3] =hinfopt(G1); g，Gc3=zpk(Gc3) % 设计 最 优 1 控制 器 


其 实 更 一 般 地 ， 由 于 Ca 是 状态 方程 变量 ， 不 是 树 变 量 ， 故 设计 出 来 的 Ge 自然 就 是 状 
态 方程 模型 ,无 需 branch() 了 数 提取 ， 所 以 整个 显示 语句 用 Ce=zpk(hinf(G1)) 代 
替 即 可 。 由 最 优 咯 = 控制 器 设计 通 数 可 以 得 出 7 三 2.7031。 由 上 面 的 语 多 可 以 设计 出 
各 种 控制 器 为 

”一 9945947.5203(s + 67.4)(s + 0.06391)(s” 十 25.87s 十 4643) 


ODS] 一 工人 3 
2 (s 十 Js 十 23.81s 十 535.7)(s2 十 1370s 十 5.045 x 105) 
cy- -11633633.6883(s + 67.4)(s 十 0.06391)(s” 十 25.87s 十 4643) 

(5 二 23.81s 十 5357)(52 十 14195 十 5658X105) 
G，(s 一 2592334405.8282(s 十 67.4)(s 十 0.06391)(s 十 25.87s 二 4643) 
OPt 一 - -~ ~- - 


(s 十 7.007Xx104)(s 十 1282)(s 十 1)(s2 十 23.79s 十 535.7) 

其 实 ，Hfco 控制 器 设计 过 程 中 还 将 显示 大 量 附 加 信息 ， 例 如 hinf() 函数 将 分 别 
检验 并 = 控制 器 存在 的 4 个 条 件 ， 并 检验 闭环 系统 的 稳定 性 ， 而 最 优 朵 控制 器 将 显 
示 搜 索 最 优 值 过 程 的 中 间 数 据 。 也 可 以 在 调用 这 些 通 数 时 给 出 关闭 显示 的 命令 。 

在 控制 器 作用 下 系统 的 开 环 Bode 图 和 闭环 阶 跃 响应 曲线 分 别 如 图 8-10 (a)、(b) 
所 示 ， 对 本 例 来 说 ，jfa 控制 器 和 ?io 控制 器 的 效果 类 似 ， 而 1。 最 优 控制 器 控制 效 
果 则 有 些 改善 。 


十 生 申 和 
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间 和 和 


>> bodqe(G*+xGcl，- ,GyrGc2，:--: ,GyGc3，: :7 )，figure; 
step(feedback(G*xGc1,1),:-: ,feedback(G*+xGc2 ,1) ,.,， 
一- ,Eeedback(4G*rGc3 ,1) ，:: 


Bode Diagrarm ier Re5ponse 





4 和 0 必 .005 站 . 避 1 0.015 0.02 0.025 .3 


10- 10 10” 10 10 
Frequency (radysec) Time (sec) 


(a) 开 环 系统 Bode (b) 闭环 系统 阶 跃 响应 曲线 
图 8-10 各 种 鲁 棒 榨 制 器 的 效果 比较 


例 8-7 考虑 多 变量 受 控 对 象 模型 


0.806s 十 0.264 -15s 一 1.42 
Go s2 十 1.15s 十 0.202 s 十 12.8s2 十 13.6s 十 2.36 
台 | 一 
1.95s2 十 2.12s 十 0.49 7.15s< 十 25.8s 十 9.35 


5 十 9.15s2 十 9.39s 十 1.62  s4 十 20.8s3 + 116.4s2 十 111.65 十 18.8 
该 系统 模型 可 以 由 下 面 的 语句 直 接 输 入 。 现 在 考虑 混合 灵敏 度 问 题 , 即 引 入 加 权 和 矩阵 
100 





中 
一 一 一 0 
Was) = 十 9.9 ]00 | ， Was(s) = 区 四 (8-2-15) 
s 十 1 200 


试 设计 册 最 优 人 to 控制 器 ,并 探讨 如 何 修正 加 权 函 数 ， 改 善 控制 效果 。 

求解 由 于 没有 给 出 全 2(s)， 所 以 和 前 面 一 样 ， 可 以 设置 W2(s) = diag([10-5, 10-5])。 
这 桩 受 控 对 象 模 型 和 增 广 的 双 端 子 模 型 用 如 下 的 语 白 就 可 以 输入 ， 并 直接 设计 最 优 
人 tc 控制 器 ， 绘 制 出 该 控制 器 作用 下 的 阶 跃 响应 曲线 和 开 环 系统 的 奇异 值 曲线 ， 如 图 
8%-] 1 所 示 。 


>> S=tf("s)); gll=tf([0.806 0.264] ,[1 1.15 0.202] ) 
gl2=tftf(\[-15 -1.42],[1 12.8 13.6 2.36]) ; 
g2j1=tf([1.95 2.12 0.49] ,[1 9.435 9.39 1.62])， 
g22=tf(l7.15 25.8 9.35] , [1 20.8 116.4 111.6 18.8])， 
G=[gl1，g12; g21，g22]; W1=[100/(s+0.5) ,0; 0,100/(s+1)]， 


8.2 基于 范 数 的 和 鲁 棒 控制 理论 


和 和 


W2= [tf\le-5),0; 0,tf(le-5)]; WwW3=[s/t1000,0; 0,s/200] ; 
TSS=augtf(G,W1,W2,W3); [g,Gc]j=hinfopt(Tss); zpk(Gc(1,2)) ; 
step(feedback(GrGc,eye(2)),0.1)，figurej sigma(G*xGc) 


Step ResPponse 
Singmnlar 反 则 Uea 






Froim: II] ) From: 加 12) 
100 [一 一 一 一 一 一 
二 40 
避 05 
E | 
己 ， 芋 -5 
吕 | 机 国王 有 
呈 3 一 上 | 
04 
记 150 
0 - 3 一 一 
已 心 .05 DT 昌 总 .05 站 .1 10-: 109 103 103 105 
工 Le (Sec) Frequency (fd/aec) 
(a)j 阶 跃 响应 曲线 (b) 开 环 系统 的 奇异 值 曲 线 


图 8-11 最 优 f~ 控制 器 下 的 控制 效果 


从 得 出 的 控制 结果 看 ， 这 样 控制 解决 了 第 4 章 中 未 能 很 好 解决 的 多 变量 系统 的 控 
制 问题 ， 得 出 的 阶 跃 响应 曲线 是 相当 理想 的 ， 第 1 路 阶 跃 输入 作用 于 系统 时 能 得 出 很 
好 的 纺 人 的 输入 ,而 色 介 几乎 为 0， 第 2 路 输入 单独 作用 时 效果 也 相似 。 然 而 ， 这样 设 
计 出 的 控制 器 阶 次 是 相当 高 的 ， 其 中 gl2(s) 可 以 由 上 面 的 语句 求 出 ， 其 零 极 点 表达 式 
为 以 下 的 14 阶 模型 

11185484.1011(s 十 1390)(s + 572.6)(s 二 11.55)(s 十 8.002) 


(s + 7.923)(s + 0.9354)(s -二 0.9336)(s + 0.9306)(s 十 0.5) 
(s 1 0.2175)(s 十 0.2164j(s + 0.2147)(s 二 0.09967) 


9249) 一  (s+4934x109(s 十 1713)(s 十 531.4)(s 十 11.55)(s 十 8 了) 

(s 二 1.052)(s5 十 1)(s 十 0.9331)fs 二 0.9218)(s -+ 0.5)](s 十 0.3369) 
(s 十 0.2467)(s + 0.2263)(s 十 0.2167) 

由 得 出 的 设计 结果 还 可 以 看 出 ，yaz(b) 的 响应 速度 和 oil(t) 相 比较 显 得 很 慢 ， 故 
需要 加 重 研 ?(s) 的 由 lz2(05) 权 值 ， 令 22(s5) = 1000/(s + 1)， 则 可 以 重新 设计 最 优 
人 fcc 控制 事 ， 得 出 闭环 系统 的 阶 路 响应 和 开 环 奇异 值 曲 线 如 图 8-12 所 示 。 可 见 在 新 控 
制 器 下 ，V2z( 引 效果 明显 改善 。 

>> Wi=Ltoo/ (Cs+0.5),0; 0,10007(S+17] ， TSS=augtt(ec,W1T,W2，,W3) ; 
[g,Gclj=hinfopt(Tss) ; stepb(feedback(G*xGcl,eye(2)) ,0.1); 
figure;i Sigma(CG*rGcly) 


由 于 控制 器 的 阶 次 很 高 , 在 实际 应 用 中 难以 实现 ， 故 可 以 考虑 采用 降 阶 算法 
降低 控制 器 的 阶 次 。 从 控制 的 效果 看 , 即使 用 前 面 介 绍 的 最 优 降 阶 算法 对 控制 器 


406 第 8 章 重 棒 控 制 理论 的 数学 基础 


下 本 是 和 和 


Singular Values 


Amplitude 
To: Out2) 
切 
已 am 一 
Sinpgular Values (dBI) 
tb 二 二 上 
马 芝 之 天 


避 日 .05 人 1 0 .05 总 .| 10 109 102 104 105 
了 Tie SecC) Frequency fradysee j 


(a) 阶 跃 响应 曲线 (b) 新 控制 器 作用 下 的 奇异 值 曲线 
图 8-12 修改 全 1(s) 后 的 控制 效果 


的 各 个 子 传递 函数 分 别 进行 降 阶 ,得 出 的 效果 也 不 会 很 理想 , 因为 这 样 的 模型 降 
阶 未 考虑 受 控 对 象 模型 及 闭环 结构 , 所 以 应 该 采用 闭环 系统 的 控制 器 模型 降 阶 的 
概念 g.9|， 降 低 控 制 器 的 阶 次 ,使 其 能 直接 实现 。 


8.2.5 增 广 系统 模型 与 系统 矩 阵 描 述 


企 关 于 1 控制 器 设计 中 , 增 广 的 系统 模型 是 由 双 端 口 的 状态 方程 形式 描述 
的 ,而 其 他 的 设计 方法 中 , 包括 由 分 析 与 综合 及 线性 矩阵 不 等 式 设计 方法 中 , 需 
要 以 系统 矩阵 的 形式 来 描述 。 一 般 状 态 方程 的 矩阵 描述 形式 为 


4 瑟 
万 一 C 、 (8-2-16) 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 中 一 一 一 一 一 一 


震 已 知 系统 矩阵 已 , 则 可 以 由 [4, 已 ,C,]=unpck(P) 直接 提取 出 系统 
的 状态 方程 模型 , 再 由 ss() 冰 数 就 可 以 还 原 成 状态 方程 对 象 模型 。 若 已 知 系统 的 
状态 方程 模型 , 直接 采用 该 工具 箱 中 提供 的 相应 函数 转换 出 系统 矩阵 是 很 烦琐 的 ， 
所 以 可 以 考虑 用 下 面 的 语句 直接 进行 转换 。 

function P=ss2smat(G) 

nn=length(G.a); [fp,qj=size(G.d) 

P=[G.a G.bi 6G.c G.qdj; P(l,n+q+l)=n;i P(n+p+t,n+q+1)=-Inf; 


例 8-8 试 将 例 8-3 中 给 出 的 对 象 模型 和 加 权 函 数 表 示 形 式 转换 成 系统 矩阵 形式 。 
求解 用 下 面 的 语 外 可 以 得 出 其 系统 算 阵 模型 书 
>> A=[0 ,1 .0,0: -5000,-1007/3,500,1007/3; 0,-1,0,.1: 0,1007/3 ,-4.-60] ; 
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和 


B=[0，25/3; 0; -1];) CC=[L0,0,1,0] ，D=0; G=ss(A,B,C,D) ， 
wWl=[0,100; 1,1];， W2=1e-5; W3=[1,0; 0,1000] ; 
S_tSS=aupgtTi(c,WlL,W2,W3); P=ss2SmattS_tSsSs ) 

经 过 这 样 的 转换 ， 可 以 立即 得 出 系统 甜 阵 的 表示 为 


0 1 0 0 0;:0 0 
-5000 -33.333 500 33.333 0 :0 8.3333: 0 
0 -1 0 1 0:0 0 0 
0 33.333 -4 -0 0.:0 -1 :0 
0 0 =- 0 -11 0 :0 
“一 | 0 0 0 1000 0 0 
0 0 0 0 0:0 10-5 ;0 
0 -0.001 0 0001 0;:0 0 0 
0 0 -1L 0 01 0 :0 
0 0 0 0 00 0 oo 


8.3 ”线性 扎 阵 不 等 式 理论 与 求解 


线性 算 阵 不 等 式 (linear matrix inequalities，LMD) 的 理论 与 应 用 是 近 10 年 
来 在 控制 界 受 到 较 广 泛 关注 的 领域 :10 。 线 性 矩阵 不 等 式 的 概念 及 其 在 控制 系统 研 
究 中 的 应 用 是 由 Willems 提出 的 号， 该 方法 的 提出 可 以 将 很 多 控制 中 的 问题 变 
换 成 线性 规划 问题 的 求解 ， 而 线性 规划 问题 的 求解 是 很 成 熟 的 ,所 以 由 线性 矩阵 
不 等 式 的 来 求解 控制 问题 是 很 有 意义 的 。 

本 节 将 首先 给 出 线性 矩阵 不 等 式 的 基本 概念 和 常见 形式 ,介绍 必要 的 变换 方 
法 ， 然 后 介绍 基于 MATLAB 中 和 鲁 棒 控 制 工具 箱 的 线性 矩阵 不 等 式 求解 方法 , 之 
后 介绍 控制 问题 如 何 用 线性 矩阵 不 等 式 表 示 以 及 线性 矩阵 不 等 式 在 控制 系统 设计 
中 的 应 用 。 


8.3.1 线性 窍 阵 不 等 式 的 一 般 描述 
线性 矩阵 不 等 式 的 一 般 描 述 为 
(z) = 两 十 及 十 十 友 本 <0 (8_3-1) 
式 中 , 2 = [za ,2zm] 为 多 项 式 系数 向 量 ， 又 称 为 决策 向 量 。 斑 为 实 对 称 矩 阵 
或 复 Hermit 矩阵 。 整 个 矩阵 不 等 式 小 于 零 表 示 互 (z) 为 负 定 矩 阵 ， 该 不 等 式 的 解 


下 |azi 二 (一 oj)zz =aFlzj+(1-a) 天 (zs)<0 (8-3-2) 
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其 中 a > 0,1 - a > 0。 该 解 又 称 为 可 行 解 。 这 样 的 线性 矩阵 不 等 式 可 以 作为 最 优 
化 问题 的 约束 调节 。 假设 有 两 个 线性 矩阵 不 等 式 丽 (z) < 0 和 丽 (z) < 0, 则 可 
以 如 下 构造 出 一 个 线性 矩阵 不 等 式 


天 (DT 0 
0 亚 辐 < 0 (8-3-3) 


这 样 多 个 线性 矩阵 不 等 式 可 以 写成 一 个 单一 的 线性 矩阵 不 等 式 。 类 似 地 ， 多 个 线 
性 矩阵 不 等 式 严 (z) < 0,; = 1 2 ,天 也 可 以 合并 成 一 个 单一 的 线性 矩阵 不 等 
式 下 (mm) < 0, 其 中 


下 (Z) 一 < 0 (8-3-4) 
下 (2 ) 


线性 息 阵 不 等 式 问题 通常 可 以 分 为 三 类 问题 : 可 行 解 问题 、 线 性 目标 函数 最 
优化 问题 与 广义 特征 值 最 优化 问题 ,下 面 分 别 讲述 。 
1. 可 行 解 问题 
所 谓 可 行 解 问题 (feasible solution problem) 就 是 最 优化 问题 中 的 约束 条 件 
求解 问题 ， 即 单纯 求解 不 等 式 
F(z) <0 (8-3-5) 


得 出 满足 该 不 等 式 一 个 解 的 问题 。 求 解 线性 矩阵 不 等 式 可 行 解 事 实 上 是 求解 
F(z) < 如 in7,， 其 中 tmin 是 能 够 用 数值 方法 找到 的 最 小 值 。 如 果 找到 的 1 < 0 
则 得 出 的 解 是 原 问题 的 可 行 解 ,否则 会 提示 无 法 找到 可 行 解 。 

为 演示 一 般 控制 问题 和 线性 矩阵 不 等 式 之 间 的 关系 ,首先 考虑 Lvapunov 移 
定性 判定 问题 。 对 线性 系统 来 说 , 若 对 给 定 的 正定 矩阵 @, 方程 


4X+X4=- 一 Q (8-3-6) 


仓 在 正定 的 解 X， 则 该 系统 是 稳定 的 。 上 述 问题 很 自然 地 可 以 表示 成 对 下 面 的 
Lyapunor 不 等 式 的 求解 问题 。 


4 天 十 和 4<0 (8-3-7) 
由 于 入 是 对 称 和 矩阵 , 所 以 用 mn(n + 1)/2 个 元 素 构成 的 向 量 z 即 可 以 描述 该 矩阵 


小 一 从 ji 1 一 [,..， ; 刀 ， 光 i 一 从 一 2 ;和 (8-3-8) 
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电 生 电 重 “ 


本 有 尝 和 和 


该 规律 可 以 与 成 
光 (2m--7 十 2)(07 一 1)72 十 ; 一 从 1 了 7 一 | 2 和 ) 7 一 7; 7 十 ] 1 (8-3-9) 


则 给 出 z 的 下 标 即 可 以 求 出 2 的 值 。 恨 据 这 样 的 思路 可 以 编写 出 如 下 的 
MATLAB 函数 ， 该 函数 可 以 将 Lyapunor 方程 转换 为 线性 官 阵 不 等 式 


function F=1yap2lmi(AO) 
if prod(size(AO) )==1 ， 

D=AO; or I=1:Dn，for j=l:n， 
il1=int2str(i);jt=int2str(j); eval(['syms a il jl1]) ， 
eval(['A(: il 2， jl )=a il jL;) 

end，end 

else，hnh=sSize(Aa0,1); A=A0;， end 
Vec=0; for i=1:n，Vvec(i+1)=vec(i)+n-i+li;i end 
for X=1:n*r(nt+tl)/2， X=zerogkCna) ; 

i=find(vec>=K);i; 1i=i(1)-1; j=i+k-~Vvec(I) -1 

X(CE ,jy=1;i X(Cj zi)=L FRR(C:，: ,K)= 和 有. 水 X+ 双 冰 上 ; 

end 


该 顺 数 允 许 两 种 调用 格式 。 大 已 知 4 所 阵 ,由 五 =1yap2lmi(A) ， 则 返回 
的 乓 是 三 维 数组 ,其 第 1 层 , 即 百 (:，,:，,i 为 所 需 的 瓦 和 阵 。 若 只 想 得 出 央 x 
的 4 矩阵 转换 出 的 线性 矩阵 不 等 式 ， 则 五 =1yap21mi(n) ， 这 时 得 出 的 五 仍 为 
上 述 定 义 的 三 维 数组 。 在 程序 中 , 者 使 zi; = 1, 而 其 他 的 z; 的 值 都 为 0， 则 可 以 求 
出 瑚 ; 定 阵 。 


1 2 3 
例 8-9 车 4= 4 5 6|， 试 求 出 其 线性 姓 阵 不 等 式 表示 。 若 4 为 一 般 3x3 实 妊 
7 8 0 








阵 ， 试 得 出 相应 的 线性 矩阵 不 等 式 。 
求解 输入 4 敌阵 ,再 给 出 来 解 语 铺 

>> A=[Ll,2,3; 4,5,6; 7,8,0] ; F=Jyap21mi(A) 
则 可 以 得 出 恶 阵 分 别 为 


223l 866 nn48 1 
200 ,|l643 18 0 ?2|， 
300| |l630| 11 2 6 


0 0 7 4 
4 10 6|. ， 
U 0 D 12 
若 研 究 一 般 3 x3 托 阵 ， 则 可 以 给 出 如 下 命令 
>> F=lyap21lmi(3) 
这 时 得 出 的 线性 天 阵 不 等 式 为 
2a11 al12 al13 2021 022 十 Q11  Q23 2a31 as3s2 a33 十 all 
灾 1 | CQ12 U U | 十 Z21422 十 Qilli <Q12 QQ13 | 十 3 CQL32 0 Cr]12 


al3 0 Q23 (3 0 Q33 十 Qi1  Ql2 2a13 


Ha ~ 二 
| 
已 六 
CT 








0 
0 
『 
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昌 自 昌 单 妾 和 和 


0 ao21 0 0 0Q31 Q21 U 0 as31 
十 Z4 |a21 2ao22 四 十 Z5 民 2Q32 233 十 Q22| 二 6 |0 0 asz|<0 
| 023 0 Q21  Q33 十 Q22 2023 0Q31  Q32 2Q33 
某 些 非 线 性 的 不 等 式 也 可 以 通过 变换 转换 成 线性 卸 阵 不 等 式 。 其 中 ， 分 块 矩 
阵 不 等 式 的 Sechur 补 性 质 上 23 是 进行 这 样 变 换 的 常用 方法 。 该 性 质 的 内 容 是 : 车 某 


《31 五 
个 仿 射 函数 年 阵 严 (z) 可 以 分 块 表示 成 F(z) -| 了 1 人) .22 人) | ， 其 中 本 (am 
天 21 (全 ) 2 
是 方 阵 , 则 下 面 三 个 矩阵 不 等 式 是 等 价 的 : 
严 (z) < 0 (8-3-10) 
了 ii(Z) < 0， 本 (zz) 一 丽 :(z)FTI(c)R(z) <0 (8-3-11) 
下 20 ) << 0 11(Z) 一 有 (人 ) 瑟 (Z) Fol( 人 2) << 0 (8-3-12) 
例如 ,对 一 般 代 数 Riccati 方程 稍 加 变换 ， 则 可 以 得 出 Riccati 不 等 式 
4 瑟 十 和 4 二 (天 盏 -CC) 忆 -II(XPBP -CTIE<0 (8-3-13) 


显然 ， 该 不 等 式 因为 含有 二 次 项 , 所 以 它 本 身 不 是 线性 矩阵 不 等 式 。 由 Schur 补 
人 性 质 可 以 看 出 ,， 原 非 线性 不 等 式 可 以 等 价 地 变换 成 


大 > 0，| 生生 < 0 (8-3-14) 


由 二 次 型 控制 的 要 求 已 知 , 尼 = 玉 : > 0。 显 然 ， 该 矩阵 含有 未 知 矩 阵 大 的 二 次 
型 项 ,是 非 线性 问题 ， 不 能 直接 表示 成 线性 矩阵 不 等 式 的 形式 。 

2. 线性 目标 函数 最 优化 问题 

考虑 下 面 的 最 优化 问题 
C (8-3-15) 


LI1iiIl 
Z st. 天 (了 )<D 
由 于 约束 条 件 是 由 线性 矩阵 不 等 式 表示 的 ,也 就 是 第 5 章 中 介绍 的 线性 约束 ， 而 
目标 函数 也 可 以 表示 成 由 决策 变量 z 构造 的 线性 表示 , 所 以 这 样 的 问题 就 是 普通 
的 线性 规划 求解 问题 。 
考虑 茶 控制 系统 状态 方程 模型 (4, 已 ,C, 万 )， 其 1 范 数 可 以 通过 MAT- 
LAB 控制 系统 工具 箱 的 norm() 函数 直接 求解 ， 该 算法 中 采用 了 基于 二 分 法 的 数 
值 方程 求解 算法 来 计算 系统 的 X。 范 数 。 采 用 线性 矩阵 不 等 式 方法 也 可 以 求 出 该 
系统 的 1 范 数 。 该 范 数 即 下 面 问题 的 解 y 13 


min 人 (8-3-16 ) 
4 +PA 中 CT 
互 工 己 -?7T  !|<0 
天 >0 
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3. 广义 特征 值 最 优化 问题 
广义 特征 值 问题 是 线性 矩阵 不 等 式 理论 的 一 类 最 一 般 的 问题 。 回 顾 第 3 章 
介绍 的 广义 特征 值 问题 ，4z = ABz， 由 该 式 演化 可 以 得 到 更 一 般 的 不 等 式 
4(z) < 入 B(z), 可 将 入 看 作 和 矩阵 的 广义 特征 值 ， 从 而 归纳 出 下 面 的 最 优化 问题 


min 入 (8-3-17) 
4(z)j<AB(z) 

Amz st 4 瑟 (z)>0 
C(zr)<0 


万 外 还 可 以 有 其 他 约束 ， 归 类 成 C(z) < 0。 在 这 样 约束 条 件 求 取 最 小 的 广义 特征 
值 的 问题 可 以 由 一 类 特殊 的 线性 和 矩阵 不 等 式 来 表示 。 事 实 上 ,， 若 将 这 几 个 约束 归 
并 成 单一 的 线性 矩阵 不 等 式 ， 则 这 样 的 最 优化 问题 和 线性 目标 函数 最 优化 问题 是 
同样 的 问题 。 


8.3.2 ”线性 和 阵 不 等 式 问 题 的 MATLAB 求解 


早期 的 MATLAB 中 提供 了 线性 矩阵 不 等 式 工具 箱 ， 可 以 直接 求解 相应 的 问 
题 。 痢 版 本 的 MATLAB 中 将 该 工具 箱 并 入 了 重 棒 控制 工具 箱 ， 调 用 该 工具 箱 中 
的 图 数 可 以 求解 线性 矩阵 不 等 式 的 各 种 问题 。 
描述 线性 矩阵 不 等 式 的 方法 是 较 烦 琐 的 , 用 和 鲁 棒 控 制 工具 箱 中 相应 的 函数 描 
述 这 样 的 问题 也 是 比较 烦 融 的 。 这 里 将 介绍 相关 MATLAB 语句 的 调用 方法 ， 并 
将 给 出 例子 演示 相关 函数 的 使 用 方法 。 
描述 线性 矩阵 不 等 式 应 该 有 几 个 步骤 : 
山 创建 MI 模型 : 若 想 描述 一 个 含有 若干 的 LMI 的 整体 线性 矩阵 不 等 
式 问 题 ， 需 要 首先 调用 setlmis([) 函数 来 建立 直 MI 框架 ， 这 样 将 在 
MATLAB 工作 宇 间 中 建立 一 个 LMI 模型 框架 。 


必 l 定义 需 要 求解 的 变量 : 未 知 矩阵 变量 可 以 由 lmivar() 函数 来 申明 ， 该 函 
数 的 调用 格式 为 玉 =lmivar (key, [mi ,ma] ) ， 其 中 key 是 未 知 和 矩阵 类 型 
的 标记 , 和 若 key 的 值 为 2,， 则 变量 已 表示 为 mi x ma 的 一 般 和 矩阵 。 若 key 
为 1, 则 玫 阵 为 mi x2a 的 对 称 和 矩阵 。 若 key 为 1, 且 mm 和 ms 为 向 量 ， 
则 叫 为 块 对 角 对 称 和 矩阵 。key 值 取 3 则 表示 己 为 特殊 类 型 的 矩 阵 。 

G@) 描述 分 块 形式 给 出 线性 矩阵 不 等 式 : 申明 了 需求 解 的 变量 名 后 ， 可 以 由 
lmiterm() 图 数 来 描述 各 个 LMI 式 子 ， 该 函数 的 调用 格式 比较 复杂 

1mitermC[Lk,I,7, 己 ] ,4, 刀 ,flag) 


有 其 中 天 为 LMI 编号 , 一 个 线性 矩阵 不 等 式 问题 可 以 由 若干 个 上 MI 构成 , 用 
这 样 的 方法 可 以 分 别 描述 各 个 LMI。. 大 取 负 值 时 表示 不 等 号 < 右 侧 的 项 。 
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一 个 LMI 子 项 可 以 由 多 个 Imiterm() 畏 数 来 描述 。 若 第 大 个 LMI 是 以 分 
块 形 式 给 出 的 , 则 ?7 表示 该 分 抉 所 在 的 行 和 列 号 。 为 已 经 由 lmivar() 
困 数 申明 过 的 变量 名 。4, 吕 矩阵 表示 该 项 中 变量 已 左 乘 和 右 乘 的 矩阵 ， 
即 该 项 含有 4 嘿 .4 和 瑟 设 置 成 1 和 -1 则 分 别 表 示 单 位 矩阵 了 工 或 负 
单位 阵 -了 T。 若 flag 选择 为 's:， 则 该 项 表示 对 称 项 4 忆 妃 十 (4 古 万 ) 。 
如 朵 该 项 为 上 芝 数 窃 阵 ， 则 可 以 将 相应 的 五 设置 为 0， 同 时 略 去 召 抢 阵 。 

由 完成 下 MII 模型 描述 : 由 lmiterm() 函数 定义 了 所 有 的 直 MI 后 ， 就 可 
以 用 getlmis() 图 数 来 确定 LMI 问题 的 描述 ， 该 函数 的 调用 格式 为 
Cr=get1lmis 。 

@ 求解 MI 问题 : 定义 了 G 模型 后 ， 就 可 以 根据 问题 的 类 型 调用 相应 函数 
直接 求解 ， 具体 的 格式 为 

Ltnin ,zj=feasp(G ,options ,target) % 可 行 解 问题 
[copbt ,2 了]=mincx(CG,c,options ,zzo,target) % 线性 目标 函数 问题 
[^,Z]=gevp(C,nlfc,options,Xo,zostarget) % 广义 特征 值 问题 


这 样 获得 的 解 z 是 一 个 向 量 ， 可 以 调用 dec2mat() 函数 将 所 需 的 解 矩 阵 
提取 出 来 。 控制 选 项 options 是 由 5 个 值 构 成 的 向 量 ,其 第 一 个 量 表示 要 
求 的 求解 精度 ,通常 可 以 取 为 10-5。 
例 8-10 考虑 Riccati 不 等 式 4 古 十 买 4 十 天 万 有 -1BTXTQ <0， 其 中 
-2 -2 -1 -1 0 -2 1 -2 
4- 攻 E |- | 了 | oo- E 2 直 有 


| 0 一 一 上 一 ] -2 一 4 一 2 








试 求 出 该 不 等 式 的 一 个 正定 可 行 解 马 。 
求解 该 不 竿 式 显然 不 是 线性 给 阵 不 等 式 ， 类 似 前 面 介绍 的 Riccati 不 等 式 ， 可 以 引用 
T 
Schur 补 性 质 对 其 进行 变换 , 得 出 分 块 的 LMI 表示 为 9 < 0。 
考虑 到 需要 求 出 原 不 等 式 的 正定 解 妃 ， 故 除了 上 面 变 换 后 的 Riccati 不 等 式 外 还 需要 
满足 姑 > 0。 可 以 将 Riccafi 不 等 式 设 置 成 不 等 式 ]， 正定 不 等 式 设置 成 不 等 式 2， 这 
样 使 用 lmiterm() 函数 时 ， 只 需 将 尺 设 置 成 1 和 2 即 可 。 另 外 , 根据 生生 短 阵 的 
维 数 ， 可 以 假定 天 为 3x3 对 称 和 给 阵 。 这 样 就 可 以 用 下 面 几 个 语 自 建 立 并 求解 可 行 解 
问题 。 因 为 第 2 不 等 式 为 不 > 0, 所 以 序号 采用 一 2。 
>> A=[-2,-2,-1; -3,-1,-1; 1,0,-4]; B=[-1,0; 0,-1; -1,-1] ， 
Q=[-2,1,-2; 1，,-2,-4; -2,-4,-2] ; R=eye(2) ; 
Settimis(r])， 类 建立 空白 的 LTI 框架 
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晤 和 


X=]lmivar(l,[3 1]); 4% 申明 需要 求解 的 天 阵 下 为 3xX3 对 称 矩 阵 
1mniterm(C[t 1 1 世 ,A is) (ly 分 块 ， 对称 表示 为 4 天 十 磋 太 


lmitermn(C[l 1 1 0] ,Q) % (1,1) 分 块 后 面 补 一 个 驴 菠 数 纸 阵 
lmiterm([1 1 2 区 ,1,B) Y (1.2) 分 块 ， 填 写 厦 瑟 
lmiterm([1 2 2 0] ,-1) % (2.2) 分 块 ， 填 写 一 玉 
1miterm(C[-2,1,1,X] ,1 ,1) 兴 设置 第 2 不 等 尺 ， 即 不 等 式 下 > 0 
G=getlmis ; % 完成 上 II 框架 的 设置 
[tmin b]=feasp(G) ; % 求解 可 行 解 问题 
X=dec2mat(G,b ,X) % 提取 解 和 阵 
这 样 可 以 得 出 二 im 二 -0.2427， 原 问题 的 可 行 解 为 
1.0329 0.4647 一 0.23583 
素 一 | 0.4647 0.77896 ”一 0.050684 


-0.23583 -0.050684 1.4336 
值得 指出 的 是 ， 可 能 是 由 于 该 工具 箱 本 身 的 问题 如 果 在 描述 LMI 时 给 出 了 对 
称 项 ,如 lmiterm([t 2 1 三 ] , 玉 :,1)， 则 该 函数 将 得 出 错误 的 结果 。 所 以 在 求解 线 
性 算 阵 不 等 式 问 题 时 一 定 不 能 给 出 对 称 项 。 
例 8-11 考虑 例 5-24 中 给 出 的 线性 系统 (4, 已 ,C ,站 ) 的 1 范 数 ， 其 中 


-4 -3 0 -1 ] 
-3 -7 0 -3 -4 

4=|h 1 1 了 | 8B=|，|,C=I0040],=0 
-1 -3 -1 -10 5 


求解 输入 该 线性 系统 的 状态 方程 模型 ， 由 norm() 通 数 可 以 立即 求 出 系统 的 Tt 范 
数 为 0.4639。 该 问题 当然 能 用 线性 绑 阵 不 等 式 方 法 求解 ， 式 (8-3-16) 中 给 出 了 求解 范 
数 的 线性 矩阵 不 等 式 模 型 ， 这 里 有 两 个 决策 变量 ,7 和 ， 有 两 个 不 等 式 ， 其 中 第 一 个 
不 等 式 为 3x3 的 分 块 矩 阵 不 等 式 ， 这 样 由 下 面 的 语句 可 以 得 出 所 需 的 解 为 0.4651。 
在 来 解 语 旬 中 ,，c 向 量 是 由 mat2dec() 通 数 指定 的 。 
>> A=[-4,-3,0,-1; -3,-7,0,-3; 0,0,-13,-1; -1,-3,-1,-10] ; 
B=[0; -4; 2; 5]; C=[0,0,4,0];，D=0; G=ss(A,B,C,D) ;normn(G ,inf ) 
setlmis([]); P=lmivar(1,f4,1]); gam=lmivar(l, [1,1]); 
lmiterm(L1 1 1 PJ,1,A,s:)，lmitermg[1 1 2 P].1.B)， 
]mjitermn([1 13 0]j,C?);i lmitern([1 2 2 gam] ,-1 ,1) ， 
1]miterm([1230j,D:);i lmitern(L1 3 3 gam] ,-1,1); 
]miterm([-2 1 1 P],1,1); H=getlmis; C=mat2dec(H,0,1)，; 
[La,b]j=mincx(H,c);i gam_opt=dec2mat(H,b ,gam) 
由 于 得 出 的 结果 和 由 morm() 通 数 得 出 的 稍 有 区 别 ， 所 以 很 自然 地 引出 问题 : 哪 
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个 是 准确 的 ?严格 说 ， 哪 个 也 不 准确 。 用 norm() 函数 中 的 二 分 法 得 出 的 是 近似 解 ， 而 
用 mincx() 函数 得 出 的 解 由 于 默认 精度 较 低 ， 所 以 应 该 将 求解 精度 设置 为 10-”， 这 样 
可 以 得 出 更 精确 的 范 数 值 为 0.4640。 
>> options=[1le-5,0,0,0,0]j ; 
[a,bj=mincx(H,c,options); gam_opt=dec2mat(H,b,gam) 


8.3.3 基于 YALMIP 工具 箱 的 最 优化 求解 方法 


Johan jJ6fberg 博士 开发 了 一 个 基于 符号 运算 工具 箱 编 与 的 模型 优化 工具 箱 
YALMIP (yet another LMI package) 14 ,， 该 工具 箱 提供 的 线性 气 阵 不 等 式 求解 
方法 和 和 鲁 棒 控制 工具 箱 中 的 下 MI 函数 相 比 要 直观 得 多 。 该 工具 箱 的 滨 示 程序 中 还 
介绍 了 其 他 相关 的 最 优化 问题 求解 方法 "” 。 

YALMIP 工具 箱 提 供 了 简单 的 决策 变量 表示 方法 ,可 以 调用 sdpvar () 函数 
来 表示 ， 该 函数 的 调用 方法 为 

大 =8dpvar (7) % 对 称 方 阵 的 表示 方法 
天 =SdpVvaTr (nm 7 ) % 长 方 型 一 般 宅 阵 的 表示 方法 
天 =sdpvar(mm ,full) % 一 般 方 阵 的 表示 方法 


这 样 定义 的 矩阵 还 可 以 进一步 利用 ， 例 如 ， 这 样 定义 的 向 量 还 可 以 和 
hankel() 函数 联合 使 用 , 构造 出 Hankel 筷 阵 。 类 似 地 , 由 :intvar() 和 binvar() 
图 数 还 可 以 定义 整 型 变量 和 二 进 制 变量 ， 从 而 求解 整数 规划 和 0-1 规划 问题 。 

由 该 工具 箱 针 对 sdqpvar 型 变量 定义 的 set() 函数 还 可 以 描述 拖 阵 不 等 式 。 
如 有 果 有 看 干 个 这 样 的 窍 阵 不 等 式 ,， 可 以 用 + 号 将 联 立 的 若干 个 不 等 式 “ 加 ”起 来 。 

当然 使 用 类 似 的 方法 还 可 以 定义 目标 函数 ， 描 述 了 和 抢 阵 不 等 式 约束 后 就 可 以 
分 别 如 下 调用 

s=Solvesdp (五 ) % 求解 可 行 解 问题 
s=S8olvesdp( 志 ,请 % 求解 一 般 最 优化 问题 ， 其 中 矿 为 目标 函数 
s=solvesdp ( 己 ,/ ,options) % 允许 设 定 选 项 ， 如 算法 选择 

求解 结束 后 ,可 以 由 天 =double( 忆 ) 语句 提取 得 出 的 解 矩 阵 。 

例 8-12 利用 YALMIP 工具 箱 ， 例 8-10 中 的 问题 可 以 由 下 面 语句 更 简洁 地 求解 相应 
的 给 阵 不 等 式 问题 
>> A=[-2,-2,-1; -3,-1,-1; 1,0,-4]; B=[-1,0; 0,-1;，， -1 ,=-1]， 
Q=[-2,1,-2; 1,-2,-4; -2,-4,-2]; R=eye(2); X=sdpvar(3) ; 
F=Sset([A 7?*X+X 冰 A+Q，X*+*B;i B2:*X，-R]<0)+Set(X>0) ， 


@ 免费 工具 箱 ， 下 载 地 址 : http://control.ee.ethz.ch/、joloef/yalmip.php。 


3.3 .线性 和 给 阵 不 学 式 理论 与 迷 解 ..，.... 4 
sol=sSolvesdp(F); X=double(X') 
该 也 数 得 出 的 解 和 前 面 得 出 的 完全 一 致 。 
例 8-13 用 YALMIP 工具 箱 重 新 求解 例 8-11 中 给 出 的 系统 的 开 - 范 数 。 
求解 由 下 面 的 语句 可 以 直接 求 出 系统 的 1- 范 数 为 0.4640。 
>> AhA=f[-4,-3,0,-1，-3,-7,0,-3; 0,0,-13,-1，-1,-3,-1,-10] ; 
B=[0; -4; 2; 5]j; C=[0,0,4,0]; D=0; gam=sdpvar(1); P=sdpvar(4) ; 
F=set([LA*P+P*yA:,P*y*B,C:; B:*kP,-~Egam,D:; C,D,-Eam]<0)+set(P>0) ; 
so1=SsSolvesdp(CF ,gam) ; double(gam) 


例 8-14 试用 YALMIP 工具 箱 求 解 例 5-26 中 给 出 的 线性 规划 问题 。 
求解 为 方便 起 见 ， 将 该 问题 重新 表述 如 下 


iiin (CC-2271 一 Z2 一 473 一 37z4 一 Z5) 
2T2 十 3 十 474 十 275 扩 54 
他 St 371 十 4r72 十 9573 一 4 一 Te 蕊 62 


T1,T2 之 0， T3 之 了 .32， 闻 4 字 0D.673、 补 避 之 2.57 


显然, 了 是 一 个 5xXT 列 向 量 ， 这 样 可 以 由 下 面 语 旬 求解 原 问 题 
>> x=sdpvar(5,1); A=[02142;345-1- 切 ，B=[54， 62]: 
xmn=l0,0,3.32,0.678,2.57] : ; F=Sset( 有 Ar*rX<B)+Set(X>Xmy) : 
SO]L=SolvesdptF,-[2 1 43 贡 *x); double(x) 
由 该 阴 数 可 以 立即 得 出 问题 的 解 避 = 119.785,0,3.32,.11.385,2.57]T， 与 前 面 得 出 的 完 
全 一 致 。 如 果 将 决策 变量 设置 为 整数 ， 可 以 用 intvar() 定义 ,并 用 下 面 语 名 求解 整数 
规划 问题 
>> X=intVvar(5 ,1) ; FE=Sset(A*X<B)+Set(X>xm) ， 
options=sdpsettings(:sSolver' ,bnb');  % 选择 分 枝 定 界 法 
SoJL=Solvesdp(F,-[2 143 1]*rx,options);i double(x) 
解 为 了 二 [19,0,4,10,5|- ， 和 例 5-33 中 的 结果 一 致 。 


8.3.4 多 线性 模型 的 同时 镇 定 问题 


假设 线性 系统 由 了 = 4;iz 十 瑟 忆 ,1 = 1. ,2， 试 求 出 状态 反馈 矩阵 下 ， 
使 得 也 白 = -下 zt 区， 使 得 所 有 的 闭环 系统 4; 十 玉 , 玫 均 稳 定 ， 这 样 的 镇 定 问题 
称 为 同时 镇 定 问 题 (simujltaneous stabilization problem )。 

求解 每 个 Lyapunov 不 等 式 


Xi > 0，(4; 十 玉 开 ) Xi 二 Xi4 + 吾 开 )<0 (8-3-18) 
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昌 


都 可 以 得 出 已 ; 使 得 该 闭环 系统 稳定 ， 但 如 何 寻 找 一 个 统一 的 下 ,使 得 各 个 子 系 
统 都 稳定 昵 ? 含有 统一 的 瑟 扎 阵 的 Lyapunov 不 等 式 如 下 给 出 


和 >0， (4 十 盏 开 )T 和 十 天 (4 十 殖 开 ) <0 (8-3-19) 


在 该 不 等 式 中 ， 需 要 求解 的 变量 为 大 和 五 矩阵 ,其 余 矩 阵 均 为 已 知 矩 阵 。 由 上 
面 得 出 的 不 等 式 可 见 ， 因 为 其 中 含有 天 和 瑟 的 乘积 项 。 所 以 应 该 采用 某 种 变换 
将 其 改写 成 线性 矩阵 不 等 式 ,， 然 后 可 以 对 其 求解 ,设计 出 能 够 同时 镇 定 若干 个 受 
控 对 象 的 状态 反馈 控制 器 。 

展开 式 (8-3-19) 可 见 


4; 古 十 大 4; 十 下 万: 瑟 十 瑟瑟 ; 开 <0 (8-3-20) 


利用 窍 阵 相合 变换 的 性 质 , 即 成 @ 忆 -不 改变 @ 抢 阵 正定 性 的 性 质 , 对 上 述 和 矩阵 
左 乘 大 -1, 右 乘 (和 -0 ， 且 ( 瑟 -0 = 天 -1, 则 上 述 矩 阵 不 等 式 可 以 变换 成 


环 -” 4 十 4 十 一 下 万 :十 五 开 古 -<0 (8-3-21) 
记 玉 = 天, 世 = 下 和 - ， 则 矩阵 不 等 式 可 以 变换 成 如 下 的 线性 矩阵 不 等 式 


4 已 +P4I+ 万 和 +TYTBT<0 (8-3-22) 


] 一 








加 上 大 > 0,， 即 己 -! > 0 这 个 线性 窍 阵 不 等 式 ， 整 个 问题 总 共 可 以 转换 成 
可 以 得 出 同时 镇 定 的 下 矩阵 。 
例 8-15 假设 已 知 两 个 系统 模型 为 

-1 

五, = | 一 2 

-1 
会 得 出 两 个 子 系统 的 同时 镇 定 解 ， 并 设计 出 状态 反馈 甜 阵 五 。 
求解 该 问题 对 应 三 个 线性 矩阵 不 等 式 有 两 个 变量 已 和 入 ,其 中 三 为 3x3 对 称 甜 


7 一 1 个 LMI 来 摘 述 ， 再 对 整个 LMI 问题 求 可 行 解 , 则 可 以 得 出 妃 和 和 ,最终 
-1 2 一? 2 0 2 2 
-1 -2 11,BI=|111|1, 4 = |2 0 2? 
-1] -1 0 -1 2 0 1 

阵 , 立 为 1xX3 行 向 量 。 这 样 ， 三 个 不 等 式 可 以 分 别 写 成 


己 - > 0， 或 等 价 地 书 > 0 
41+P41+ 百 和 +YIBLT<0 
42 疡 十 P4; 十 万 了 +TYIPBI 一 0 


这 样 ， 由 下 面 的 语句 可 以 求解 这 三 个 联 立 线性 撼 阵 不 等 式 。 


38.3 线性 矩阵 不 等 式 理论 与 求解 .4 4 

>> AL=f-1,2,-2; -t,-2,1; -1,-1,0]; Bl=[-2;，， 1 -1 

A2=f0,2,2; 2,0,2; 2,0,1];，B2=[-1;， -2;， -人 

setlmis( 口 );，，P=lmivar(t,[3,1]); Y=lmivar(2 ,51 ,3]) 

1Lmiterm([1, 1,t,P] ,-1，,1) ; 

1miterm( [2,1,1,P] ,AL 1, SS )，LmitermnGt2 ,1 1 Y] ,Bt, 1， S7) 

1miterm([3,1,1,P] ,A2,1, 8 )，Lmiterm(kl3,1,1,Y] ,B2,1,2s)) 

G=getlmis;i [a,bj=feasP(G) ; P=dec2matk4G,b,P) ， 

Y=dec2mat(G,b,Y) ，X=inVCP) ;i K=Y*X 


求解 此 问题 可 以 得 出 如 下 的 解 


0.13987 ”0.024173 0.1059o 
大 二 |10.024173 ”0.0849349 ”一 0.050811 
0.10595 ”一 0.060311 0.216082 


这 时 ， 可 以 得 出 状态 反馈 向 量 丽 = [2.0739.0.5616,.2.4615] 。 
如 果 采 用 YALMIP 工具 箱 ， 则 用 下 面 语 名 可 以 求解 同时 镇 定 问 题 。 
>> P=Ssdpvar(3); Y=sdpvar(1 ,3) 
F=Sset (AtT*P+P#AL +B1FrY+Y#B1T<D)+Set(A2+P+P*rA2 :+B2kY+Y kB22<O) ; 
F=F+set(P>0); Sol=SolvesdpF) ; 
P=double(P) ; X=inv(P) ，Y=double(Y) ，K=Y# 勾 
该 解 与 前 面 的 解 完 全 一 致 ， 得 出 的 状态 反馈 向 量 也 完全 一 致 。 


8.3.5 基于 MI 的 鲁 棒 最 优 控制 器 设计 


前 面 介 绍 的 很 多 基于 范 数 的 鲁 棒 控 制 问 题 均 可 以 表示 成 线性 算 阵 不 等 却 问 
题 ， 下 面 只 列 出 其 中 几 个 典型 问题 ， 请 许 匈 文献 [13]。 

四 Ta 控制 避 设 计 _ 对 状态 方程 模型 (4,,C, 厂 )， 其 ?ta 控制 可 以 等 效 地 
表示 为 下 面 的 线性 官 阵 不 等 式 问 题 


min 7 (8-3-23) 


AX 十 五 ;WTA 大 十 妞 :V) 十 五 : 吾 ! <0 


人 入 十 了 
站 有、 LS， < 
LICX+ 有 Pr) -其 
fracef)<P 


1。 控制 器 设计 基于 状态 反 饿 的 凡 - 最 优 控 制 器 可 以 转换 成 下 面 的 线 
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和 


性 矩阵 不 等 陈 形 式 


min AP (8-3-24) 
岂 其 十 盏 2 十 ( 凡 其 十 百 ?)” 旦 | (CI 其 十 站 1 站) 
已 1 一 站 il < 
站 ,和 人” St， 
(1 有 十 天 12V7 了 )1 1 一 呈 
及 >>0 


这 时 的 状态 反馈 是 阵 天 = 三 环 -。 
基于 输出 反馈 的 1- 问题 可 以 转换 成 如 下 的 线性 矩阵 不 等 式 的 最 优化 问 





题 110] 
min 了 (8-3-25 ) 
T | 4 下 + 有 4 RCT 呈 : 
TV1> 避 人 il2 0 
一 1 五 一 个 于 了 D11 < 局 
0 了 四 0 了 
吕 ; 雹 j 1 一 个 生 
T|14SHS4-” SB CT1 
7 号 ,下 St. val 0 ， val 0 
已 LS -37T 万 1 <0 
0 0 了 
一 1 1] 一 人 这 
忆 了 
之 站 
T 3 





在 MATLAB 的 鲁 棒 控 制 工具 箱 中 专门 提供 了 基于 线性 矩阵 不 等 式 的 控制 器 
设计 函数 。 如 果 和 鲁 棒 控 制 问题 的 增 广 系统 (8-2-8) 可 以 由 系统 扎 阵 表示 , 则 可 以 由 
鲁 棒 控 制 工具 箱 的 hinflmi() 本 数 直接 设计 该 问题 可 以 用 LMI 工具 箱 中 的 函数 
可 以 直接 设计 出 最 优 好。 控制 器 ， 该 图 数 的 调用 格式 为 

[>opt ,天 ]=hinflmi( 王 ,[P,9]) 
其 中 己 为 系统 矩阵 ，p, 9 为 输出 和 输入 路 数 ,， 设计 出 的 五 为 控制 器 的 系统 矩阵 ， 
和 而 yopt 为 最 优 的 人 值 。 
例 8-16 这 里 仍 采 用 例 8-3 中 增 广 的 系统 模型 ， 斌 用 线性 给 阵 不 等 式 方法 设计 重 棒 控 
制 器 ,并 与 前 面 例子 中 的 控制 器 相 比 较 。 
求解 首先 用 前 面 的 方法 得 到 加 权 的 系统 增 广 模型 ， 然 后 用 ss2smat() 函数 获得 系统 
给 阵 ， 再 用 LMI 工具 箱 的 现成 也 数 即 可 直接 设计 出 最 优 TY 控制 器 


>> A=[o,1,0,0; -5000,-1007/3,500 ,100/3; 0,-1,0，,1; 0,100/3,-4,-60] ; 
B=[o0; 25/3; 0; -1]; C=[0,0,1,0]; D=0; G=ss(A,B,C,D) : 
Wli=[L0,100; 1,1]; W2=le-5; W3=[1,0; 0,1000] ， Gl=augtti(G,W1,W2 ,W3) ; 
[gli,Gcl]j=hinfopt(G1); Gcl=zpk(Gcl)，% 设计 最 优 1 控制 器 
P=Sss2smat(G1) ; [g,K]J=hinflmi(P,Ll, ti]); [ab,c,d]=unpck(K) ; 


.3 线性 短 阵 不 等 式 理论 与 求解 


生 县 里 了 和 是 浊音 是 和 有 


Gc2=ZPKCSS (ay by cy dy) ) 
step(feedqback(GxGcl,1)，:-: ,feedbackK(G*rGc2,1),，?--，) 
figure;i bode(GxGc1l1，，-”,GxGc2 ,2: -~ ) 


得 出 的 控制 器 为 
一 2592334405.8238(s + 67.4)(s 十 0.06391)(s“” 十 25.87s 十 4643) 





9 GT7007XIODGTIRTTGTDU2 37565957 
Cuts) - 二 3191219221.354(s 十 67.4)(s 十 0.06391)(s? + 25.87s + 4643) 
c2A2) 一 


(s 十 1.715x105)(s + 719.2)(s 十 0.9545)(s2 十 22.34s 十 522.8) 
在 这 些 控制 器 的 作用 下 ， 闭 环 系 统 的 阶 跃 响应 曲线 和 开 环 系统 的 Bode 图 分 别 如 
-图 38-13 (ai (bj 所 示 。 可 见 ， 在 这 两 个 控制 器 的 作用 下 ,控制 效果 是 很 接近 的 。 


Raode Diagtfarmm 


Magrrtude (dB) 
| [ 1 | ， 
上 .二 寺 志 上 
-四 六 有 “四 


siImpltude 


Phase (deg) 
| 
， 





全 由 L_ 上 Le 1 | hh .-_ . 】 。-_， 
站 0.002 0004 noo6 0008 00 002 1004 日 间 0018 
Timme 1sSecy》 


Freqaency [r9dsec) 


(a) 闭环 系统 的 阶 跃 响应 曲线 (b) 开 环 系统 的 Bode 图 
图 8-13 ”两 个 控制 器 下 系统 的 响应 曲线 比较 


8.3.6 ”基于 和 矩 阵 不 等 式 约 束 的 最 优化 求解 方法 


在 控制 系统 问题 求解 中 , 线性 矩阵 不 等 式 方法 及 工具 有 很 重要 的 意义 ,但 也 
有 显著 的 局 限 性 。 因 为 它 所 能 求解 的 问题 都 必须 是 能 转换 成 LMI 的 问题 ,如果 不 
慧 线 性 算 阵 不 等 式 则 需要 引入 某 种 方法 将 其 变换 成 相应 的 问题 。 从 实际 应 用 看 ， 
并 非 所 有 的 问题 都 存在 相应 的 转换 方法 , 例如 , 在 Riccati 不 等 式 中 二 次 项 的 符号 
变 成 负 号 现在 就 没有 现成 的 转换 方法 ， 而 很 多 将 矩阵 的 迹 作为 目标 函数 的 应 用 也 
征 不 可 取 的 ,更 准确 的 应 该 是 矩阵 的 1 范 数 等 ,而 这 样 的 范 数 不 能 表示 成 未 知 变 
量 的 线性 函数 ,不 能 用 线性 矩阵 不 等 式 方法 求解 。 如 果 采 用 矩阵 的 迹 作为 目标 函 
数 能 表示 成 瑟 的 线性 函数 , 但 由 于 将 对 角 元 素 纳入 目标 函数 ,势必 会 迫使 非 对 角 
元 素 的 值 失去 控制 ， 变 成 很 大 的 值 ， 导 致 原始 要 求 变形 。 

押 以 , 对 更 一 般 的 约束 和 更 一 般 的 目标 函数 ， 可 以 考虑 第 5 章 给 出 的 非 线性 
规划 求解 方法 。 诚 然 ， 非 线性 规划 有 时 会 无 解 或 陷入 局 部 最 优 解 ,在 这 样 的 情况 
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下 可 以 考虑 采用 进化 类 优化 算法 ,如 第 了 章 中 介绍 的 遗传 算法 和 粒子 群 优化 算法 ， 
来 求解 问题 。 


8.4 定量 反馈 理论 与 设计 方法 


8.4.1 定量 反馈 理论 概述 


美国 加 州 大 学 的 Issac Horowitz 教授 和 他 的 合作 者 们 系统 地 提出 了 一 种 名 为 
定量 反馈 理论 (quantitative feedback theory， 简 称 QFT) 的 设计 方法 15'16。 这 
些 方 法 是 基于 频率 响应 的 设计 方法 ,可 以 用 于 带 有 很 大 对 象 不 确定 性 的 单 变量 系 
统 、 多 变量 系统 以 及 各 种 高 度 非 线性 系统 和 时 变 系统 的 鲁 棒 设 计 ， 这 种 设计 方法 
既 可 以 用 于 最 小 相位 系统 的 设计 ,也 可 以 用 于 非 最 小 相位 系统 的 设计 ，QET 方法 
提出 得 比较 早 , 但 过 去 并 未 引起 很 高 的 重视 , 近年 来 , 在 控制 界 重新 又 对 QET 方 
法 发 生 了 兴趣 , 并 出 现 了 MATLAB 的 QEFT 设计 工具 箱 174。 虽 然 QET 方法 可 
以 用 于 多 变量 系统 的 设计 , 但 该 设计 方法 的 核心 是 单 变量 最 小 相位 系统 的 设计 。 
丁 将 给 出 QFT 的 基本 设计 方法 与 工具 箱 概 述 。 


8.4.2 ” 单 变量 系统 的 QET 设计 方法 


由 于 单 变 量 最 小 相位 系统 是 QFT 设计 问题 的 核心 , 所 以 在 这 里 将 详细 叙述 
单 变量 系统 的 QFT 设计 方法 和 思想 。 单 变量 系统 的 QET 设计 步骤 如 下 。 

由 届 定 控制 系统 结构 QFT 设计 下 的 二 自由 度 控制 系统 结构 如 图 8-14 所 

未 ,在 控制 系统 中 2 罗 (s) 为 不 确定 的 受 控 对 象 模 型 。C(s) 为 系统 的 控制 

促 ，QEFT 控制 的 特 氮 是 该 控制 器 是 定常 的 , 它 可 以 控制 含有 大 不 确定 性 的 

对 象 ， 并 可 以 对 噪声 干扰 有 满意 的 抑制 作用 。 由 于 C(s) 的 主要 作用 是 保证 

系统 能 满足 鲁 棒 稳定 性 的 要 求 ， 其 品质 性 能 不 一 定 很 理想 ,这 样 常常 需要 
引入 前 置 滤波 器 下 (s)， 其 作用 是 动态 地 补偿 系统 的 性 能 。 


由 人 ci df 人 


介 -| Fo FOOD co Ho | ze OO 2 


图 8-14 _ QFT 设计 的 控制 系统 结构 图 





Q 构造 频率 响应 模板 选 定 一 个 频率 点 wil， 对 此 频率 下 的 具有 不 确定 性 模 
型 的 各 个 选 样 模型 进行 频率 响应 分 析 , 构造 出 邓 (s) 的 对 和 象 模板 (plant 
template)， 如 图 8-15 (a) 所 示 。 


8.4 定量 反馈 理论 与 设计 方法 


本 


PP 
> 模板 平移 
广 和 平移 后 模板 
一 we 人 
人 
NA 有 B(w) 
AN 
(a) 模板 (Pb) 模板 半 移 


图 8-15 模板 处 理 示 意图 


申明 了 频率 辐 量 也 ， 则 可 以 由 Plottmp() 范 数 绘制 出 各 个 频率 下 的 
模板 。 该 曙 数 的 调用 格式 为 P1Lottmp( ,Kon 22) 9 

在 控制 器 Cl(s) 的 作用 下 ,， 系 统 的 模板 将 发 生平 移 现 象 ， 其 中 水 平平 移 
的 幅度 为 CU(s) 的 相位 角度 人 CU ， 而 垂直 方 同 的 平移 量 为 控制 器 C(s) 
的 幅 值 1CUjwai)l， 如 图 8-15 (b) 所 示 。 
给 定 设 计 和 要求 在 QEFT 设计 中 , 为 保证 控制 的 效果 ， 经营 需要 引入 一 些 不 
等 式 来 刻 男 研究 的 问题 ， 如 
e 篆 棒 跟 踩 性 能 在 参数 变化 的 情况 下 ,最终 闭 环 系统 频率 啊 应 满足 
多 (jw)C(jw) 





Tawj GCT <Ti(w) (8-41) 
e。 和 鲁 棒 稳定 性 系统 模型 满足 
22jwj)CUw) < NA (8-4_2) 


1 十 瓦 (jw) 妥 (jw)C(jo) 


除 此 之 外 , 还 可 以 有 其 他 的 不 等 式 指标 。 所 有 可 能 的 不 等 式 指标 在 表 8-1 
中 列 出 。QEFT 工具 箱 中 提供 了 -- 个 sisobnds() 函数 来 描述 各 种 不 等 式 ， 
该 函数 的 调用 格式 为 badq=sjisobnds (type,w ,人 ,2 玫 2,C) ,其 中 type 为 
表 8-1 中 的 不 等 式 序 号 ，w 为 频率 点 癌 量 ， 玫 为 表 中 相应 的 全 ; 对 象 ， 史 
为 不 确定 系统 对 象 模型 。 

构造 了 多 个 bndi, .… ,bndqk, 则 可 以 使 用 grpbnds () 函数 来 构造 整体 
的 不 等 式 边 界 变量 bnd=grpbndqs (bndi ,………. ,bnd:) 。 由 整体 的 bnd 变量 


量 过 和 和 二 
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和 和 虽 昌 


表 8-1 各 种 传递 函数 的 边界 约束 








type 不 等 式 约束 不 等 式 约束 
| 证 2 
3 去 家 有 | < wa | 
7 Wrals) < | 车 | < Wo 去 甩 亲 | < 
9 | << 玫 9(s) 


由 


吕 








可 以 进一步 用 sectbnds () 函数 获得 边界 的 交界 ，ubnd=sectbnds (bnd) 。 
绘制 各 种 边界 的 MATLAB 函数 为 plotbndsg (bnd) 。 


构造 各 个 频率 下 的 稳定 下 界 对 各 个 频率 (wz,ws,…: ,wan) 也 做 相应 的 处 
理 ， 则 可 以 得 出 在 各 个 频率 下 的 下 界 曲线 B(oa), Buws) ,Bu)， 这 
样 若 想 得 出 最 优 的 控制 器 ,， 则 可 以 由 各 个 如 (ww;) 曲线 上 选择 一 个 点 来 构成 
(jw) 曲线 ,其 中 L(s) = 史 (sJC(s)。 这 样 得 出 的 控制 器 将 极其 复杂 ， 所 
以 要 在 B(w;) 曲线 允许 的 范围 内 得 出 “最 优 的 ” 忆 (s) 曲线 ， 而 不 一 定 非 得 
在 边界 线 B(w) 上 取 点 ， 由 此 可 以 设计 出 相应 的 QFT 控制 器 CUs) 。 该 工 
作 可 以 由 用 户 界 面 1pshape() 进行 回路 成 型 设计 ， 该 函数 的 调用 格式 比 
较 特 殊 1pshape(w ,ubnd ,局 ,Co)， 其 中 已 为 标 称 受 探 对象 模 型 ， Co 为 
控制 器 初始 模型 。 该 界面 允许 用 户 用 交互 的 方式 设计 回路 忆 (s) 的 形状 。 确 
认 志 (s) 的 形状 后 , 单 击 Apply 按 负 来 确认 。 再 退出 该 界面 。 这 时 会 出 现 一 
个 对 话 框 询问 是 否 保存 这 样 的 回路 ,应 该 存 成 * .shp 文件 (离散 系统 保存 
成 *.dqsh)。 


工具 箱 提供 了 getqft() 函数 从 文件 中 读 取 回 路 成 型 设计 的 信息 ， 生 
成 QFT 控制 器 C(s)， 具 体 的 函数 调用 格式 为 C=getqft( 文 件 名 ) 。 


设计 Ps) 控制 器 按照 前 面 的 方法 设计 出 来 的 控制 器 C(s) 往往 不 能 满足 
式 (8-4-1) 中 的 频率 要 求 ,这 样 就 需要 一 个 前 置 滤波 器 已 (s) 来 使 得 系统 满 
和 足 该 要 求 。 

前 置 滤 波 器 设计 可 以 采用 另外 一 个 界面 pfshape() 来 实现 ， 该 函数 
的 调用 格式 为 pfshape(type,w, 友 ,到 ,R,G, 万, 下) 。 妈 计 完成 后 存 
储 成 * .fsh 文件 (离散 系统 存 成 * .dfs)。 仍 然 可 以 使 用 getqft() 函数 提 
取 前 置 滤波 器 模型 。 
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刘 和 


下 面 用 一 个 例子 来 演示 QEFT 控制 器 设计 的 全 过 程 。 
例 8-17 考虑 下 面 的 不 确定 系统 模型 0 


= 1 esiL256320hos053.g} 
s(5 十 QI) 


假设 想 设 计 出 满足 鲁 棒 边 界 要 求 





20ujctioj) | < 1 
1 十 互 wGoCGei 
和 低频 (w < 10) 时 曾 棒 性 能 要 求 
120 





< Fw) 一 乡 jw) jie) E < 0.6584(s 十 30) 
s 十 17s<- 十 828s 十 120 1 十 豆 (Ujoj)2 表 (jw)CUjc) 5 十 45 十 19.752 
的 QET 控制 器 ， 试 调用 QET 工具 箱 设计 出 这 样 的 控制 器 。 
求解 由 下 面 的 语句 可 以 给 出 不 确定 系统 模型 ， 选 择 一 组 频率 向 量 ， 则 可 以 绘制 出 该 
不 确定 系统 的 模板 图 形 ， 如 图 8-16 (aj 所 示 。 
>> C=T; a=]|; 
for k=[t,2.5,6,10] ，P(1i,1,c)=tf(kra,[l,a,0]); c=c+1，end 
a=10; for k=[1,2.5,6,10]，P(1,1,c)=tf(kra,[1,a,0]); c=c+1;， enq 
K=1;i for a=[1.5,3,6j，PCti,1,c)=tt(k*ra,[1,a,0]); c=c+l1 end 
k=10; for a=[1.5,3,6]，P(1,1,c)=tf(kra,[1,a,0]); c=c+1，end 
w=[.1,.5,1,2,10,15,100j; X_nom=1;i PlottmplLGw,P,k_nom) 























和 | 20 
20 上 8 9 癌 3 10 AAA 
0 | | 
中 0 9 9 效 二 中 | 
呈 . [2 和 司 1 
人 3 -| 
8 -20 和 SS |  ， 
人 S -20 
8 一 可 0 8 二 
_60 -0 
-80| 100 本 | 
-180 -135 -90 -270 -180 -90 0 
(pen~Loop Phase (deg) Open-~-Loop Phase (deg) 
(a) 不 同 频 率 下 的 模板 (b) 频 域 响应 边界 


图 8-16 不 确定 系统 的 频 域 响应 模板 与 边 措 


现在 建立 鲁 棒 边 界 模型 并 绘制 其 图 形 ， 如 图 8-16 (b) 所 示 。 
>> b1=sisobnds(l,w,1.2,P); plotbnds(bl ) 
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下 面 的 语句 还 可 以 绘制 出 重 棒 性 能 不 等 式 的 边界 ， 如 图 8-17 (al) 所 示 。 注 意 ， 其 
中 的 (to<=10) 语句 表示 提取 ww 冬 10 的 频率 向 量 。 由 上 述 的 两 组 边界 可 以 提取 出 边 
界 的 交界 ， 如 图 8-17 (bj) 所 示 。 
>> Tm=tf(120,[1 17 82 120]); TM=tf(0.6584*+* [1 30] , [1 4 19.752] ) ; 
b2=sisobnds(7,wCw<=10) ,LTM;Tm] ,P) ; PLotbnds (b2) ; 
figurej bnd=grpbnds(bl,b2); ubnd=sectbndqs (bnd) ; plotbnds (ubnd) ; 


We 





号 40 e 
号 习 本 
呈 301_ 口 
扯 请 _ 
20 
| 2 
FE 10| 同 
只 与 ”20 
0 
_10| 一 4 
四 | 将 
-360 -270 -180 -90 0 -360 -210 -80 -90 0 
UPen-Loop Phase (deg) Open-Loop Phase (depg) 
(a) 鲁 棒 性 能 边界 (b) 这 界 交界 


图 8-17 边界 的 进一步 处 理 


假 基 已 知 初 始 控制 器 Co(s) 三 Cd， 则 可 以 由 下 面 语 身 打 
开 控 制 器 设计 界面 ， 如 图 8-18 所 示 。 用 户 可 以 用 鼠标 拖 动 的 方式 修改 局 (w) 曲线 ,， 修 
改 原 则 是 不 与 交界 边界 冲突 的 前 提 下 尽量 偏向 左 侧 ， 以 得 出 尽 可 能 快 的 响应 速度 。 例 
如 在 这 里 初始 控制 器 的 前 提 下 ,将 Nichols 曲线 尽量 向 上 提 ， 和 交界 相 切 。 修 正 完 该 曲 
线 后 ， 可 以 单 击 Apply 按钮 ， 接 受 修 改 后 的 曲线 。 这 时 ， 可 以 关闭 该 曲线 编辑 界面 ， 将 
设计 存 成 相应 的 文件 ,如 c8qft1 .shp。 注 意 ， 这 里 的 初始 控制 器 参数 形状 选择 非常 重 
要 ，LIPshape() 四 面 能 提供 的 功能 只 是 对 曲线 进行 平移 ， 改 变 其 增益 。 
>> WwWl=1logspace(-2,4,200); S=zpkCIS7); 
Cu=100000*x (S+100)*(sS+1)V/(CSs+50)/(s 2+1500*rks+1e006) ; 
1]pshape(Gwl,ubnd,P(1,1,1) ,CO) 


， 4708700.2369(s 十 100)(s 十 了 

从 s j 区 二 一 wm nr ob 
由 getqft() 可 以 提取 出 控制 器 模型 为 Cfs】 [十 8002 十 15005 二 105 
>> C=getqft(:c8qft1.shp，) 


10w2 
家 儿 汪 2 -一 -TD 辐 一 
可 以 将 前 置 补偿 器 F(3) 的 初 值 选择 为 和 (5) = 5 二 3 的 典型 二 阶 系 
统 模 型 ， 这 样 就 可 以 用 下 面 的 语 和 句 来 设计 前 置 补 偿 器 模型 ， 得 出 如 图 8-19 所 示 的 界 


面 。 幸 节 好 了 曲线 后 ， 就 可 以 将 其 存 成 c8qft1.fsh 文件 。 注 意 , 如 果 选 择 册 一 5 则 
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8-19 前 置 补偿 器 设计 界面 


无 论 如 何 调整 ,系统 传递 函数 都 将 超出 [Ta(w),TM(w)] 边界 ， 所 以 应 该 选择 wn = 4.5。 
>> Wn=4.5; zet=0.707， 了 40=10*tf(wm ”2, [1,2*+zet*kwn,wn>2] ) ， 
pfishape(7,wlCwl<=10) , [WM;Wm] ,P, [] ,C, [] ,Fo) 


426 第 8 章 重 棒 控制 理论 的 数学 基础 


本 


20.1994 


前 置 补 偿 器 可 以 由 下 面 语 外 提取 出 来 ,为 了 (sj) = 5T6363 二 2025* 


>> F=getdft(:c8qftt1.fsh)) 
利用 重 棒 控 制 工具 箱 的 不 确定 系统 描述 功能 ， 可 以 得 出 已 知 不 确定 系统 在 QFT 
控制 下 的 阶 路 响应 曲线 ， 如 图 8-20 所 示 。 可 见 ， 这 样 的 控制 器 能 很 好 地 控制 不 确定 系 
统 模型 。 
>> a1=ureal()a' ,5,)range',[L0,10]1); kt=ureal('Ik,5,range,[L0,10] ) ; 
Gti=tf(kl,[t al 0]j); PO=usample(G1,8) ; 
FF=F*kfeedback(PO*C ,1) ; stePp(CFF) 


已 一 一 -一 一 一 一 = 上 一 一 nr- 一 ， | 


避 1 2 5 拍 了 


了 
Tipmae fsec】 


图 8-20 _ QET 控制 器 下 闭环 系统 的 阶 跃 响应 曲线 


8.5 ”多 变量 系统 的 解 耦 控制 


在 多 变量 系统 研究 中 , 通 汕 第 半路 控制 输入 对 第 7 路 输出 存在 扰动 作用 ， 这 
种 现象 称 为 耦合 。 如 何 消除 耦合 现象 , 是 多 年 来 系统 解 耦 所 需 研 究 的 问题 。 消 除 
故 合 勾 称 为 多 变量 系统 的 解 奈 。 前 面 介绍 的 部 分 内 容 在 控制 器 算法 中 已 经 考虑 了 
解 灶 ， 态 一 些 算 法 则 没有 考虑 , 在 本 节 对 一 些 解 耦 方法 给 出 必要 的 介绍 。 


8.5.1 状态 反馈 解 耦 控制 


考虑 线性 系统 的 状态 方程 模型 (4, 殖 ,C, 万 )， 该 模型 有 mm 路 输入 信和 号，7r 
路 笨 出 信和 号 。 若 控制 信号 习 是 由 状态 反馈 建立 起 来 的 , 即 = Pr - 下 zz, 这样 闭 
环 系统 的 传递 国 数 矩阵 模型 可 以 写成 


G(s) - (C - DK)(GT- 4 十 召开 )-: 瑟 +D| (8-5-1) 


对 每 个 旋 7 = 1 ,mm 定义 出 阶 次 四， 使 得 其 为 满足 cr4i 瑟 尖 0,(i 二 
0,1,…… ,一 了 的 最 小 了 值 , 则 cy 为 矩阵 C 的 第 7 行 。 


8.5 多 变量 系统 的 解 耦 控制 


天 昌 和 


若 人 xx 7 阶 窍 阵 
cl 4 万 
妃 ; 三 (8-5-2) 
cT 4 万 


为 非 奇 异 矩 阵 ， 者 如 下 选择 状态 反馈 矩阵 天 和 前 置 矩 阵 生 ， 则 式 (8-5-1) 定义 的 
系统 可 以 动态 解 耦 “8 。 


c1 4<1+ 
也 王 号 -下 = 了 了 (8-5-3) 


T 4dm+l 
Cr- 有 


根据 上 述 算法 可 以 编写 一 个 MATLAB 函数 decouple() 来 设计 解 耦 矩阵 。 


function [LG1,K,d,Gam]=dqecouple(G) 
A=G.aj B=G.b;j C=G.cj [mn,m]j=size(G.b); B1=[] ;Ko=D， 
tor j=|: 自 ，for K=0O:n-i 
if DormCC(j ，:)*A”k*y*B)>eps，q(j)=k;， break，end 

end 

Bl1=[LB1; C，:)*A”d(j)*B]i KO=[KO; CCj，,:)*aA”~(d(j)+1)] 
enda 
Gam=inVv(B1) ; K=Garm*KO ; G1=tf(ssS(A-B*K,B,C,G.dq))*Gam， 


该 玫 数 的 调用 格式 为 [Cl , 玫 ,dd, 厂 ]=decouple(G) ， 其 中 CG 为 原始 的 多 
变量 系统 状态 方程 模型 ，Gi 为 解 耦 后 的 传递 函数 矩阵 ， 环 为 状态 反馈 抢 阵 。 向 
量 @ 包含 前 面 定义 的 o 值 , 拖 阵 下 为 前 署 补 偿 器 矩阵 。 


例 8-18 考虑 下 面 的 双 输 入 双 输 出 系统 ， 试 设计 出 满足 完全 解 烛 的 状态 反馈 。 


225 -5 -125 0.5 4 
2.25 -425 -125 -0.25 2 
0.25 -05 -125 -1 12” |2 
1.25 -1.75 -0.25 -0.75 0 


求解 系统 的 状态 方程 模型 可 以 直接 输入 到 系统 中 ， 这 样 就 可 以 由 下 面 命令 立即 设计 
出 能 够 完全 解 胡 的 状态 反馈 答 阵 玖 
>> A=[2.25，-5，-1.25，-0.5; 2.25， -4.25，-1.25，-0.25， 
0.25，-0.5，-1.25,-1; 1.25，-1.75， ~0.25，-0.75] ; 
B=[4，6; 2，4; 2，2; 0，2] ; Cc=[L0，0，0，1; 0，2，0，2]: 
D=zeros(2,2); G=sS8S(A,B,C,D)， [G1,K,d,Gam]=dqecouple(G) 
这 梓 可 以 构造 出 状态 反馈 纸 阵 下 和 纸 阵 玉 。 这 时 ， 传 递 函 数 和 矩阵 Ci(s) 可 以 实现 完 


本 学 许昌 电 
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有 二 


1[-1 -3 -3 5 一 1.5 0.25 
| | =| 读 可 








引入 状态 反馈 矩阵 下 与 前 置 补偿 器 也, 则 多 变量 系统 可 以 完全 解 稀 。 解 看 
后 的 传递 函数 矩阵 可 以 表示 成 G; = diag ( | -了 ,可 |). 

引入 解 称 补 偿 器 (五 ,)， 可 以 建立 起 如 图 8-21 所 示 的 反馈 控制 结构 。 因 为 
虚线 框 中 的 部 分 实现 了 完全 解 耦 ,所 以 外 环 的 控制 器 Gs(s) 可 以 分 别 有 单 独 回路 
设计 的 方法 实现 。 





一 一“ 一 一 


图 8-21 状态 反馈 控制 器 解 耦 结构 


8.5.2 ”状态 反馈 的 极点 配置 解 耦 系统 


表面 给 出 的 动态 解 耦 系统 只 能 将 多 变量 系统 解 耦 成 积分 器 型 的 对 角 传 递 函数 
起 阵 ， 而 积分 器 型 受 控 对 象 在 控制 器 设计 中 是 很 难 解决 的 。 如 果 仍 想 使 用 状态 反 
馈 型 的 解 耦 规则 v = Pr - 天 z， 可 以 期 望 将 解 耦 后 的 对 角 元 素 变 成 下 面 的 形式 
] 
SGd1 十 ] 十 Q1 1541 十 .: 十 QI TH1 
CrKT(s) 一 (8-5-4) 
] 


Sm+iL 十 Qm 1Sdm 十 。 -十 GQrm da +l 


其 中 az 一 1 0 如 表 定义, 每 个 多 项 式 的 系数 s4+l 十 Qi 132: 十 十 Qid 二 i 
可 以 用 极点 配置 方法 来 设计 。 
可 以 考虑 采用 标准 传递 函数 的 形式 来 构造 期 望 的 多 项 式 模型 。 满 足 ITAE 最 
优 准 则 的 ? 阶 标 准 传递 函数 由 下 式 定 义 19 
] 


su 十 Q15sn- 十 Qosn 2 十 十 Cn 15 十 an 


7 (5s) 一 (8-5-5) 


8.5 多 变量 系统 的 解 塌 控制 


本 和 


表 8-2 ITAE 最 优 准 则 的 标准 传递 廊 数 分 母 多 项 式 系 数 表 
分 母 多 项 式 , 其 中 an il = om 


S 十 cn 
s2 十 1.41uwns 十 避 ? 
s3 十 1.75uwns2 十 2.152s 十 w3 
5s4 十 2.1uns3 十 2.4282 十 2.7w3s 十 人 
55 十 2.8wns4 十 5.0w48s3 十 5.50382 十 2.4o4s 十 5 


SO 十 2.25co S5 十 6.6w2 s4 十 8.6wds3 十 7.45w4s2 十 2.95w5s 十 oo6 







CT 证 tn 产 | 





其 中 , 人 (s) 系统 的 分 母 多 项 式 系 数 a 在 表 8-2 中 给 出 。 
根据 六 面 的 算法 , 可 以 容易 地 写 出 对 阶 标 准 传递 函数 模型 的 MATLAB 本 数 
stQ_f 
function G=std_tf(wn,D) 
M=[L1L,1,0;,0,0,0,0; 1,1.41,1,0,0,0,0; 
1,1.75,2.15,1,00,0; 12.1,3.4,2.7,1,0,0; 
1,2.8,5.0;5.5,3.4,1,0; 1,3.25,6.6,8.6,7.45,3.95 ,1]， 
G=tf(wn na ,MGn ,1:n+l) .kx(wnyrones(1 ,n+l)).”(LO:n]l) ， 


该 困 数 的 调用 格式 为 C=std_tf (wn,m) ， 其 中 wu 为 用 户 选 定 的 自然 频率 ,，m 为 
预期 的 标准 传递 函数 阶 次 。 得 出 的 G 即 标准 传递 函数 模型 。 

定义 一 个 矩阵 五 , 使 其 每 一 行 可 以 写成 el = cl 44,， 另 一 个 矩阵 五 的 每 
一 行 卢 可 以 定义 为 


方 ci 044 十 ai145 十 “十 out (8-5-6) 
这 样 ,状态 芭 馈 算 阵 六 和 前 置 变 换 矩 阵 卫 可 以 写成 
太一 互 -1， 下 = 万 素 (8-5-7) 


基于 本 算法 ,可 以 写 出 极点 配置 动态 解 耦 的 MATLAB 函数 为 
funaction [G1,K,d,Gam]j=decouple_PpP(CG,wn) 
A=G.aj B=G.b; C=G.cj 上 m,m 中 =size(G.b); 了 = 上 口 ，F=[]; 
ior ]=1: 和 ，Tor K=0O:ID-1 
if DormtC(j ,，:)*A~K+B)>eps，d(0j)=Kk;i break;i end 
end 
glL=std_tf(wn,d(j)+l); [ncc]j=ttdata(gt， 2v7) | 
F=[IF; CGOj,:)*polyvalm(Ccc,A)]; E=[E; CGOj，:)*A>d(j)*B] ; 
e 了 对 
Gam=inVv(E) ; K=Gam+rkF; G1=tf(ss(A-B*K,B,C,G.dq))*Ganm， 


该 国 数 的 调用 格式 为 [Ga ,下 ,qd, 太 ]=decouple pp(G,ws) ， 其 中 ， ws 为 
标准 传递 函数 的 自然 频率 ,其 他 变量 定义 和 前 面 给 出 的 decouple() 函数 一 致 。 
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例 8-19 考虑 例 8-18 中 给 出 的 多 变量 控制 系统 模型 。 选 择 wn = 5， 试 设计 出 极点 配 
置 的 动态 解 耦 器 。 
求解 可 以 由 下 面 语句 先 输入 系统 状态 方程 模型 ， 然 后 直接 调用 decouple_pp() 函数 
来 设计 解 烛 器 模型 

>> A=[2.25，-5，-1.25，-0.5; 2.25，-4.25， -1 .25，-0.25， 
0.256，-0.5，-1.25,-1; 1.25，-1.75，-0.25，-0.75] 
B=[4，6; 2，4; 2，2; 0，2]; C=[0，0，0，1; 0，2， 0，2]， 
D=zeros(2,2); G=ss(A,B,C,D); [G1,K,d,Gamn]=decouple_pp(G,5) 
过时， 可 以 得 出 能 够 完全 解 耦 的 状态 反馈 控制 器 ， 其 状态 反馈 矩阵 疏 、 前 置 补 偿 器 下 
和 解 耦 后 的 系统 模型 Cl(s) 分 别 为 








] 
1 [-1 17 -3 -35 -1.5 0.25 5 
K= | -7 一 1 | 7=-| 让 吕 Go- ”1 
S 十 昌 

8.6 “习题 与 思考 题 
1 试 分别 在 MATLAB 环境 中 描述 下 面 的 不 确定 模型 ， 并 绘制 出 频 域 响应 曲线 和 时 

域 响应 曲线 。 

( 帆 G(s) = 和 0 和 (一 1.2,2) 

QI G(s) = | 其 中 weE(0.15),bc(0.2,2).ce (UL 10) 

G) G(s) = ， 其 中 7e (0.5 Lae (0.110)，be (-2,2)。 注 意 ， 由 于 


不 确定 时 间 延 迟 模型 不 能 直接 用 usample() 函数 表示 ， 所 以 应 该 考虑 采用 其 他 近 
似 方 法 ， 如 Pad6 近似 表示 。 

2 已 知 某 时 间 延 识 系 统 模型 Cls) = 5 一 - 其 中 re [0,1，ae(1l,5)， 试 提取 碍 
加 型 不 确定 性 的 频 域 响应 包 络 线 ， 并 得 出 相应 的 传递 函数 模型 。 

3 试用 最 优化 方法 计算 下 面 系 统 的 1。 范 数 。 


-1 0 0 0 1 

0 -1 4 -3 0 0 -1 0100 0 1 
4=-|1 -3 -1 -3| Ba=|-10 c- | 0 PP=| | 

0 4 2 -1 0 0 


4 假设 对 象 模型 为 G(s) = [0015TTJ5， 并 假定 加 权 函 教 为 Wi(a) = 二 30， 


1f 


] 


TI 


心 > 


一 


办 


书 


一 ”过 


.0 习题 与 思考 题 


本 


县 环 3(s) = 元 DT 请 完成 下 面 的 任务 : 
中 号 出 加 权 系 统 的 双 端 子 状态 方程 表示 ， 
呈 设计 出 一 个 最 优 的 Tt。 控制 器 ; 
G) 绘制 出 在 此 控制 器 下 闭环 系统 的 阶 跃 响应 与 开 环 系统 的 Nichols 图 ， 并 评价 系 
统 动 态 品 质 ; 
设计 一 个 最 优 7ta 控制 器 ， 并 比较 控制 效果 。 

10 10( 一 5 十 3 
入 允 提 模型 四 Cs) = (s 二 1j(s 十 2)(s 十 3)(s 十 人) ct)= s(5 1)(s 5 
请 设计 出 最 小 化 灵敏 度 问题 的 最 优 的 fs。 控制 器 ,在 设计 中 可 以 使 用 标准 画 数 的 
报 念 。 对 设计 出 来 的 系统 进行 时 域 与 频 域 分 析 ， 并 绘制 出 灵敏 度 函 数 、 补 灵敏 度 孙 
数 与 加 权 灵 敏 度 函数 的 幅 频 特性 图 。 
在 习题 5 的 四 中 ， 如 果 设 计 了 最 优 te 控制 恬 ， 但 对 象 模型 的 分 母 多 项 式 变化 为 
10(5 十 3)， 请 在 控制 器 不 变 的 条 件 下 分 析 系 统 的 稳定 性 ， 并 用 时 域 和 频 域 分 析 工 具 
检验 结果 。 
比 玖 习题 5 中 系统 灵敏 度 问题 的 鲁 棒 控制 器 设计 ， 请 定性 地 分 析 标 准 传递 油 数 的 
目 然 频率 选择 对 系统 响应 的 影响 。 
给 习题 巨 中 的 系统 分 别 设计 出 灵敏 度 问题 的 最 优 Tt。。 和 Tt 控制 颖 ,并 对 得 出 的 
系统 进行 时 域 与 频 域 分 析 。 

一 6.4750s“ 十 4.0302s 十 175.7700 


考虑 文献 [20] 中 给 出 的 例子 C(s) 一 5(555 十 8568255 二 139.50215 二 0.0929， 老 


.09 s“ 十 1.25 十 1] 4 
选择 灵敏 度 加 权 函 数 fi(s) = T 5 GT0000TT200005TT 试 为 系统 
设计 一 个 Xee 控制 器 ， 并 仿真 出 闭环 系统 的 阶 跃 响应 曲线 。 

斌 号 出 习题 9 中 模型 的 系统 矩阵 。 


假设 受 控 对 象 模型 的 标 称 模型 (4, 召 .C.,0) 为 


-0.023 -37 -19 一 32 0 0 
| 0 -19 098 0 _ |=-0.41 0 [0o50 0 
“=|ool2 -12 -26 0| 2 =|-78 22|:C= 0 0 吕 
0 0 1 00 0 0 


闫 际 爱 控 对 象 为 相 乘 型 不 确定 系统 G(s) = G(sj(T 十 4)， 根 据 不 确定 性 和 性 能 要 
求 选 择 加 权 函 数 











0.5(s 十 也) 0 50(s 十 100) 0 
-| s 十 0.03 人 一 十 10000 
到 31(s) = 1 0.5(s+ 及 |， 殖 3(3) 一 | 1 oo 
5 十 0.03 5 十 10000 


弃 设 计 出 最 优 的 ?ft-- 鲁 棒 控 制 器 ， 并 通过 仿真 选择 合适 的 9 信 。 


曲 电 二 重 


432 第 8 章 重 棒 控 制 理论 的 数学 基础 


和 


12 试 分别 采用 重 棒 控制 工具 箱 函 数 和 YALMIP 程序 , 按照 线性 许 阵 不 等 式 方 式 求解 
下 面 的 线性 规划 问题 。 


(由 min 一 371 十 472 一 273 十 5z1 (2) min Z6 十 安 
471 一 Y2 十 2Z3 一 ZX4 一 一 2 4X1 十 Z2 十 Y3 十 Z4 一 4 
T1 十 Z2 一 Z3 十 274 琉 14 一 471 十 I2 一 2X3 一 Y6 十 Z7 一 1 
了 号 区 St 
271 一 3Z2 一 Ta3 一 4 之 一 过 372 十 23 十 了 5 十 Zr 一 9 
ri,2.3 袜 一 1,74 无 约束 7T1.2.... .7 之 0 
13 斌 利用 直 MI 工具 箱 求解 下 面 的 最 优化 问题 。 
minm tr( 怀 ) 
帮工 臣 
1 + 人 人 CC 克 瑟 -0 
吾 工 茂 -了 


一 1 -2 1 ] ] 一 | 0 
其 中 4=- |3 2 1|1B-|1olo=|l- -3 -12?|， 
1  --2 一 | | U 一 12 一 36 
14 已 知 两 个 线性 系统 模型 (41, 吾 1),， (42, 态 2) 如 下 ， 试 判定 是 否 存在 同一 状态 反馈 
向 量 ， 能 够 同时 镇 定 这 些 系 统 模型 。 


2 U 
2 
从 1 = ] 
世 


好 1 一 到: = 


们 3 


4 
忆 
] 
4 ] 


呈 ” 《9 心 
1 心心 


] 
< 
2 
4 


wa ep 是 二 
Co ch CD 


与 

2 

二 

15 利用 线性 抵 阵 不 等 式 工具 箱 中 相应 的 函数 求解 习题 9 中 的 鲁 棒 控 制 器 设计 问题 ， 
并 和 该 习题 的 结果 进行 比较 。 

16 考虑 习题 1 中 给 出 的 不 确定 模型 ， 试 采用 定量 反馈 的 方法 ， 设 计 出 合适 的 QFT' 控 
制 嚣 。 

17 考虑 不 确定 模型 力 (s) = 
2.25 的 控制 器 。 


18 标准 传递 函数 是 在 控制 系统 设计 中 很 重要 的 一 类 传递 函数 模型 ， 试 得 出 不 同 阶 次 
和 不 同 自 然 频 率 下 的 标准 传递 函数 模型 及 响应 曲线 。 


19 考虑 下 面 的 双 输 入 双 输 出 系统 模型 2 


] 


SBOC 
3s2(s2 十 28) 


s (0.5,2)， 试 设计 出 满足 这 


< 


一 1 [1 1 0 0 
6 0 --3 1 ] 0 2 0 一 1 0 
太一 一 一 
出 1 1 1 20oo5 加 0 1 | 
2 -2 一 2 0 0 1 
it bo U D 
g4=|0 0 -1 ,五 =|1 0 = 四 | 
U 1 一 1 0 1 人 














中 二 


忆 2 
s2 十 2 s2 二 5 二 1 
吧 CG(9) = 4s 十 1 1 
sS2 二 2s 十 1 S 


试 求 出 能 使 其 解 看 的 状态 反馈 方法 ， 并 考虑 轰 后 配置 方式 的 解 玺 ， 讨 论 参 考 极 后 
位 置 选择 对 解 耦 及 控制 的 影响 。 
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分 数 阶 微 积 分 学 问题 的 计算 机 求解 


一 般 地 ，d"yy/dz" 表示 对 zz 的 寻 阶 导数 , 但 者 寻 = 17/2 时 是 
什么 含义 呢 ? 这 是 300 多 年 以 前 法 国 著名 数学 家 Guillaume Francois 
Antoine L'H6opital 问 过 和 傲 积 分 芝 便 造 者 之 一 Gattfried Wilhelm 
Leibnitz 的 一 个 问题 由 。 分 数 阶 微 积 分 理论 建立 至 今 已 经 有 300 年 的 
历史 了 , 但 星期 主要 侧重 于 理论 研究 , 近年 来 在 很 多 领域 都 已 经 开始 
应 用 分 数 阶 微 积 分 学 理论 , 如 在 自动 控制 领域 出 现 的 分 数 阶 控制 理论 


等 新 的 分 文 。 


以 往 的 控制 理论 和 其 他 数学 建 模 方法 侧重 于 集中 参数 系统 的 建 
模 ,， 例 如 电阻 可 以 用 一 个 比例 系数 来 表示 。 在 电阻 不 能 用 集中 参数 表 
示 时 ， 则 需要 用 描述 分 布 参数 系统 的 伪 微 分 方程 来 精确 描述 ， 例 如 远 
虐 离 传输 线 的 模型 和 电热 炉 模 型 等 。 这 类 模型 在 控制 系统 仿真 软件 
中 很 难 描述 。 引 入 分 数 阶 微分 算 子 , 则 可 以 将 其 用 分 数 阶 微分 方程 描 
述 , 在 仿真 回路 中 可 以 容易 地 表示 这 样 的 问题 。 另 外 ， 由 于 分 数 阶 微 
积分 本 身 的 特性 ,分 数 阶 控制 器 县 有 很 多 整数 阶 系统 无 法 实现 的 优越 
性 ,所 以 研究 分 数 阶 系统 的 建 模 、 分 析 与 设计 也 是 很 有 实际 意义 的 。 

本 章 9.1 节 将 介绍 分 数 阶 微 积 分 的 定妆 及 各 种 计算 方法 ,还 将 给 
出 分 数 阶 微 积分 的 各 种 性 质 。9.2 节 将 以 分 数 阶 线性 系统 建 模 为 例 ， 
外 绍 MATLAB 编程 中 -- 个 很 重要 的 面向 对 象 设 计 的 基本 技术 --- 
关 的 建立 ,将 介绍 分 数 阶 传递 函数 类 的 设计 。 根 据 该 传递 函数 类 分 别 
定义 出 系统 模块 各 种 连接 方法 的 重 载 运算 、 时 域 分 析 和 频 域 分 析 的 概 
念 MATLAB 实现 ,为 分 数 阶 系统 的 分 析 打 下 基础 。9.3 节 将 介绍 利 
用 车 名 的 Oustaloup 滤波 器 通 近 分 数 阶 微分 算 子 的 方法 ， 并 给 出 改 
进 的 微分 算 子 滤波 器 ， 显 著 提 高 分 数 阶 模型 的 拟 合 精度 。 采 用 这 样 的 
沽 汲 器 无 颖 会 增加 系统 模型 的 阶 次 , 会 使 得 阶 次 高 达 数 十 或 上 百 , 使 
得 系统 的 分 析 与 设计 变 得 困难 , 故 9.4 节 将 给 出 使 得 误差 Tt。 范 数 最 
小 化 的 模型 次 最 优 降 阶 算法 。9.5 节 将 探讨 分 数 阶 系统 的 控制 器 设计 
方法 。 
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和 胡 直 和 和 昌 和 和 和 学 是 和 部 了 


9.1 分数 阶 微 积 分 的 定义 


在 分 数 阶 微 积 分 理论 发 展 过 程 中 , 出 现 了 很 多 种 函数 的 分 数 阶 微 积 分 的 定义 ， 
如 由 整数 阶 微 积 分 直接 扩展 而 来 的 Cauchy 积分 公式 、Griinwald-Letnikov 分 数 
阶 微 积分 定义 、Riemann-Liouville 分 数 阶 微 积分 定义 以 及 Capnuto 定义 等 ， 本 节 
将 先 介 绍 这 些 定 义 及 其 等 效 关 系 ， 再 给 出 分 数 阶 微 积 分 的 各 种 性 质 。 


9.1.1 分数 阶 和 做 积分 的 定义 


1. 分 数 阶 Cauchy 积分 公式 
分 数 阶 Cauchy 积分 公 陈 从 简单 整数 阶 积 分 直接 扩展 而 来 


IT (7 十 了 几 T) 
晤 “| 证 六 


其 中 ，C 为 包围 jb 单 值 与 解析 开 区 域 的 光滑 曲线 。 
由 Cauchy 积分 公式 可 以 容易 地 推导 出 正弦 、 余 弦 函 数 的 整数 阶 导数 公式 


d 上 
了 si ot| = 0 Sin (wa 十 浊 ) 和 os ot| = 一 0 cos (a 十 到 (9-1-2) 


可 以 证 明 ,， 该 公式 同样 适用 于 8 为 分 数 的 情形 。 

2. Griinwald-Letnikov 分 数 阶 微 积 分 定义 

Griinwald-Letnikov 分 数 阶 微 积分 定义 是 分 数 阶 控制 中 最 广泛 应 用 的 分 数 阶 
微 积 分 定义 ,该 定义 的 数学 表示 为 


2rjf (= 





(9-1_1) 


[一 2j7 有 
28100 =J 产 》 (0 四 Ht 一 7) (9-1-3) 


j 一 0 
其 中 ,wu 人) = (一 1 1 为 函数 (1 -- z)s 的 多 项 式 系数 , 该 系数 还 可 以 更 简单 地 
由 正面 的 递 推 公式 直接 求 出 : 
wi" 一 1，uwf) = ( -- 1 ui 了 一 开 2,， (9-1-4 


根据 该 定义 可 以 推导 出 分 数 阶 微分 计算 的 算法 为 


1 [co | It-o)/ 
2281 人 = 二 多 ( 晤 1 说 = 去 oj 让 


7=-0 7-0 


(9-1-5) 


.1 分 数 阶 微 积 分 的 定义 


假设 步 长 疡 足够 小 , 则 可 以 用 式 (9-1-5) 直接 求 出 函数 数值 微分 的 近似 值 , 并 
可 以 证 明 乌 ， 该 公式 的 精度 为 o(j)。 所 以 , 利用 Griinwald-Letnikov 定义 可 以 立 
即 编号 出 下 面 的 函数 来 求 取 给 定 函 数 的 分 数 阶 微分 函数 回 。 

function dy=glfdiff(y,t,gam) 

hb=t(2)-t(1); dy(1)=0; y=y(:); t=t(:)， 

w=]; for j=2:1ength(t)，Vw(j)=w(j-1)*(1-(gam+l)/(j-1))，end 

for 1i=2:1ength\t)，dqy(i)=w(1:i)*#*[y(i:-1:1)]/h>gam;， end 


其 中 ， 2, 二分 别 为 给 定 函数 的 采样 值 与 时 刻 值 构成 的 向 量 。 要 求 二 为 等 间距 向 量 ， 
县 7 为 分 数 阶 的 阶 次 , 这 样 得 出 的 @, 向 量 为 函数 的 分 数 阶 导数 。 


例 9-1 已 知 函 数 ji) = etsin(3t 十 1)，te(0,xr)， 试 求 出 其 分 数 阶 导数 。 
求解 分 别 选择 采样 周期 全 = 0.01 和 0.001,， 则 可 以 得 出 在 这 两 个 采样 周期 下 计算 出 
的 0.5 阶 村 数 函 数 曲 线 ， 如 图 9-1 (a) 所 示 。 可 见 ， 在 土 接 近 0 的 区 域外 二 者 是 很 接近 
的 。 对 本 函数 而 言 ， 选 择 了 = 0.01 可 以 足够 精确 地 求 出 函数 的 分 数 阶 微分 。 
>> tl=0:0.001:pi;j yl=exp(-tl) .*sin(3xt1+1); dyl=glfdiff(yl,t1.0.5)， 
t2=0:0.01:Pi; y2=exp(-t2) .*sin(3yt2+1); dy2=glfdiff(y2,t2,0.5) 
plot(tl,dqyl,t2,dqy2,，:--，) ， axiSs([0,pi,-1.2,5]) 
对 不 同 的 ?7 选 值 ， 可 以 调用 下 面 的 语句 绘制 出 分 数 阶 导 函 数 的 三 维 图 如 图 9_1 
(b) 所 示 。 
>> Z=[; t=0:0.01:pPi; y=exp(-t) .*sin(3*+t+1) : 
for gam=0:0.1:1，Z=[Z; glLfdiff(y,t,gamn)] ; end 
BE OO 2 2 axlis([0,pi,0,1,-1.2,6]) 





0 0.5 ] ， 3 


志 3 
(a) 不 同 采样 周期 的 结果 比较 (b) 分 数 阶 微分 曲面 
图 9-1 函数 的 分 数 阶 微分 


3. Riemann-Liouville 分 数 阶 微 积 分 公子 
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Riemann-Liouville 分 数 阶 积分 公式 的 阜 义 为 
.9rejtb) = F | -mdr (9-1-6) 


其 中 , 0<a< 1 且 a 为 初 值 ， 一般 可 以 假设 零 初 始 条 件 , 即 令 a = 0, 这 时 微分 
记号 可 以 简写 成 乡 “1 矿 慧 。Riemann-Liouville 定义 为 目前 最 常用 的 分 数 阶 微 积 
分 定义 。 特 别 地 , 乡 左 右 侧 的 下 标 分 别 表 示 积 分 式 的 下 界 和 上 界 鲁 。 

由 这 样 的 积分 还 可 以 定义 出 分 数 阶 微分 。 假设 分 数 阶 有 -1< 8 过 mm 则 定义 
其 分 数 阶 微分 为 


6 d (一 D) 1 dd Ar) 

71- 曾 [ 全 7 全 =- 训 本 外 革 3 和 ne Ga 
4. Caputo 分 数 阶 微分 定义 
Capnuto 分 数 阶 微分 定义 为 


ar 1 (7) 
0929V( = FT 二 | 让 7 (9-1-8) 


其 中 , a = 7m 十 ?70 为 整数 ,0 < > 乞 1。 类 似 地 ， Caputo 分 数 阶 积分 定义 为 


0 从 ' = | C 人 d7，7>y<0 (9-1-9) 
可 以 证 明 辐 ， 对 很 广 一 类 实际 函数 来 说 ，Griinwald-Letnikov 分 数 阶 微 积 

分 定义 及 Riemann-Liouville 分 数 阶 微 积 分 定义 是 完全 等 效 的 。Capnuto 定义 和 

Riemann-Liouville 定义 的 区 别 主要 表现 在 对 常数 求 导 的 定义 上 ,前 者 对 常数 的 

求 寻 是 有 界 的 (为 0)， 而 后 者 求 导 是 无 界 的 ，Caputo 定义 更 适用 于 分 数 阶 微分 方 

程 声 值 问题 的 描述 。 本 节 主 要 研究 Griinwald-Letnikov 分 数 阶 微 积分 及 其 在 控制 

中 的 应 用 问题 。 

例 9-2 试用 Griinwald-Letnikov 定义 和 Cauchy 积分 公式 分 别 求 取 已 知 函 数 Fi) 一 

sin(3t 十 1) 的 0.75 阶 微分 ， 并 比较 得 出 的 结果 。 

求解 由 Cauchy 定义 ， 按 式 (9-1-2) 给 出 的 分 数 阶 徽 分 公式 可 以 立即 求 出 0.75 阶 微分 


0.75 
为 0 有 =30sin (sc 5 ， 而 用 Griinwald-Letnikov 定义 的 微分 可 以 由 


glfqiff() 通 数 得 出 。 这 样 ， 由 下 面 语句 可 以 绘制 出 由 这 两 个 定义 得 出 的 分 数 阶 微分 
曲线 ， 如 图 9-2 所 示 。 
>> t=0:0.01:Pii y=sin(3+rt+1); yl=3”0.75*ySin(3yt+t+0.75*kpi/2) ; 
y2=glLftdiftf(y,t,0.75); Plot(t,yt,t,yY2，:~-:) 
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图 9-2 不 同 定义 下 的 分 数 阶 微分 则 线 


比较 两 种 定义 得 出 的 结果 ， 可 见 用 Canuicjiy 积分 公式 定义 的 算法 没有 初始 突变 过 
程 ,在 上 =0 区 域 以 外 二 者 几乎 是 一 致 的 。 从 得 出 的 结果 很 难 断 定 哪个 定义 是 正确 的 ， 
因为 这 完全 取决 于 上 和 过 0 时 y% 的 值 是 什么 。 著 wy =0， 则 显然 在 二 = 0 时 刻 y 的 值 从 
0 突变 到 sin1， 所 以 这 时 分 数 阶 微分 值 应 该 为 se， 突变 的 影响 亦 将 持续 一 段 时 间 ， 故 
GCTriinwald-Letnikov 定义 能 正确 反映 该 阴 数 的 分 数 阶 微分 变化 ， 而 不 适合 用 Cauchy 
积分 公式 ; 若 在 寺 乞 0 时 原 通 数 仍 然 满 足 函 数 V 人 =sin(3t 十 1)， 则 在 上 = 0+7 时 函数 
没有 突变 ， 这 时 更 适合 使 用 Canuchy 积分 公开 。 


9.1.2 分 数 阶 微 积 分 的 性 质 


分 数 阶 微 积 分 有 如 下 性 质 呈 

中 解 林 冰 数 /的 分 数 阶 导数 022 0 对 上 和 都 是 解析 的 。 

2 a = 兄 为 整数 时 ， 分 数 阶 微分 与 整数 阶 完 全 一 致 , 且 0920j 昌 = 让 划 。 
G@) 分 数 阶 微 积 分 算 子 为 线性 的 , 即 对 任意 常数 c,5， 有 


02 oj+ 罗 (0 = ao +60259g 人 (9--10) 
Q@ 分 数 阶 微 积分 算 子 满足 交换 律 ， 并 满足 登 加 关系 
12 6201 = 一 oo =o2272710 (9-L1H) 


电 函数 分 数 阶 微分 的 Laplace 变换 为 


贱 一 】 


2|287j 人 | = sw 六 2] (9-1-12) 


太一 ] 


特别 地 , 若 函 数 ff) 及 其 各 阶 导数 的 初 值 均 为 0, 则 .29e jb] = so.22[Fb]。 
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本 和 


9.2 ”线性 分 数 阶 系统 的 时 域 与 频 域 分 析 


分 数 阶 系统 是 传统 的 整数 阶 系 统 的 直接 拓展 。 利 用 分 数 阶 微 积分 的 Laplace 
变换 性 厌 , 分 数 阶 系统 也 可 以 由 传递 图 数 模型 描述 , 不 同 的 是 , 这 样 的 传递 函数 是 
分 数 阶 的 传递 函数 模型 。 例 如 , 单 变 量 系统 的 分 数 阶 传递 函数 表示 为 


六 5731 十 D2372 十 .… .十 5S7m 
G1S 十 G25S52 十 :十 QQ 1Sn-1 十 CQnSn 


其 中 分 子 分 母 多 项 式 的 系数 i, ai 为 实数 ， 且 阶 次 六 ,mm 也 为 实数 。 分 数 阶 传递 函 
数 的 Laplace 变换 求解 是 很 复杂 的 ,对 一 般 问 题 来 说 ， 得 出 该 变换 解析 解 是 不 可 
能 的 。 本 王将 研究 分 数 阶 传递 函数 的 时 域 与 频 域 分 析 方法 ,并 介绍 建立 分 数 阶 传 
递 函 数 MATLAB 类 的 基本 方法 及 应 用 。 


9.2.1 分 数 阶 传递 函数 模型 的 MATLAB 描述 


显然 , 如 采 给 出 式 (9-2-1) 中 给 出 的 分 数 阶 传递 函数 模型 的 系数 与 阶 次 ,可 以 
惟一 确定 该 传递 函数 模型 。 基 于 这 样 的 考虑 , 可 以 用 下 面 介 绍 的 方法 建立 其 一 个 
分 数 阶 传递 函数 的 类 fotf。 建 立 类 的 最 基本 步骤 是 建立 一 个 efotf 目录 , 在 目录 
中 编 与 两 个 图 数 fotf() 和 display()， 前 者 描述 该 类 的 内 容 ， 后 者 描述 该 类 的 
显示 方法 。 有 基体 地 , 可 以 首先 建立 起 fotf .m 文件 : 

function G=fottf(a,na,b,nb) 
LT nargIn==O， 
6G6.a=[;i G.na=[]; G.b=[]; G.nb=[]; G=class(G, :fott:)， 
elsejif isa(a, :fotft:) ，G=a; 
elseif nargin==lL1 妈 isa(a, double:)，G=fotf(1,0,a,0)， 
esSe ， 
ii=finda(abs(a)<eps); al(ii)= 日 ; na(ii)=T]:; 
ii=find(abs(b)<eps); b(ii)=[];， nb(ii)=[; 
aa.a=ai G.na=nai G.b=b;i G.nb=nb;i G=clLass(G, :fotf :) ， 
e 了 DTd 


该 困 数 的 调用 格式 为 G=fotf(a,7, ,7) ， 其 中 , 向量 w 和 也 分 别 为 系统 
的 分 母 和 分 子 多 项 式 系数 内 量 , 而 凡 和 7 为 系统 的 分 母 和 分 子 的 阶 次 向 量 。 
为 一 个 基本 的 函数 为 类 显示 函数 display()， 其 内 容 为 
function display(G') 
strN=polydispPG.b,G.nb); strD=Ppolydisp(G.a,G.na) ; 
nm=max([L1Length(CstrN) ,Length(strD)] ) ; 
nn=length(strN) ; nd=length(strD) ; 
dispP(Lchar(《” "*ones(1,floor((nmn-nn)V2))) strN] ) ， 
disp(Cchar(:-:*ones(1,nm)))， 
disp([char(” :*ones(1,floor((nmn-nda)V2))) strD] ) 


Cl(s) 一 (9-2-1 ) 
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人 


function stIP=polydisPkpP ,DP) 
P=::; [np,ii]=sort(np, :descend); P=pP(Cii) ; 
for 1i=1:1Length(P) ， 
P=[P, :+ ,nun2str(p(i))， sf ,nunm2strCnP(Ci))， 寺 1; 
ed 
P=P(2:end); P=strrep(P,)s”{fO0+:,); P=sStrrep(P，+- 一 ) 
P=StrreP(P ,，{ 人 1 ， ) P=SstrreP(P， +18 7 ， TS ) | 
stTrP=Sstrrep(P，:-1s:，-S 7) 
if length(strP)>=2 & strP(1:2)== :18，，StrP=strP(2:end); end 


有 了 这 两 个 函数 ,就 可 以 在 MATLAB 工作 空间 中 直接 建立 起 一 个 分 数 阶 传 
递 函数 类 ,然后 在 MATLAB 环境 中 对 该 系统 进行 进一步 分 析 ， 就 像 前 面 介 绍 的 
tf 类 一 样 。 
例 9-3 试 将 分 数 阶 传递 函 数 输入 到 MATLAB 工作 空间 。 


DaS0.53 一 才 
cs) = 5500T38TDU0798TI5503TTT5 





求解 先 分 别 定义 出 系统 的 系数 与 阶 次 向 量 ， 则 可 以 由 下 面 的 语句 直接 在 MATLAB 
环境 中 建立 起 分 数 阶 传递 画 数 对 象 
>> b=[-2,-4]; nb=[0.63,0]; a=[2 3.8 2.6 2.5 1.5]; 
na=[3.501,2.42,1.798,1.31,0]j; G=fott(a,na,b,nb) 
由 该 对 象 内 部 的 display() 函数 可 以 自动 地 按照 规定 格式 将 其 显示 出 来 。 
还 可 以 在 etf 目录 中 建立 起 一 个 fotf ,m 文件 ,内 容 如 下 。 该 文件 可 以 将 一 
个 整数 阶 传递 函数 模型 对 象 转换 成 fotf 对 银 。 


function G1=fott(G) 

n=G.nun{f1+; dq=G.den{f1+; il=find(abs(n)<eps); iIi2=find(abs(dq)<eps) ; 
if Jength(it)>0 女 Il1(1)== 寺 ，Dn=nGil(l)+l:end);i end 

if length(Ci2)>0 码 i2(t)==1，d=dGi2Ct)+l:end); end 
Gil=fotf(d,Length(dq)-t:-1:0n,1engthkn)-1:-1:0) 


9.2.2 “分 数 阶 模块 的 互联 定义 


前 面 介 绍 过 整数 阶 系统 模型 的 串联 、 并 联 和 反馈 连接 。 类 似 于 这 些 连接 方法 ， 
可 以 在 efotf 上 日 录 下 编写 plus .m, mtimes.m 和 feedback.m 文 件 ， 分 别 表示 模 
块 的 串联 、 并 联 和 反馈 连接 。 这 些 函 数 使 用 了 面向 对 象 编程 的 重 载 技 术 。 这 些 轩 
数 的 内 容 分 别 为 
db 加 法 函数 plus() 可 以 实现 分 数 阶 模块 的 并 联 
furnction G=plus(G1,G2) 
a=KronfGit.a,G2.a); b=[kron(G1t.a,G2.b)，KxrontGt.p,G2.3)】; 
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有 和 


na=[，nb= 吕 ; 
for ii=l1:]1ength(CGt.al) ， 

na= [na Gl.na(i)+G2.na]l ; nb=[nb，Gt,naC)+G2.nbj; 
BT 
for i=tl:JLength(Gl.b)，nb=[nb G1.nb(i)+G2.naj ; end 
G=unique (fotf(a;na,b,nb)) ; 


@ 乘法 函数 mtimes() 可 以 实现 模块 的 串联 


function G=mtimes(G1 ,G2) 

G2=fotf(G2) ，a=kron(CGt.a,G2.a)， 

b=kron(G1.b,G2.b);， na=[] ， nb=[] ; 

for i=tf:length(G1.na) ，na= [na,G1.na(i)+G2.na] ; end 
for zi=1:1Iength(G1.nb)，nb=[nb,G1.nb(i)+G2.nb] ; end 
G=uniquetfotf(a,na,b,nb) ) ; 


G) 反馈 函数 feedback() 可 以 实现 模块 的 反馈 连接 


function G=feedback(F ,H) 
H=fotf(H) ; b=kron(F.b,H.a): 
a=[kronGF.b,H.b)，Kron(F.a,H.a)]; na= 丫 ;nb=[]; 
for I=1:1engthGF.b) ， 

nb=[nb FE.nb(i)+H.nb]j;i na=[na,F.nb(i)+H.nb]， 
end 
for 1i=1:LIengthGF.a)，na=[na 了 .na(i)+H.na]l; enqd 
G=unique(Ctotf(a:,na,b,nb) ) ; 


由 化 简 裔 数 unique(): 因为 通过 前 面 的 连接 函数 可 能 出 现 可 以 对 消 的 堆 极 
点 , 或 可 能 出 现 同类 项 , 所 以 可 以 定义 出 下 面 的 函数 , 对 得 出 的 分 数 阶 传递 函数 对 
象 进行 化 简 
function G=unique(G) 
[a,nj=polyuniq(G,a,G.na)j G.a=ai G.na=n; 
[La,nj=polyuniq(G.b,G.nb); G.b=a;i G.nb=n; 
function [a,an]=polyuniq(ay,am) 
[an,iij=sort(an,'descend:); a=a(ii); ax=diff(an); key=l; 
for ji=1:1ength(ax) 
if ax(zi)==0， 
ak(Kkey)=a(key)+a(key+l1); a(key+1l)= 口 ; an(key+1)= 癌 ; 
else，Key=key+lT; enda 
enda 


@) 目 减 庆 数 uminus(): 定义 了 自 减 函数 就 可 以 计算 -G 
function G=uminuas(G1) 
G=fotfi(G1.a,G1.na,-Gl1.b,G1.nb)， 


G) 减法 函数 : 定义 了 减法 函数 就 可 以 计算 G - G， 
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function G=minus(G1 ,G2) 
G=G1+(-G21) ; 


C@) 逆 函 数 inv(): 可 以 计算 17/G 


_function G=inv(G1) 
G=fotf(Gl1.b,6G1.nb,Gt1.a,G1.na)， 


例 9-4 假设 单位 负 反 馈 系 统 的 分 数 阶 子 模型 为 


0.8s… 十 2 Ge = 1.28 全 十 1.583 
1.1s158 十 0.8515 十 1.95605 二 04 508 





Crf(s) 一 


试 求 出 闭环 系统 的 传递 函数 模型 。 
求解 可 以 先 单独 输入 系统 的 对 象 模型 和 控制 器 模型 ， 然 后 用 下 面 的 命令 直接 得 出 闭 
环 系统 的 分 数 阶 传 递 涵 数 模型 
>> G=fotf([1.1,0.8 1.9 0.4] ,[1.8 1.3 0.5 0],[0.8 2] ,[1.2 0])， 
Gc=fotf([L3j ,0.8j,[1.2 1.5],[0.72 0.33]); Ga=feedbacK(G*xGc ,1) 
这 样 得 出 的 闲 环 模型 为 
0.965 十 1.28L 3 十 2.45072 十 38s033 
3.3s2.6 十 2.4s2.1 十 0.96s1.92 十 1.251.53 十 5.751.3 十 1.2s0.8 十 2.480.72 十 350.33 


可 见 ， 通 过 上 面 几 个 语 白 就 可 以 得 出 系统 的 闭环 模型 ， 所 以 这 样 定 义 的 也 数 使 用 
起 来 还 是 很 方便 的 ， 它 可 以 化 简 整 个 分 数 阶 系统 的 分 析 与 设计 过 程 。 


Ca(5) 





9.2.3 分数 阶 系统 的 频 域 分 析 


对 分 数 阶 传递 函数 来 说 ,如 果 用 jw 直接 取代 传递 函数 中 的 s， 则 可 以 将 分 数 
阶 传递 函 数 了 团 环 成 和 w 相关 的 CUjw) 函数 ， 该 函数 可 以 同样 分 别 写 成 实 部 和 虚 部 
的 表示 形 却 或 幅 值 相位 的 表示 形式 ,这 样 可 以 简单 地 得 出 分 数 阶 系统 的 频 域 响应 
数据 。 根据 这 样 得 出 的 频 域 响 应 数据 ,可 以 同样 绘制 出 系统 的 Bode 图 、Nyqnuist 
图 和 Nichols 图 。 可 以 在 efotf 目录 下 的 重 载 函 数 bode.m 文件 绘制 出 系统 的 
Bode 几 ， 该 图 数 的 内 容 为 
function H=bode(G ,WwW) 
a=6.3a; eta=6.naj b=G.bji gamma=G.nb ， 
1If hargin==l，Ww=Jlogspace(-4,4) ; end 
for 1i=1:1ength(w) 
P=b*#*((《sqrt(C-1)*w(iz)) .gammna,，) 
Q=a*+((sqrtk-1)*w(i)).>eta.:);，HlC)=P/Q: 
eDI 
H1l=frd(Hl,w); if nargout==0，bode(H1);， else，H=Hl1，enda 


二 本 
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该 函数 的 调用 格式 为 妃 =bode(G,w)， 其 中 C 为 分 数 阶 传递 困 数 对 象 ，w 
为 用 户 选 定 的 频率 癌 量 ,该 变量 可 以 省 略 ， 采 用 坎 认 值 。 和 整数 阶 系统 的 bode () 
图 数 关 似 , 若 不 返回 五 变量 , 则 会 日 动 绘制 出 系统 的 Bode 图 。 类似 地 , 在 该 目录 
中 还 可 以 编号 nyquist.m 文件 和 nichols.m 文件 。 
function nyquist(G,w) 
if Phargin==1，w=1Iogspace(-4,4); endj H=bode(G,w)i nyquist(H) ; 


function nichols(G ,T) 
if nargin==1，Vw=Jogspacek-4,4) ; end;i H=bodqe(G,w); nichols(H) ; 


例 9-5 试 绘制 出 例 9-4 中 给 出 的 开 环 模型 Bode 图 和 Nichols 图 。 
求解 可 以 由 下 面 语 句 分 别 绘制 出 校正 前 与 校正 后 的 开 环 系统 Bode 图 和 Nichols 图 ， 
如 图 9-3 (ai、(b) 所 示 。 可 见 ， 使 用 分 数 阶 传递 函数 对 象 后 ， 系 统 分 析 几 乎 和 整数 阶 系 
统一 样 容 努 。 
>> G=fotf(t1.1,0.8 1.9 0.4],[1.8 1.3 0.5 0] ,[0.8 2] ,[1.2 0] )， 
Gc=fotf([3]j , [0.8j]，[1.2 1.5],[0.72 0.33]); H=fotf(1,0,1,0) ; 
Hl=bode(G) ; H2=bode(G*yGc); bode(H1 ,H2，，:，) 
figure; nichols(Hl,H2,::); griqa 
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9-3 分 数 阶 系 统 的 冰 域 分 析 


9.2.4 分 数 阶 系统 的 时 域 分析 


和 胡 域 啊 应 分 析 相 比 ， 分 数 阶 系统 的 时 域 分 析 要 复杂 一 些 。 考虑 一 类 简单 的 
分 数 阶 微分 方程 忆 


0120 十 2 十 :十 or 2 十 anBng 人 一 ww 人 相 (9-2-2) 


其 中 尺 的 为 某 已 知 函 数 。 假 设 输出 信和 号 y(b 及 其 各 阶 导数 的 初 值 均 为 0， 则 可 以 


9.2 线性 分 数 阶 系统 的 时 域 与 频 域 分 析 


和 


由 Lapjlace 变换 写 出 系统 的 传递 函数 模型 
] 


CTS 十 CDS7T2 十 。，， 十 人 183 一 1 十 CQnS7n 


册 考 虑 GTriinwald-Letnikov 分 数 阶 微 积分 定义 ， 可 以 号 出 上 述 微分 方程 的 离 
衣 形 式 为 


Gf(s) 一 (9-2-3) 





LEt 一 QJ) 7 [一 oj 本 
OU 站 ug 任 一 功 ) = ) 十 0 玉 | 
7 一 0 





(9-2-4) 
其 中 zy 可 以 由 式 (9-1-4) 递 推 求 出 。 代 入 式 (9-2-2)， 则 可 以 写 出 分 数 阶 微分 方 
程 的 数值 解 为 


[一 a)7 
yy 人 = ut) 一 -总 2 站 的 we- 痢 (9-25) 
二 


t 一 】] 








现在 考虑 式 (9-2-1) 中 给 出 的 一 般 形 式 。 如 果 先 对 等 号 右 侧 的 函数 v( 妇 求 分 
数 阶 寻 数 ,， 则 显然 可 以 将 原 方 程 变换 成 右 侧 为 立 伯 的 形式 , 这样 套 用 上 述 的 公式 
网 可 以 求 出 一 般 微 分 方程 的 数值 解 。 在 实际 编程 运算 中 ， 先 求 导 可 能 导致 计算 误 
关 ， 改 可 以 车 碟 先 求 在 wx(b 激励 下 的 为， 再 对 得 出 的 轨 按照 等 号 右 侧 的 方式 
求 导 。 对 线性 系统 来 说 这 个 方法 是 完全 等 效 的 。 基 于 这 个 算法 ,可 以 编写 出 一 个 
重 载 困 数 lsim() 来 实现 任意 输入 的 分 数 阶 系统 数值 解法 。 

function y=1Ssim(G,u ,tt) 

a=6.ai eta=e.na; b=G6.b; gamma=G.nhb;i nA=1length(a) ; h=t(2)- 七 (1) ; 

D=sun(a./[h, ”etaj); W= 口 ; nT=length(t); vec=[eta gamma] ; 

D1=b(:) .Ah gamma(:);i yY1=zeros(nT ,1) ; W=ones (nT ,1ength(vecy) ) ; 

for j=2:nDT，W(Cj,:)=W(j-l,:).*(1-(vec+1)7/(j-1))，end 

for 1=2:0nT 

A=[Lyt(Ci-l:-1:1)]:*W(2: ,1:nA) 
yl(i)=(ualGi)-sun(A.*a./[h.>eta])])/D， 

end 

for i=2:nT，y(Ci)=(WCl:i,nA+l:end)*D1):*[yl(i:-t:l)]，enqa 


该 函数 的 调用 格式 为 V=lsim(CG,u,t ， 其 中 时 间 向 量 和 输入 点 向 量 分 别 
由 直 和 居 给 出 。 注 意 ,， 当 计算 点 需要 很 多 时 ,这 样 的 求解 方法 可 能 比较 慢 。 

葵 于 1sim() 函数 ， 可 以 编写 一 个 重 载 的 step() 函数 来 绘制 分 数 阶 系统 的 
除 跃 啊 应 曲线 


function y=step(G,t) 
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人 


u=ones (size(t)); y=1lsim(G,u,t); if nargout==0，Plot(tt,y);i end 


该 函数 的 调用 格式 为 y=step(G ,区 ， 其 中 G 为 分 数 阶 传递 函数 模型 , 圭 为 时 间 
向 量 ， 系 统 的 阶 跃 响应 数据 由 向 量 y 返回 。 若 调用 函数 时 不 返回 任何 变量 ， 则 将 
自动 绘制 阶 跃 啊 应 曲线 。 
例 9-6 试 绘制 出 分 数 阶 系统 G(s) = -55 EL0TT TD 的 阶 跃 响应 曲线 。 
求解 选择 不 同 的 步 长 ， 由 下 面 语 句 可 以 立即 绘制 出 系统 的 阶 跃 响应 曲线 ， 如 图 9-4 所 
示 。 可 见 ， 如 果 不 是 将 步 长 选 得 太 大 ， 如 本 例 中 的 0.1，step() 函数 还 是 可 以 精确 地 来 
出 系统 的 时 域 响 应 的 。 值 得 指出 的 是 ,在 仿真 结束 后 应 该 选择 另外 一 个 不 同 的 步 长 来 
检验 仿真 结果 是 否 正 确 。 
>> G=fotf([1 0.75 0.9] ,[0.8 0.4 0] ,5 ,0) ; 

tl1=0:0.001:10; t2=0:0.01:10; ta3=0:0.1:52; 

V1=step(G,t1); y2=step(G,t2); y3=step(G,t3) ; 

plot(t1,yl,t2,y2,:--:,t3,y3，: 7) 


一 一 T 一 一 人 一 全 





0 ] 之 3 二 3 避 了 3 9 10 


图 9-4 分 数 阶 系统 的 阶 跃 啊 应 曲线 


9.2.5 一 类 分 数 阶 线性 系统 时 域 响应 解析 解 方法 


类 似 于 整数 阶 函 数 的 部 分 分 式 展开 法 ,求解 一 类 线性 系统 时 域 响 应 解析 解 可 
以 通过 引入 Mittag-Lefaer 本 数 来 获得 。Mittag-Lefaer 函数 是 指数 函数 ez 的 拓 
广 。 带 有 两 个 参数 的 Mittag-Lefer 函数 的 定义 为 


&ptz = 》 -一 ，(a， -2- 
BE(2 TORET (Qa;G > 0 (9-2-6) 
显然 ,指数 函数 ez 是 Mittag-Lefer 函数 的 一 个 特例 
oo 机 2 、 2 
EL(2) = 2 天王 2 一 e- 


上 一 器 





9.2 线性 分 教 阶 系统 的 时 域 与 频 域 分 析 


证 本 浊 


由 Mittag-Le 鱼 er 函数 的 定义 还 可 以 导出 其 他 的 特例 ， 如 





0 (9-2-7) 


全 


品 1(z) = cosh(Vz)， 针 2(2z) 一 


太 121(Vz) = -eerfe( 一 v (9-2-8) 


这 样 , 由 ? 项 构成 的 分 数 阶 微分 方程 的 解 可 以 表示 为 


1] 一 (一 相 m 一 
2 ( 志 ) 一 Oo 和》 (7 ko, Ka ， 四 ,大 2 





7 [Ci; 可 (6 -6 _ijm+pn+ 员 (pi 6 后-1 
一 5 (9-2-9 
0 


2 (只 一 On 一 2 
9 一 1，B， 二 + 二 (8。_ 1 一 37)8) Cn 


式 中 妈 ,e(zZ) 为 式 (9-2-6) 中 定义 的 两 参数 Mittag-Lefer 函数 ， 且 


， qd 一 (7 十 玫 ) 儿 77 

mr QQ LN _D_ 
44) 二 dz 人 est 2 几 开 (a7 十 am 十 加) 0 
其 中 必 = 0.12……。 用 MATLAB 语言 可 以 立即 编写 出 求 取 Mittag-Lefaer 函数 
的 ? 阶 导 函 数 的 函数 ml1_fun .m 


function =ml_funka,b,x,n,eps0) 
it RargLIn<S，epsu=eps; enad 
lf nargin<4，Dn=0; end，{f=0; fa=1; j=0; 
while norm(fa,1)>=eps0 
fa=gamma(j+n+l)/gamma(j+l)/Vgamma(a+rj+a*yn+b)#*Xx. ~]j; 
f=f+fa;i j=j+l; 
end 
该 数 的 调用 格式 为 了 =mal_fun(a,8 ,yneo) ， 其 中 en 为 可 以 接受 的 误差 
限 。 得 出 的 f 向 量 即 为 所 需 的 &(%(y), 其 中 4 为 自 变 量 向 量 。 函数 后 两 个 变量 的 
默认 值 为 见 一 0，eo = 一 eps。 
例 9-7 分 别 绘制 出 页 了 (8) 和 如 人 3(9) 曲线 。 


求解 由 前 面 的 叙述 已 知 ， 前 者 的 解析 解 为 eg， 而 后 者 没有 解析 解 。 下 面 的 语 犁 可 以 
绘制 出 这 两 个 函数 的 曲线 ,如 图 9-5 (a) 、(b) 所 示 ， 其 中 解析 解 的 函数 曲线 和 计算 出 来 
的 结果 是 完全 重 会 的。 
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- ] ， 心 .5 1.5 之 
Ca) 急 工 (me) 曲线 (b) 6 La 曲线 


图 9-5 Mittag-Lefaer 导 东 数 曲 线 


>> X=0:0.001:2; yt=ml_fun(l,1,x,5); Plot(Xxyy1L,X,exp(X) ， -一 ) 
figure; y2=ml_fun(sqrt(2) ,1.3;,X,2); Plot(x,Y2) 
一 般 系 统 的 时 域 响应 解析 解 表达 式 (9-2-9) 有 时 过 于 复杂 ,所 以 这 里 只 考虑 


1 
一 个 特殊 模型 G(s) = 元 十 计 十 让 的 阶 跃 响应 解 上 


1 一 ) 1 人 ， 
oo 2 -6E6-pBHmbH at ) (9-2-11) 


其 中 CQa 一 00/a2,61 一 Ql/a2。 仿照 亲 面 的 mL_fEun(C) 纯 数 可 以 编号 出 下 面 的 阶 跃 
啊 应 数值 求解 函数 
function y=ml_step(a0,al,a2,bl,b2,t,eps0) 
y=0; KK=0; ya=t;i a0=a0/a2; at=aly/a2， 
1f Darglin==6，epsu=epSsj endq 
while max(abs(ya) )>=epgs0 
ya=(-1) “KK/AgammatkKtL)*a0~Kk 七 . (人 (K+L)Yb2) . 炎 .，， 
ml_funkb2-bl ,b2+b1l*K+l,-al+t.”(b2-b1l) ,k,eps0) ; 
Yy=Yy+VYya ji 区 =K+T; 
endq 
y=y/a2; 


该 国 数 的 调用 格式 为 V=ml1_step (ao,al,aa,0i ,Ga ,t,eo) 。 

例 9-8 重新 考虑 例 9-6 中 给 出 的 系统 ， 试 用 Mittag-Lefher 函数 的 形 式 来 解 该 系统 的 
阶 跃 响应 曲线 ， 并 比较 前 面 得 出 的 结果 。 

求解 显然 ,ao = 0.9,al =0.75,az = 1,0 = 0.4,6。 = 0.8， 这 桩 由 下 面 的 语句 可 以 得 
出 原 系 统 阶 跃 响应 的 数值 解 ， 和 前 面 由 step() 函数 得 出 的 曲线 和 图 9-4 给 出 的 完全 
一 致 ,无 法 区 分 。 二 者 之 间 的 误差 如 图 9-6 所 示 ， 可 见 两 种 方法 得 出 的 都 是 很 精确 的 。 


9.4 分 数 阶 微分 环节 的 滤波 器 近似 


学 于 1 


>> t=0:0.001:5; y=ml1_step(0.9,0.75,1,0.4,0.8, 七 ) ; 
G=fotf([1 0.75 0.9],[0.8 0.4 0] ,5,0); yl=step(G,t) ; 
plot(t ,5*ry,tyL，--) ，figureij plLlot(t,5*y-y1) 





- - 一 -一 上 上 一 一- -一 -一 一 人 
b 0D.5 ] 革 .3 < 2 了 了 .3 4 4.5 9 


图 9-6 ”两 种 方法 得 出 的 阶 路 响应 曲线 之 间 的 误差 曲线 


从 前 面 实 际 例子 的 仿真 可 见 ， 由 基于 Griinwald-ELetnikov 定义 的 分 数 阶 微分 
计算 得 出 的 阶 跃 啊 应 计算 量 比 Mittag-Lefer 函数 的 算法 计算 量 明 显 小 ,适用 面 
广 很 多 ,所 以 在 后 面 的 研究 中 侧重 于 该 方法 的 使 用 。 


9.3 ”分 数 阶 微分 环节 的 滤波 器 近似 


前 面 给 出 了 各 种 分 数 阶 微分 的 定义 并 着 重 研 究 了 Griimnwald-Letnikov 做 分 
算法 ， 然 而 ， 这些 定 义 能 够 使 用 的 前 提 是 ， 函 数 y(t) 的 表达 式 是 已 知 的 ，F gb) 未 
知 , 则 这 些 定 义 无 法 使 用 。 在 控制 系统 研究 中 , 系统 内 部 信号 的 解析 表达 式 通 常 
丰 个 知 站 的 , 所 以 需要 某 种 方法 直接 由 信号 的 采样 点 来 近似 信和 号 的 分 数 阶 微 积 分 。 
这 旦 将 介绍 的 基于 滤波 器 的 计算 方法 是 解决 这 一 问题 的 有 效 方法 。 


9.3.1 _Oustaloup 遍 推 滤波 器 


文献 引 总 络 了 对 分 数 阶 微分 器 的 各 种 连续 的 滤波 器 逼近 ,离散 滤波 器 和 逼 近 
也 有 相应 的 研究 中 ,在 众多 滤波 器 中 ， DOustaloup 递 推 滤波 器 引 的 性 能 是 很 出 众 
的 。 由 于 纯 微 分 器 的 频 域 特 性 是 斜 线 , 所 以 不 存在 任何 滤波 器 能 在 全 频段 对 微分 
器 有 很 好 的 近似 ， 只 能 在 某 个 感 兴趣 频段 内 实现 微分 器 的 逼近 。 假设 需要 逼近 的 
频段 为 (wb,wn)， 可 以 将 相应 的 滤波 器 写成 


5 十 co 


S 十 CO 





Cr(s) 三 开 ]j (9-3-1) 


太一 一 全 
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”和 


其 中 , 零 极 点 和 增益 可 以 由 式 (9-3-2) 计算 出 来 


人 下 = (9-3-2) 
cb 


KR 十 十 二 (1 一) K 十 六 十 击 (1 十 YY) 
一 和 T 一 2 六 十 1 
凡 三 wb | 一 以 一 wh | 一 


根据 上 述 的 算法 可 以 直接 编写 出 MATLAB 男 数 oustafod() 来 构造 连续 整 
数 阶 滤波 器 。 这 时 当 信 和 号 y( 雪 通过 此 滤波 器 后 ， 滤 波 器 的 输出 可 以 近似 地 看 成 
乡 2y(t 信 生 的 近似 。 

function G=oustafodGT ,N ,wb ,wh ) 

mu=wh/wb; k=-N:N; w_kp=(mnu).”((k+N+0.5-0.5*T)/(C2*N+1) )*wb; 

WwW_KX=( mu) .”“((Kk+N+0.5+0.5#Tr)/A(C2*N+1) )*wWb， 

K=wWh Ti; G=tf(zPKC-wW_kpP， -WwW_K ,K) ) ; 
该 琐 数 的 调用 格式 为 Gr=oustafod(7,N ,wb,wn) ， 其 中 ,7 为 微分 的 阶 次 ; 变 
量 2N + 1 为 滤波 器 的 阶 次 ; (wb,wn) 为 感 兴趣 的 频段 ; 返回 的 G# 即 为 设计 出 的 
例 9-9 假设 wb = 0.01,wn = 100rad/sec, 试 设计 出 连续 滤波 器 , 对 /人 丰 一 er sin(3t 十 
1 信号 计算 0.5 阶 微分 。 
求解 选择 感 兴趣 的 频段 为 (0.01, 100)， 并 选择 阶 次 N = 2,3， 则 可 以 通过 下 面 的 语句 
直接 设计 出 滤波 器 

>> G1=oustafod(0.5,2,0.01,100) ，G2=oustafod(0.5,3,0.01,100) 

bode (GT ,G2) 

这 样 设计 的 两 个 滤波 器 分 别 为 
10s” 十 298.5s4 十 1218s3 + 768.5s2 + 74.97s 十 1 


和 | 一 下 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
is) 一 布下 7407501769809 191852 DOSEC 二 10 


10s' 十 509.4s6 二 5487s5 十 1.499x104s4-+1.079x104s3 二 2045s2 了 98.345 十 ] 
s( 十 98.34s6 十 2045s5 十 1.079x104s4 十 1.499x1045s3 十 5487s2 十 509.4s 十 10 


上 面 的 语句 还 可 以 直接 绘制 出 该 滤波 器 的 Bode 图 如 图 9-7 (a) 所 示 ， 在 该 图 中 还 重 
印 了 直线 ， 表 示 (jb)* 的 理论 值 。 由 下 面 的 语句 还 可 以 绘制 出 由 滤波 器 计算 出 来 的 分 
数 阶 微分 曲线 ， 同 时 也 可 绘制 出 由 Griinwald-Letnikov 定义 计算 出 来 的 分 数 阶 微分 曲 
线 ， 如 图 9-7 (b) 所 示 。 可 见 ， 由 滤波 器 计算 出 来 的 分 数 阶 微分 结果 还 是 很 精确 的 。 
>> t=0:0.001:Pi; y=exp(-t) .*sSin(3*t+1); y0O=glfdiff(y,t,0.5) ; 
yl=lsim(Glt,y,t); y2=1sim(G2,y,t) ; Plot(t,y0,t,y1，-- ,tyY2，: 7) 
当 伏 ， 用 该 产 法 还 可 以 在 更 大 的 频率 范围 内 拟 合 分 数 阶 微分 函数 ， 这 时 需要 适当 
增 大 拟 合 的 阶 次 。 下 面 给 出 在 (10-“, 103) 频段 内 的 拟 合 效果 , 如 图 9-8 所 示 。 可 见 ， 对 
这 样 大 的 频率 范围 ， 不 再 适合 N = 2 的 近似 ， 而 应 该 采用 更 大 的 方 值 , 如 N =4。 


Cro (s ) 一 
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图 9-7 因 数 的 分 数 阶 寻 数 


>> G=oustafod(0.5,2,1e-4,1e4); Gt=oustaftod(0.5,3,1e-4,1te4) ，; 
G2=oustafod(0.5,4,1le-4,1le4); G3=oustafod(0.5,5,1e-4,1le4) ， 
bode(G，,，-:，,G1，:--，,G2， :2 G3，-.，，) 
了 3ode Diagrarm 


30 


-一 一 一 一 一 一 
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图 9-8 不 同 阶 次 下 的 滤波 器 近似 效果 


例 9-10 试用 滤波 器 近似 的 方法 求 出 分 数 阶 传递 孙 数 模型 的 整数 阶 近似 模型 。 


_9s063 _ 4 
(9) 一 35355008 二 7 6576TISOTOTTTD 
求解 可 以 考虑 将 传递 函数 中 的 分 数 阶 微分 表达 式 均 由 Oustaloup 滤波 器 替换 ， 这 
样 就 可 以 用 整数 阶 传递 表 数 逼近 原始 的 分 数 阶 传递 函数 了 。 假 设 感 兴趣 的 频段 为 
(10 一 ,104)， 高 阶 项 如 53.501 可 以 由 s3s0.501 近似 ， 这 样 就 可 以 通过 下 面 的 语句 吉 近 原 
分 数 阶 微分 方程 模型 了 。 
>> N=4; Vl=le-3; w2=le4; gl1=oustafod(0.501,N,wl,w2); s=tf(:s，)， 





g2=oustafod(0.42,N,wl,w2); gE3=oustafod(0.798,N,wl,w2) ， 


4 .第 9 齐 . 分 数 府 微 积 分 学 问题 的 计 和 其 机 求解 
g4=oustafod(0.31,N,wl,w2); g5=oustafod(0.63,N,wl,w2) ; 
G1=(-2*+rg5-4)/(2*S ”~3+rE1+3.8*+*S ~2kgE2+2.6+kSkg3+2.5#kS*+E4+1.5) ; 
可 见 ， 这 样 得 出 的 整数 阶 近似 的 阶 次 是 相当 高 的 ， 达 到 48 阶 。 下 面 的 语句 可 以 
绘制 出 原 系 统 和 近似 系统 的 Bode 图 和 阶 跃 响应 曲线 ， 分 别 如 图 9-9 (alj、(b) 所 示 。 在 
Bode 图 的 相 频 特性 中 二 者 似乎 有 很 大 差异 ， 事 实 上 ， 二 者 相差 360"， 所 以 可 以 认为 二 
者 是 完全 一 致 的 。 由 图 中 的 响应 曲线 可 见 ， 这 样 得 出 的 整数 阶 近似 是 相当 精确 的 。 
>> b=[L-2 -4j; nb=[0.63 0]; a=[2 3.8 2.6 2.5 1.5]， 
na=[3.501 2.42 1.798 1.31 0] ; G=fotf(a,na,b ,nb)， 
w=JLogspace(-4,4,500);j H=bode(G,w);i bode(G1,H,{fle-4,tie4h+) ， 
flLgurei t=0:0.004:30; y=step(G,t); step(G1,30) |; Tine(Ct ,TY) 
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图 9-9 滤波 器 近似 与 原 系统 的 时 域 、 频 域 比 较 


9.3.2 ”改进 的 Oustaloup 滤波 器 


从 前 面 介绍 的 Oustaloup 滤波 器 拟 合 效果 可 见 ， 在 频段 [wb,wn] 的 两 个 端点 
附近 的 拟 合 效 果 不 理想 , 所 以 这 里 将 提出 一 个 改进 的 滤波 器 方案 加。 在 拟 合 的 频 
段 内 ， 分 数 阶 微分 算 子 sx 可 以 由 分 数 阶 传递 函数 来 近似 


KE(s) = | 一生 (9-3-3) 


CG 加 9 

其 0<a<ls 一 job>0d>0 有 Kg (让 全 C 
Lb 

在 频段 wb < w < wh, 由 Taylor 震级 数 可 以 表示 为 


玫 (5s) 一 ( 臣 ) (4 十 GaD(Ss) 十 Ce 一 pl) 十 …， (9-3-4) 
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古本 




















一 Cs 十 
一 一 - 。 可 上 
其 中 P{s) 和 本 7 可 以 寻 出 
7 ap-a 下 -一 
2 1 十 一 一 
1 十 ap(s) 十 本 (5) 十 8 
将 Taylor 级 数 截 断 到 其 第 一 项 ， 则 
总 《E 
] 十 
代 (duwb)” ob 
5 5 (9-3-6) 
or 人 十 ap(s)) 1+- 
了 Ch 
这 时 ， 分 数 阶 微分 算 子 可 以 近似 成 
二 -一 
do (bons con (9.3.7) 
上 qd 一 Q)sz 十 Bons 十 da 1 二 二 
cn 


可 以 证 明 , 式 (9-3-7) 中 给 出 的 多 项 式 在 感 兴趣 频段 (wb ,cb j 内 是 稳定 的 恒 。 
这 样 , 式 (9-3-7) 中 的 非 有 理 部 分 可 以 近似 成 

















AN 
四 四 [了 了 工 十 S/uoy 
六 (s) 一 Jam 玫 N(5) 二 in 用 T 二 7 (9-3-8) 
这 样 , 由 前 面 介 绍 的 递 推 方法 ,可 以 写 出 分 数 阶 微分 算 子 的 改进 滤波 器 
加 交 Gun ds- 十 Mons ~ 5 十 CU 
0 (元 一 Q)s” 十 puns 十 元 有 S 十 CO (3 
其 中 , 实数 极点 和 零点 可 以 写成 
， 人 生气 户 | 3 尖 行 
ww/ 一 ( 冤 ) uk 一 宁 ) (9-3-10) 


出 于 实际 拟 合 效 果 考 虑 ,一 般 可 以 取 ，"= 10, ad = 9。 基于 上 述 算法 ， 可 以 编写 出 
MATLAB 数 new_fod() 来 设计 滤波 器 


function 6G=new_fodGr,N,wb,wh,b ,dl) 
ift nargin==4，b=10; dq=9; end 


全 虽 业 志 是 
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本 


mu=whVwb; Kk=-N:N; wW_kp=(mu).”((k+N+0.5-0.5*T)/A(C2*N+1))wb ; 
WwW_xk=(mu)y .”((Kk+N+0.5+0.5*r)/(2*+*N+1) )*wb;i K=(dxwh/b) IT; 
G=ZPK(-w_Kkp，,-wW_K':,K)*tf(C[da,b*ywnh, 0] ， [dx(1-T) ,pbkwh,Qdqrr]y) ; 


该 函数 的 调用 格式 为 Gf=new_ fod(>y，N wb,wn,p,d) 。 


S 十 j 
| aa- 、 -~ -~  -- 
例 9 11 考虑 分 数 阶 模型 Cs) 10555 二 185555 十 358557 十 T， 


波 器 和 改进 的 滤波 器 逼近 该 模型 ， 并 比较 逼近 效果 。 
求解 由 前 面 的 介绍 可 知 ， 分 数 阶 线性 系统 的 精确 Bode 图 可 以 由 重 载 的 bode() 函数 
直接 绘制 。 由 下 面 语句 也 可 以 容易 地 绘制 出 两 种 不 同 滤波 器 下 整个 系统 的 近似 Bode 
图 ， 对 0.2 阶 微分 的 近似 比较 如 转 9-10 {a) 所 示 ， 而 对 整个 系统 的 近似 比较 如 图 9-10 
(b) 所 示 。 可 见 ， 对 纯 微 分 的 近似 在 整个 感 兴趣 频段 的 拟 合 效果 ,尤其 是 在 边界 处 ， 远 
远 优 于 传统 的 Dustalop 泪 波 器 ， 而 对 整个 系统 的 拟 合 效果 优势 更 明显 ,接近 原 系 统 的 
频 域 响应 曲线 ， 而 传统 的 Oustaloup 滤波 器 效果 有 较 大 的 偏差 。 
>> b=[1 1，a=[10,185,288,1];， nb=[1 0]; na=[3.2,2.5,0.7,0] ; 
=1ogsPace(-4,4,200); G0=fotf(a,na,b,nb); H=bode(GO ,wy) ; 
S=ZpPk("S7); N=4; WwWl=le-3; WwW2=1e3; b=10; Q=9 ; 
gl1=oustafod(0.2,N,wl,w2); gE2=oustafod(0.5,N,wl,w2); at=gl; 
g53=oustafoq(0.7,N,wL,w2) ; 
G1=(《s+1)/\10O*S ”3+*gl+t185*xS~2*g2+288*xE3+1) ; 
glL=new_fod(0.2,N,wl,w2,b,d) ; E2=new_fod(0.5,N,wl,w2,b,d) ; 
g3=new_fod(0.7,N,wl,w2,b,d); bode(g1，-?: ,al， -~-:) | 
G2=(Ss+1)/(10*s ”~3*gl+185*s~2*+g2+288*gE3+1) ; 
figure;i bodek4H，:-?”,G1,，:-- ,6G2 ,7 : )) 


试用 Oustaloup 滤 
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(a) s“ 微分 环节 的 比较 (b) 整个 系统 的 Bode 图 比较 
图 9-10 两 种 滤波 器 的 Bode 图 比较 
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9.3.3 基于 Simulink 框图 的 分 数 阶 非 线性 系统 仿真 方法 


由 前 面 的 讨论 可 见 ， 改进 的 Oustaloup 滤波 器 可 以 很 好 地 拟 合 分 数 阶 微分 
算 子 ， 所 以 可 以 考虑 封装 一 个 Simnulink 模块 来 表示 分 数 阶 微分 算 子 ， 这 样 在 
Simulink 环境 中 就 可 以 搭建 出 任意 的 非 线 性 分 数 阶 系统 模型 了 。 为 了 避免 在 仿真 
时 出 现代 数 环 ， 可 以 在 这 样 定 义 的 微分 算 子 后 面 串 联 一 个 带宽 为 wh 的 低 通 滤波 
器 ,这 样 构 造 的 Simulink 模块 如 图 9-11 (a) 所 示 。 由 Simulink 的 封装 功能 ,可 
以 构造 出 一 个 分 数 阶 微分 算 子 模块 ， 如 图 9-11 (b) 所 示 。 双 击 该 模块 ， 则 可 以 弹 
出 如 图 9-11 (c) 所 示 的 参数 设置 对 话 框 来 定义 改进 的 Oustaloup 滤波 器 。 


wb=ww(1) ，wh=ww(2) ; 

if isnumeric(Cgam) 
if gam>0，SsStr=[str， 
el1Se，Str=[Lstr， :TInt 

elSe，SstIr=[str，):Der 


Dum(S) ] 








李 黎 
In1 den(s) T.s+1 Outl 


Transfer Fcn Transfer Fcn1l 


(a) 分 数 阶 滤波 器 


Fractional 
Der SA0.9 


(b) 封装 模块 (文件 名 : c9mfode.mdl) 


"Der 
s ~{ num2str (gam) 上)] ; endqa 
s~gam)] ;i end 


G=new_fod(gam,n,wb,wh,10,9) ; 
num=G .num{1 上，den=G.den{t1}+; T=1/ wh ， 


stIr= :FractionalN\n， ， 


s~， num2str (gam) ] ; 


人 TO 7 < zy 2 的 吧 本 人 
~ Function FlocE Paraaeters 
Subsywstem [maskj] 








Parameters 
Derivative order gamma 
| 本 

Frequency range [wb. wh] 下 
[0.001.1000] ee | 
Co order 
到 
| 


性 区 Le [ae 


(9 分 数 阶 微分 模块 参数 对 话 框 


9-11 分 数 阶 微分 算 子 封装 模块 构建 


在 Simulink 仿真 过 程 中 ,这样 建立 的 仿真 模型 可 能 接近 于 刚性 微分 方程 ,所 
以 应 该 将 算法 设置 成 ode15s 或 ode23tb， 以 确保 仿真 的 精度 和 效率 。 


例 9-12 试 求解 分 数 阶 非 线 性 微分 方程 。 


39.21/(t) 


3 十 0.29903y( 世 十 0.99290.271( 


4 
十 1 29 7 人 | 一 十 可 人 一 5sin(10t) 


求解 目前 一 般 的 了 的 求解 方法 。 对 原 微 分 方程 稍 加 处 


理 ， 则 可 以 推导 出 V(t) 的 显 式 表 达 式 


= 5 = 


3 十 0.2208y( 上 十 0.920.27 


ES V 人 tt) -|22807g 人 | 1 
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网 可 以 建立 起 如 图 9-12 (al) 所 示 的 Simulink 模型。 可 见 ， 每 个 分 数 
分 算 子 可 以 由 前 面 建立 的 模块 表示 出 来 。 对 该 系统 进行 仿真 ， 则 可 以 得 出 如 图 
9-12 本 所 示 的 仿真 结果 。 如 何 对 得 出 结果 的 正确 性 加 以 检验 呢 ? 一 方面 可 以 考虑 用 
前 面 介 绍 的 检验 方法 ， 选 择 微分 方程 求解 的 控制 参数 ， 另 一 方面 可 以 改进 Oustaloup 
滤波 器 的 参数 wb,wh, N。 对 本 系统 来 说 ， 选 择 不 同 参数 得 出 的 结果 是 完全 一 致 的 ， 所 
以 可 以 认为 这 样 得 出 的 结果 是 正确 的 。 


后 和 .7 
人  - 
. UN | 
[Fractional | Siewaer 1 于 
; i | | 一 二 . 
| Der s^09 :一 | 项 0.75 四 
| 1 L 一 基 Se 出 -个 5 


1 
区 一 ”一 一 
Fractional ~ | 
愉 - 02 人 下 
本 Der SAU.8 一 一 史 
| 达 ac 站 避 四 到 09 Dr 1 
和 1 
-2 


E 二 到 chonal 
| Der s07 区 国 四 忆 ;| 
0 ] 2 3 


(a) Simujlink 仿真 模型 文件 和 c9mfodq2.rmdj]) (b) 仿真 结果 
多 9-12 分 数 阶 非 线 性 微分 方程 的 仿真 模型 与 仿真 结果 


妨 


9.4 分 数 阶 系统 的 模型 降 阶 研究 


前 面 介 绍 了 用 改进 Oustaloup 滤波 器 近似 分 数 阶 微分 算 子 的 形式 去 通 近 线 
性 模型 的 方法 ,但 通过 例子 已 经 显示 ,这样 的 拟 合 将 导致 非常 高 阶 的 整数 阶 模型 。 
因为 模型 阶 次 过 高 , 可 能 使 得 系统 的 控制 器 设计 变 得 异常 困难 。 所 以 , 用 低 阶 整数 
阶 模 型 去 逼近 原 模 型 是 有 必要 的 。 这 和 以 前 介绍 的 模型 降 阶 研究 是 密切 相关 的 。 
假设 降 阶 模型 可 以 表示 为 
Crmr(sSj 一 PS (9-4-1) 
5 十 G1s 一 十 :十 Gm 13 十 Cn 
可 以 引入 一 个 目标 函 数 来 最 小 化 误差 信和 号 ef 四 的 好 2- 范 数 
J = min Ga GO r(8) 
6 2 


其 中 0 为 需要 优化 的 模型 参数 , 即 0 = [3 .9,ai, ,an,7l。 为 方便 求解 
此 目标 函数 ， 降 阶 模型 Gym,r(s) 中 的 时 间 延 迟 项 可 以 用 Padqg 近似 来 逼近 ,得 出 
Crm(s)。 由 模型 的 次 最 优 降 阶 算法 1 ， 可 以 将 目标 函数 改进 为 


J = min ||G( (s) - Cnmls 6 (9-4-3) 


(9-4-2) 
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间 


直接 采用 前 面 介 绍 的 opt_app() 卫 数 即 可 得 出 分 数 阶 模型 的 最 优 降 阶 模型 。 


例 9-13 重新 考虑 例 9-10 中 给 出 的 分 数 阶 传递 永 数 模型 ， 试 选择 合适 的 阶 次 ， 求 出 该 
模型 的 降 阶 模型 。 
求解 考虑 原始 的 分 数 阶 传递 函数 ， 若 选择 拟 合 阶 次 N = 4， 且 频段 为 (10-3,103)， 可 
以 用 王 面 的 语 印 直接 得 出 有 理 近 似 模 型 
>> N=4; WwWl=le-3; WwW2=le3; S=tf()s)); gl=new_fod(0.501,N,wt,w2,9,10) ; 
g2=new_fodk(0.42,N,wl,w2,9,10); gE3=new_fod(0.798,N,wt,w2,9,10) ; 
g4=new_fod(0.31,N,wl,w2,9,10); gE5=new_fod(0.63,N,wt,w2,9,10) ; 
G=(-2+*g5-4)/(2*xS ~3*+yg1+3.8*rS ”~2*kg2+2.6#S*g3+2.5*kSkEg4+1.5) ; 
这 样 得 出 的 模型 是 高 达 58 阶 的 有 理 模型 


-3.3625(s 十 902.8)(s + 856.4)(s + 681.8)(s + 640.7)(s + 588.8)(s 十 1304) 
(s 十 1552j4s 十 1804)(s 十 293.6)(s 十 184.5)(s 十 146.9)(s + 138) 
(s 二 126.9)(s + 65.71)(s + 39.75)(s + 31.65)(s 十 29.74)(s + 27.33) 
(5 十 15.66)(s 十 8.564)(s 十 6.818)(s 十 6.407)(s 十 5.888)(s 十 4.197) 
(s 十 1.845j(s 十 1.469j(s + 1.38)(s + 1.269)(s + 1.196)(s 十 4455) 
(s + 0.3975)(s + 0.3165)(s + 0.3085)(s + 0.2974)(s 十 0.2733】 
(s+ 0.08564)(s + 0.07179j(s + 0.06818)(s + 0.06407)(s 十 0.05888) 
(s + 0.01845)(s 十 0.01593j(s + 0.01469)(s + 0.0138)(s 十 0.01269) 
(s + 0.003975)(s + 0.00347)(s + 0.003165)(s + 0.002974)(s 十 0.002733) 
(s+0.0008867) 儿 s 十 0.0006974)j(s 十 0.0005567)(s 十 0.0004667)(s 十 0.0003444) 


(s 十 0.003494)(s 十 0.003163)(s 二 0.002978)(s + 0.002732)(s 十 0.003974) 
(s 十 0.0008869)j(s + 0.0007)(s + 0.0005567)(s 十 0.0004664j(s 二 0.0003445) 
(s+ 0.01271)(s 十 0.01379)j(s + 0.01471)(s + 0.01622)(s 十 0.01845) 

(s 十 0.06001)(s 二 0.06373)(s 二 0.06836)(s + 0.07528)(s + 0.08623) 

(s + 0.3196)(s 十 0.3494j(s 十 0.4489j(s + 1.622)j(s 二 1.641)(s 十 2.811) 
(s 十 5.92){s 十 6.274)(s 十 7.528)(s + 8.513)j(s 十 14.51)(s 十 27.33) 
(5 十 29.65)(s 十 34.94)(s + 39.73)(s 十 67.98)(s + 126.9)(s 十 138) 
(s 十 162.2)(s 十 184.5)(s 十 315.9)(s 二 588.8)(s + 640.6)(s 十 752.8) 

(s 十 856.4)(s 十 900j(s + 130 浊 (s + 1552)(s 二 2432)(s 十 4455) 

(s + 0.5861s + 0.08621)(s2 十 2.592s 十 1.694) 

(s 十 0.2218s + 0.2263)(s2 + 2.592s 二 3.436) 


Cls) 三 





利用 改进 的 Dustaloup 滤波 器 算法 ， 选 择 不 同 的 阶 次 组 合 可 以 得 出 不 同 的 滤波 器 模 
型 ， 拟 合 误 差 的 /2 范 数 ， 在 表 9-1 中 列 出 。 从 表 中 可 见 ， Coy5(s) 拟 合 的 降 阶 模型 是 
效果 最 好 的 。 注 意 ， 在 这 段 代 码 中 有 时 opt_app() 函数 可 能 需要 多 次 调用 来 得 出 收 笋 
的 结果 。 系 统 的 阶 跃 响应 曲线 和 Bode 图 比较 分 别 如 图 9-13 (aj、(b) 所 示 。 
>> GTr1l=opt_app(G,2,3,0); norm(G-Grl) ， 
Gr2=opt_apptG,2,4,0);，norm(G-Gr2) 
cr3=opt_app(G,2,5,0); Gr3=opt_app(G,2,5,0,Gr3) ，norm(G-Gr3) 
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Gr4=opt_app(G,2,6,0); Gr4=opt_app(G,2,6,0,GTr4) ; 
Gr4=opt_app(G,2,6,0,Gr4) ; norm(G-Gr4) 
step(G，:-: ,GTrl，--:，Gr2，:，Gr3，-.Gr4，--T) ,30) ; 
figurei bode(G，-:,Grl1,，:--:，Gr2, :2 ，Gr3，:-. ,GTr4，，-- 工 ) 


表 9-1 不 同 阶 次 组 合 下 的 降 阶 模型 与 比较 





人 772 降 阶 模型 误差 To 









0.03147s“< -- 0.8141s - 0.07206 








D ee 0.2286 
s3 十 0.3168s2 十 0.2582s 十 0.02703 
-0.0119s< -23.21s -2.035 
2 -一 0.2308 
s4 十 28.78s3 十 9.242s2 十 7.365s 十 0.7634 
， 一 4.932s2 - 0.8602s -- 0.00386 0 1342 
sS5 十 5.741s4 十 2.794s3 十 1.596s2 十 0.3134s 十 0.001448 
-2.327x104s2 一 4059s -- 18.21 
2 0.1342 






s 十 4719s5 十 2.709x104s4 十 1.318X104s3 十 7534s2 二 1479s 十 6.831 





Step 有 Response Joe ia 


Magnitude (dB) 
| 


上 Impiitude 

| 

1 - 1 。 
[和 


ase depj 





Tirne (sec) Frequwcncy 【cad/secc) 


(a) 阶 牙 响应 (b) Bode 图 
图 9-13 各 个 降 阶 模型 的 比较 


9.5 分数 阶 系统 的 计算 机 辅助 设计 


由 前 面 介 绍 的 分 数 阶 系统 分 析 可 见 ， 其 分 析 方 法 和 传统 整数 阶 分 析 是 有 区 别 
的 。 在 控制 器 设计 领域 也 是 如 此 ,例如 ,整数 阶 系统 研究 中 常用 的 PID 控制 器 可 
以 更 一 般 地 用 其 分 数 阶 版 本 PIAD2 控制 器 来 表示 加 


Ai 
Ce(s) = 开 p 十 十 天 as (9-5-1) 


由 图 9-14 中 给 出 的 描述 可 见 , 横 、 纵 轴 分 别 描述 积分 器 阶 次 入 和 微分 器 阶 次 
， 这 样 传统 的 整数 阶 PI PD 和 PID 控制 器 只 相当 平面 上 几 个 特定 的 点 。 由 于 引 


9.5 分 数 阶 系统 的 计算 机 辅助 设计 


时 和 和 


入 了 两 个 附加 的 可 调 参 数 入 和 /, 控制 器 参 


数 的 调整 将 更 灵活 。 在 某 些 控制 问题 中 , 最 
PD 控制 器 PID 控制 器 好 的 分 数 阶 PID 控制 器 的 性 能 将 远 远 好 于 
4 最 好 的 整数 阶 PID 控制 器 031。 


如 果 从 回路 成 型 角度 考虑 ,可见 Bode 
图 的 用 率 不 再 限制 为 20 dB/decade 的 整数 
倍 ， 这 样 ， 回 路 传递 函数 可 以 根据 需要 更 自 





和 人 一 1 
9-14 分 数 阶 PID 控制 器 示意 图 “由 地 选择 , 例如 在 截止 频率 附近 可 以 设置 得 
更 平 些 来 增加 系统 的 鲁 棒 性 等 。 
例 9-14 考虑 受 控 对 象 模型 G(s) 二 4 . 试 先 用 带 


s 0 十 2.2515 十 2.9s1.3 十 3.3250.9 十 1 


乓 要 
有 延迟 的 一 阶 模型 Cnpl(s) 一 元 站 近 ， 然 后 根据 该 模型 设计 整数 阶 PID 控制 器 。 
求解 由 下 面 的 语句 可 以 立即 得 出 一 阶 近似 模型 
>> N=4; VWl=le-3; W2=1e3; S=tft(:s7?)， 
ST=new_fod(0.6,N,wl,w2,9,10) ，; gE2=new_fodk40o.5,N,wl,w2,9,10) ; 
g3=new_fod(0.3,N,wl,w2,9,10) ， g4=new_fod(0.9,N,wt,w2,9,10) ， 
G=1/(\S “2*rg1+2 .2+SykE2+2.9+S#kg3+3.32#+g4+1) ; 6r=opt_appk4G;,0,1，,1) 
0.1702 3 、 、 
这 时 得 名 的 柑 型 为 Cr(s) = 707056  ，“。 其 实 由 这 样 的 模型 ， 可 以 通过 各 种 不 
同 的 算法 来 设计 整数 阶 PID 控制 坚 112,13| ， 例 如 常用 Wang-Juang-Chan 算法 14 


(0.7303 + 0.53077 VD( 三 二 0.57) 0.5 克 
1 = 一 人 057 
下 二 057 


形 ( 人 十 万 ) (5 2) 


根据 降 阶 模型 参数 可 以 容易 地 设计 出 整数 阶 PID 控制 器 
>> 人 =0.1702/0.1702; T=1/0.1702; L=0.612， 
Ti=I+0.5*L; KP=(0.7303+0.5307*T/L)*Ti/(K*r(T+EL) ) ， 
Td=(0 .5*L#kT) /CT+O .5#L) ， Gc=KP*r(1+1VATiVs+Tadrs) ， 


1 .6145? 
控制 器 为 Cu(s) = 4.7960 ( 十 5 63TR5 + 0.3076s 一 二 LS 十 5.553 十 0.8979 0745 十 5.555 十 0 2 在 
。 ， ] 


该 控制 器 作用 下 ， 可 以 由 下 面 语句 绘 制 出 闭环 系统 的 阶 跃 响应 曲线 ， 如 图 9-15 所 示 。 
可 殉 ， 这 和 样 得 出 的 控制 效果 是 理想 的 。 另 外 ， 值 得 指出 的 是 ， 这 里 的 阶 跃 响应 曲线 分 
别 为 Griinwald-Letnikov 算法 直接 计算 的 方法 和 高 阶 整 数 阶 近似 直接 计算 的 方法 得 出 
的 ， 从 结果 看 ， 两 种 方法 得 出 的 结果 基本 一 致 。 
>> Gcf=fotf(t,t1,[t.614 5.55 0.8979]」, [2,1,0]); 
a=[l 2.2 2.9 3.32 1]; an=[2.6,1.5,1.3 0.9 0 ; 
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晤 和 和 昨 昌 杉 和 间 和 


G0O=fotf(a,an,1,0); GG=feedback(Gcf*G0,1); t+t=0:0.005:15; 
step (feedback(G*Gc,1),t); hold on，step(feedqback(GO*xGcf ,1) ,七 ) ; 


Step RespanSe 


-em 一 am 





AImipiitude 
| 
0 





- - .外 _- 
总 入 1 15 
Tirne 13ec)} 


图 9-15 分 数 阶 受 控 对 象 的 整数 阶 PID 控制 阶 跃 响应 曲线 


9.6 “习题 与 思考 题 


1 给 定 信号 jb = esitsin(t 二 Fr/3) 十 妇 二 38 十 2， 试 利用 定义 计算 出 该 函数 的 0.2 阶 
微分 信号 及 0.7 阶 积分 信号 ， 并 将 结果 信号 用 曲线 表示 出 来 。 


2 对 下 面 给 出 的 函数 ， 试 用 三 维 表面 图 的 形式 表示 其 微分 函数 与 阶 次 、 时 间 之 间 的 
关系 ， 并 比较 当 阶 次 为 1 时 结果 是 否 与 整数 阶 微分 一 致 。 

[ -- ] jit 一 - 2 ) 

CICET 


3 本 章 给 出 了 多 种 分 数 阶 微分 的 定义 ， 但 只 给 出 了 其 中 的 Griinwald-Letnikov 定义 
的 MATLAB 实现 ， 试 利用 数值 积分 的 方法 由 其 他 定义 计算 某 给 定 画 数 的 各 阶 导 
数 ， 并 与 Griinwald-Letnikov 定义 进行 比较 。 


4 假设 分 数 阶 线性 微分 方程 为 0.82j 2 人 (0 十 0.5288g( 昌 十 9 的 = 1， 其 初始 条 件 为 
(0) = Y(0) = (0) = 0。 试 求 出 该 方程 的 数值 解 。 如 果 将 分 数 阶 次 2.2 近似 成 
2，0.9 近似 成 1， 则 可 以 得 出 整数 阶 近 似 模 型 。 试 比较 分 数 阶 系统 和 整数 阶 系统 的 
相似 性 。 


5 假设 已 知 典 型 反馈 系统 结构 ， 求 闭环 分 数 阶 模型 ， 其 中 第 一 个 系统 为 整数 阶 模型 ， 
庶 用 分 数 阶 的 方法 构造 闭环 模型 ， 并 和 整数 阶 得 出 的 模型 进行 比较 。 


申 /=Vtsntvl-et 加 xy 人 (有 一 


211.87s 十 317.64 169.6s 上 + 400 1 
Go 一 5SToO2 一 ~- 
帆 Cts) GT520CT030GTOT Ce) 一 本 (TO 
s04 十 5 
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和 


6 本 章 介 绍 了 类 的 构造 和 重 载 ， 并 建立 起 分 数 阶 传递 函数 对 象 类 ， 定 义 了 各 个 算 符 
和 诸如 step() 这 样 的 函数 ， 试 仿照 控制 系统 工具 箱 中 的 函数 扩展 分 数 阶 传递 函数 
类 的 重 载 函数 。 

分 数 阶 系统 稳定 性 的 判定 是 一 个 较 复 杂 的 问题 。 对 一 个 简单 的 分 数 阶 模型 G(s) = 
<， 试 对 不 同 的 a 值 进行 试 次 ,观察 是 否 存在 使 系统 阶 跃 响应 稳定 的 a 值 。 


考虑 下 面 给 出 的 分 数 阶 模型 


D cs) = - 矶 一 0 CC05) = 2 
82.3 1.38s0.9 十 1.25) 冯 33 二 3.18s2.6 2.89s1.9 了 2.551.4 十 1.2 


试 得 出 近似 的 低 阶 整数 阶 模型 ， 并 比较 得 出 的 近似 模型 和 原 分 数 阶 模型 在 频 域 响 
应 和 时 域 响 上 应 方面 的 性 质 。 
考虑 分 数 阶 受 控 对 象 模型 C(s) = 


一 


PR 


PID 模型 可 以 表示 为 GL(9) Lot 一 全 ， 试 得 出 闭环 的 分 数 阶 模 
型 ， 并 观察 该 闭环 系统 的 阶 跃 响 点 曲线 。 
10 斌 求解 下 面 MIittag-Lefher 函数 ， 绘 制 出 相应 的 曲线 并 验证 式 (9-2-7)。 
四 有 1(z， 芝 多 (2 国有 (2)， 风 罗 2(z) 
利用 本 章 给 出 的 Mittag-Lefaer 函数 代码 ,用 数值 方法 验证 下 面 儿 个 等 式 。 
6 2 (C 十 Ga 洒 ( 一 Z) 一 一 2& 3(z)， CO) Ce BT 一 Ca 了 (一 工 ) 一 27 色 we(Z) 
[ 
G) Ga DB 一 F( 十 Ga a+a(DZ)， (9 Ga 3( DZ) 一 0O6Ea 5+H1I0Z) 十 oz 二 Ceatita) 
式 (9-2-11) 中 给 出 了 二 阶 特殊 系统 的 Mittag-Lefher 函数 求解 式 子 ， 斌 仿照 此 构 
造 三 阶 系 质 的 解法 ， 并 编写 出 求解 此 类 问题 的 MATLAB 程序 。 对 受 控 对 象 模型 
C(5) 三 本 1 求解 其 阶 响 应 ， 并 和 基于 Griinwald-Letnikov 
算法 得 出 的 结果 相 比 较 。 | 
考虑 分 数 阶 线性 微分 方程 9zf0 + ( 江 】 2ez+z 的 =10<a<l 其 
中 入 =0.5, a = 0.25。 试 用 数值 方法 求解 该 微分 方程 。 
1 对 分 数 阶 微分 算 子 s…， 使 用 Oustaloup 滤波 器 和 改进 的 滤波 器 对 其 近似 ， 试 找 出 
能 够 较 好 地 还 近 效 果 分 数 阶 微分 的 NA 阶 次。 
15 从 前 面 给 出 的 演示 可 见 ， 改 进 的 滤波 器 效果 明显 优 于 Oustaloup 滤波 器 ， 斌 通过 
仿真 实验 给 出 其 参数 咏 & 的 选择 方法 。 
16 旗 构 人造 出 Simulink 仿真 框图 ,求解 下 面 的 分 数 阶 非 线性 微分 方程 。 


。 巨人 < ， 
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和 


5s06 十 2 


17 考虑 分 数 阶 受 控 对 象 模型 Cs) = -TOROLOTOEOLITT 斌 设计 


一 个 整数 阶 PID 控制 器, 观察 控制 将 漆 。 


18 试 为 分 数 阶 受 控 对 象 G = 
ae (0.2,5) 和 DSS(0.2,1.5) 的 变化 下 仍然 能 有 较 好 的 控制 效 采 。 


设计 一 个 f- 控制 露 ， 使 得 该 控制 侯 在 参数 
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-上 毅 数 名 索 5| 一 一 一 


本 书 涉 及 大 量 的 MATLAB 胃 数 与 作者 编写 的 MATLAB 程序 ,为 方便 查阅 
与 参考 ,这 里 给 出 重要 的 MATLAB 函数 调用 语句 的 索引 ， 其 中 黑体 字 页 各 表 示 


六 数 定义 和 调用 格式 页 。 
bvpinit 191 192 193 197 
0G 弛 
abs 40 41 93 99 142 248 265 319 c2d 48 97 140 141 188 319 
384 395 c4mdde3.mdl 205 
acCker 95 c4mloopa.mdl 208 
addvar 344 c4mmimo.mdl 203 
alc 297 c4mmstep.mdl 215 
al <48 339 c4mnet.mdl 207 
any 402 c4mrnd.mdl 209 


apolloeq 168 169 170 

are 129 132 401 402 

armax 306 307 

arx 295 296 297 301 302 

asSslEnin 245 257 273 278 380 
augtf 399 400 403 405 407 418 419 


augw 399 
axIS 23 437 

-把 
balreal 118 119 120 188 
bar 189 210 
bass_pp 95 


bintprog 2062 

bnb20 260 261 415 

bode 96 97 266 394 403 404 443 
444 450 452 454 457 

bodemag 394 395 

branch 399 400 403 

break 106 

bv_ric 97 

bvp4c 192 193 197 


co5fun3 242 
cpmcomp2.mdjl 270 271] 
c5mfunl 261 
comimpode 235 236 
cpminmax 278 
c5minmaxl 278 279 
comiopt 260 261 
commax.mdi 278 279 
commdilyli.md| 269 
c5omopid 243 
comoptl.mdl 272 
comopta.md| 257 
cpoptcon2 257 
c5optfun 245 
cpoptfun2 257 
comcompc.md|l 292 293 
cemidl.md| 305 
comid3.mdl 315 
cemnonlmdl 292 
comstrl 311 312 315 
crfunun 380 381 


函 数 名 索引 


和 


crfuzpid.fls 354 
crfzpd.fls 351 
crmfls.fls 347 
czrmfzpd.mdl 351 
crmgal 373 374 
crmga3 374 375 
crmga4 377 
crmnnmpc.md| 367 
crmnnmrc.md|l 370 
czrmopta.mdl 369 
crmpsol 379 
cyrmpso4 379 
canon 革 4 
char 155 156 440 
chol 104 105 117 
class 440 
cmpc 326 
colject 59 139 
comet3 164 200 
comp-map 106 
compan f0 7 
cond 11Lt 
contour 23 238 
contour3 241 
conv 265 309 310 317 320 324 394 395 
cos 37 43 222 223 229 
ctrb 91 95 113 
ctrbf 116 117 130 

乡 
d2c 48 141 301 302 
dare 133 
dcgaln 265 
dde23 184 
dec2mat 412~414 416 
qdecic 179 182 
decouple 427 
decouple-pp 429 430 
det 7Y4 75 
diag 0 71 138 188 196 205 253 
diagm 68 


diff 22 23~26 31 49 50 89 118 138 154 
169 177 195 237 
diff -rc 195 196 
diocopha_eq 308 309~311 317 319 
disp 46 265 440 
display 440 
dlinmod 268 
dinrmoed2 270 
dilqr 133 
dlyap 126 
double 52 81 121 128 225 226 414 415 417 
dsolve 154 155~157 
dynamic-ric 197 
全 
e_rlcCati_solve 234 
e_rlICCati_solve2 234 235 
elg 85 86 87 93 96 107 109 248 402 
error 25 18 127 212 214 
eval 225 226 409 
evalfls 347 354 
exp 26 40 222 223 228 229 231 
expm 134 135 137 143 144 175 195 
eye 08 78 81 101 141 206 248 290 401 402 


414 
ezplot 222~-224 237 239 240 373 
多 
factorlal 52 


feasp 412 413 416 

feedback 56 57 一 59 93 243 244 394 403~405 
426 442 459 

feval 160 

figure 36 164 

find 52 99 138 249 259 262 319 409 

fnd_hinf 402 

fitmagfrd 395 

fplr 113 195 

fpud 13 

floor 115 165 

fmincon 254 255~257 272 373 


fminimax 277 


fminsearch 238~240 265 272 375 402 

fminsearchbnd 247 248 

fminunc 238 241~243 245 257 279 

for 11 12 36~38 42 46 50 52 68 72 78 97 
99 103 106 115 138 142 160 165 188 
228 245 265 278 279 289 291 297 299 
300 341 342 373 384 409 423 427 437 
445 

fotf 440 441 443 444 448 452 454 459 

fceurier 40 41 

frd 395 443 

fseriles 37 38 39 

fsolve 227 228 229 233~235 

fun2 2506 

funm 136 138 139 

fuz_pid 353 354 

fuzzy 344 349 354 

乡 

ga 372 

gamma 447 

gaopt 372 374 375 377 381 

gaoptimset 373 

Eaussmf 341 

gbellmf 341 

gcd 51 

getlmis 412 413 416 

getqft 422 424 425 

gevp 412 

gl|fdiff 437 439 

gEpc-l1a 331 

gram 130 

gnd 97 444 

grpbnds 421 423 

.3 

h2lqg 403 

han_td 212 

hankel 68 69 72 82 95 113 

heaviside 41 

hilb 69 76 81 

hinf 403 


hinf_imeq 248 
hinflml 418 419 
hinfopt 403 405 418 
hist 189 210 
hold 23 38 97 165 222~224 279 361 
-有 
iddata 296 307 
Idinput 300 301 
ifelse 11 25 37 52 50 72 78 99 115 127 
142 ji60 186 213 233 234 248 260 261 
2605 289 384 440 441 443 447 448 453 
fourier 40 
llaplace 29 30 35 46 51 53 54 
lc_jsim 384 385 386 
Imag 99 109 110 
inagersh 99 100 
Imt 20 27 37 41~44 89 144 
Intersect 338 339 
Inv 57 80 81 82 95 99 103 106 109 110 
113 1l6 117 121 124 127 128 132 135 
138 141 173 195 197 248 401 402 416 
417 427 443 
Inv-pendulum 173 
Invhllb 69 81 
IpPslv -mex 259 260 263 
ISa 440 
isfinite 78 243 
ISsmember 339 
Iztrans 45 46 54 290 
帮 
Jacobian 90 242 256 
jordan 108 109 135 138 195 
-和 
kron 88 124 125 127 441 442 
二 
lambertw 228 231 232 
iaplace 29 30 31 35 53 
latex 23 26 38 42 
Ilength 52 72 78 103 106 138 142 160 169 
176 177 197 201 265 291 308 339 384 


让 


466 函数 名 索引 


和 


395 406 437 445 my_e_rlccatl 234 
limit 20 21 49 一 52 my_e_rliccati2 234 235 
fine 189 222 238 my_rlIccat1 232 233 
linmod 268 269 -人 
linmod2 268 270 new_fod 453 454 457 459 
linprog 250 251 252 377 newff 358 359~362 
linspace 191 193 197 newfis 344 
Imiterm 411 412 413 416 nichols 96 444 
Imivar 411 412 416 nibound 190 191 
logm 141 nntool 362 363 
logspace 90 100 395 424 443 452 454 nonlin 272 
Iookfor 14 norm ff7 78~81 83 84 101 121 123 125~129 
|pshape 422 424 132 136 188 190 225 226 233 243 248 
Ilqr 132 133 2f0 413 427 457 
lsim 300~302 307 445 null 121 122 
lu 102 103 104 106 numden 51 
Iluenberger 115 116 117 nyqulst 96 97 444 
lyap 123 126 127 128 他 
lyap2lmi 409 obsv 113 130 

.用 ocd 271~274 

maple 43 codel15i 179 182 
mat2dec 413 odel5s 174 177 181 183 236 
max 177 332 384 395 ode45 161 163~165 167 169 173 175 176 
mean 188 178 182 186 190 196 
meshgrid 23 238 241 249 262 347 odeset 102 169 173~175 177 178 182 183 
mfedit 342 ones 00 71 72 259 261 332 386 445 
min 169 177 open_system 198 
mIncx 412 413 414 opt-app 205 266 267 457 459 
minreal 243 opt-fun 265 
minus 442 optcon2 255 
ml_fun 447 448 optfun_ 2 273 
ml_step 448 optfunl 255 
mod 25 optimset 227 228 229 235 238 241 251 252 
modred 120 255 256 375 
mpccon 324 325 orth 101 
mpcsim 324 325 oustafod 450 451 454 
mpctool 327 < 
mtimes 442 pade 265 
multi_step 214 Paradi 信 25 


mv2fr 100 pfshape 422 424 


pinv 83 84 122 

place 95 96 206 

plot 13 36 38 39 99 164 165 167 169 170 
173~175 177~179 181~184 186 192 
193 196 197 200 202 203 210 228 231 
232 236 279 291~293 307 324~326 
341 342 357 360 362 3604 385 386 439 
44606~448 

plot3 163 164 

plotbnds 423 

plotnyq 99 

plotperf 360 

plotstep 323 324 

plottmpl 423 

pjotyy 22 

plus 441 

pole 93 

poly f7 78 79 95 319 

poly1 78 80 113 

poly2sym 80 

poly2tfd 323 324 326 

polyval 79 96 

pojlyvalm 79 80 

Potbnds 422 

pp-str 319 320 

Pretty 58 

prod 49 50 52 409 

PSo_Trejlea_vectorized 378 379 

pzmap 93 148 


乡 
quadprog 253 
quIver 23 
5 
rand 70 165 233 234 
rangn 188 
rank 7 84 91 106 110 115 122 
readfls 351 


real 99 109 110 248 
rem 289 299 300 
reshape 124 125 127 195 197 232~235 304 


涵 数 名 索引 


9 


314 347 395 

reslidue 52 

rtCccatl.sSolve 233 

riots 2706 277 

rk.4 160 170 175 

rlocus 230 

rls_identl1 304 

roots 85 319 

rossler 103 

round 260 261 300 

.9A 

sc2d 188 

sdpvar 414 415 417 

sectbnds 422 423 

semllogy 361 

set 33 227 238 414 415 417 

setdiff 338 339 

setimis 411 412 413 416 

shading 36 249 

sigma 405 

sigmf 342 

slIgn 212 

sim 202 203 205 245 257 273 278 279 292 
360 362 364 380 

sImple 23~27 30 41~44 46 51 56 118 135 
137 144 195 

simset 202 

siImslzes 210 212 214 304 314 331 353 

sin 37 40 134 222 223 229 

sinm1l 136 

slsobnds 421 423 

Size 66 70 71 78 81 99 103 115 127 136 
141 195 226 234 248 347 384 401 406 
409 

solve 51 52 224 225~227 229 237 

solvesdp 414 415 417 

sort 38 39 52 215 259 262 

sp_plot 276 277 

sqrt 20 36 41 137 188 189 265 317 443 

ss fjJ 74 92 100 113 114 119 130 141~143 


沁 数 名 索引 


和 


209 270 385 393 400 401 403 406 407 
413 419 427 430 

ss_augment 142 143 

ss2smat 406 407 419 

ss2ss 112 117 

st_Contr 317 

st_reg 314 

stalfs 289 292 293 299 300 324 326 

std_tf 429 

sterm 323 

step 244 2606 209 394 403~405 426 445 
446 452 457 459 

strrep 441 

subplot 99 203 289 326 386 

subs 22 23 37~39 19 138 139 175 195 237 

sum 99 142 278 445 

surf 23 36 249 347 437 

svd 1LlL 188 

switch-case 11 212~214 304 314 331 353 

switch_sys 186 

sym 31 52 56 71 72 75 76 78 81 82 85 
103 106 108 109 121 122 128 137 139 
195 290 

sym2poly 80 

syms I0 20~27 29~31 35 38 40~46 49~ 54 
58 59 71 78 82 89 90 118 122 135 137 
139 143 144 154 156 157 175 195 223 
225~221 229 237 240 242 256 290 

sys_g _ 276 

sys_h 276 

sys_init 276 

sySs_ | 276 

.2 

tansig 357 

tf 32 33 35 47 48 57 92 93 97 100 230 
243 265~267 296 297 300~302 319 
386 393~ 395 404 405 423 424 427 
45U 451 453 457 459 

tfd2step 323 324 326 

tfdata 33 96 


trace 78 
train 360 361 362 
trim 268 
try-catch 1 127 402 
tzero 148 
人 纱 
uminus 442 
untion 338 339 
unique 338 441 442 
unpck 406 419 
up-envolop 395 
ureal 393 394 395 426 
Usample 393 394 426 
1 
vander 69 72 78 79 
VvVpa 223 
较 
whlle 11 106 115 136 188 190 448 
writefis 347 


和 
xhm 300 

2 
ylim 240 299 300 

人 


zeros 00 72 73 78 92 103 135~137 140~142 
188 206 253 277 291 308 311 317 319 
332 354 384 386 402 409 430 

zlim 241 

zpk 34 48 120 130 266 267 270 395 403 
405 418 419 450 453 454 

ztrans 45 46 51 54 290 


一 专业 木 语 索 5| 一 


0-1 规划 258 262 263 414 
.GZ 


AIC 准则 285 297~299 
Aikaike 准则 见 AIC 准则 
-组 


白 品 声 63 131 186~188 209 287 294 
306 310~312 
伴随 矩阵 66 70 71 100 106 107 109 
变异 370~374 
标 称 值 333 393 
标准 传递 函数 391 428 429 
标准 型 
jordan ~ 人 网 Jordan 标准 型 
可 观测 ~ 见 可 观测 标准 型 
可 控 ~ 见 可 控 标 准 型 
Luenberger ~ 见 Luenberger 标准 型 
并 联 连 拔 55 56 256 441 
BP 匈 尽 向 传播 
个 定 积 分 25 26 
部 分 分 式 展 开 19 49~55 446 
不 确定 
~ 传递 熙 数 393 
状态 方程 393 
个 确定 性 399 
不 稳定 系统 173 
近 
采样 周期 47 141 210~212 
参数 万 程 19 21 
参数 亡 程 导数 24 25 
Caputo 定义 438 
Cauchy 积分 公式 436 
Cayley-Hamilton 定理 79 80 
初始 条 件 154 155 179 181 182 382 
零 初 始 条 件 438 
初 值 102 153 157~159 161 164 180 
189 191 229 233 236 240 360 
370 373 378 380 


传递 加 数 1 8 19 31~36 49 53~55 
58 59 65 72 91 92 130 155 199 
203 301 323 327 396 397 
全 宛 阵 见 传递 汤 数 矩阵 98 
分 数 阶 ~ 见 分 数 阶 传递 加 数 
离散 ~ 见 离散 传递 加 数 
传递 四 数 和 类 阵 34 35 59 92 296 
426~428 
串联 连接 31 55 58 72 154 441 442 
455 
传输 了 天数 357~ 359 362 364 
幼 


单 边 榴 限 20 21 
单位 拓 阵 66 67 79 92 103 412 
倒立 摆 172 173 
导数 21~25 
参数 方程 ~ 见 参数 方程 极限 
多 元 庙 数 ~ 见 多 元 陨 数 导数 
分 数 阶 ~ 见 分 数 阶 导 数 
隐 函 数 ~ 见 隐 通 数 极限 
递 推 12 25 102 187 188 243 265 285 
286 288 289 291 293 302~305 
313 314 320 382 436 445 453 
和 迭代 学 习 控 制 15 337 381~387 
定 积分 3 25 26 
定量 反馈 理论 15 391 420~.426 
Diophantine 万 程 285 308 309 
311~313 318 319 
动态 解 耦 428 429 
对 角 先 阵 67 68 85 107 111 188 
对 角 占 优 98~100 
多 量 系统 6 
多 采样 速率 211 
多 重 积 分 19 25 26 39 
多 元 关 数 导数 23 24 
多 元 罗 数 极限 21 


专业 本 语 索 了 


昌 和 和 和 


EISPACK 3 4 6 9 65 85 
一 次 型 万 程 又 见 Riccati 方程 66 128 
二 次 型 规划 15 221 249 253~255 
一 次 型 阐 数 89 117 
.多 
反馈 连接 56 58 93 98 348 382 441~443 
范 数 65 76~79 81 83~85 122 124 125 225 
233 

系统 ~ 129 131 132 391 396~400 417 
友 向 传播 358 364 
方 框图 模型 55~59 

万 械 图 化 简 55~59 
非 线性 规划 15 221 249 254~256 419 
非 线性 环节 268 

饱和 非 线 性 380 
非 吕 小 相位 316 388 420 
分 数 阶 传递 站 数 15 435 440~.444 446 452 
分 数 阶 导 数 435~.439 

Caputo 定义 见 Caputo 定义 

Cauchy 积分 公式 见 Cauchy 积分 公式 


Grunwald-Letnikoev 定义 见 Grunwald- 
Letnikev 定义 

Riemann-Liouville 定义 见 Riemann- 
Liouville 定 久 


分 数 阶 积 分 435~.440 449 458 
分 数 阶 微分 方程 444~456 
分 核定 界 法 221 260 415 
Fokker-Planck 方程 210 
Fourier 级 数 14 19 37~39 
符号 运算 5 20 71 121 
符号 运算 工具 箱 5 9 20 31 58 65 71 89 90 
107 221 224 228 
终 
CA 见 遗传 算法 
改进 Oustaloup 滤波 器 452~454 456 
了 刚性 微分 方程 15 153 167 174~177 180 455 
根 轨迹 2 5 221 222 230 
店 踪 误差 243 271 352 383 385 386 399 
Gershgorin 带 98~100 
Gershgorin 定理 65 87 88 


工具 箱 
符 与 运算 ~ 见 符号 运算 工具 箱 
控 拓 杀 统 ~ 见 控制 系统 工具 箱 
LMI ~ 见 LMI 工具 箱 
OCD 程序 见 OCD 程序 
Riots 程序 见 Riots 程序 
系统 辩 识 工具 箱 295 297 300 
最 优化 ~ 见 最 优化 工具 箱 
工作 点 263 268 322 
Grunwald-Letnikov 定义 436~439 445 449 
450 459 
Gram 站 阵 118 
观测 器 6 91 318 319 401 
广义 积分 19 26 
广义 逊 算 阵 82~84 
广义 特征 值 86 87 128 135 232 408 411 412 
广义 系统 180~183 
广义 预测 控制 330~333 
广义 景 小 方差 自 校 正 317 
滚动 时 域 323 
.ZE 
1 泄 数 248 401 
1 控制 器 397 399 400 403 418 
ft~ 控制 癸 存 在 条 件 401 403 
1 最 优 控制 器 397 403 
712 泡 数 
1t2 控制 如 397 403 
Hamilton 天 阵 131 194 248 
行列 式 65 74 75 77 101 105 
Hankel 和 拢 阵 68 69 71 72 82 95 414 
Heaviside 渴 数 40 41 54 
Hilbert 和 矩阵 69 75 76 80 81 
互 质 51 308 
化 零乱 阵 121 
泥 合 整数 规划 15 221 258~263 
.多 
IAE 准则 281 
INA 文山 迎 Nyquist 阵列 | 
ISE 准则 243~246 264 265 281 
ITAE 准则 221 243~247 271~273 278 380 
381 428 


克 


jacobi 类 阵 90 162 193 242 256 
Jacobi 算法 85 
还 75 101 419 
基 锁 解 系 122 
极点 配置 65 91 94~96 206 285 308 
318~320 391 428~430 
积分 19 20 25~28 39 42 43 89 141 143 
144 159 201 243 383 
不 定 ~ 见 不定 积分 
定 ~ 见 定 积分 
多 重 ~ 见 多 重 积分 
分 数 阶 ~ 见 分 数 阶 积分 
广义 ~ 见 广 义 积分 
无 穷 ~ 轴 无 穷 积 分 
积分 切换 17 19 27 36 44 
Fourier 变换 见 Fourier 变换 
Laplace 变换 见 Laplace 变换 
积分 器 199~202 205 207 273 278 351 428 
集合 论 337~339 
极限 19~21 52 
单 边 ~ 见 单 边 极限 
多 元 遂 数 ~ 见 多 元 函数 极限 
解 模 糊 344 346 一 348 
解 大 15 98~100 147 391 426~.430 
状态 及 馈 ~ 426~430 
Jordan 变换 66 100 107~110 114 134 135 
jordan 标准 型 66 114 135 
Jordan 站 阵 136~138 
矩阵 方程 14 66 88 120~133 232 
离散 Lyapunov ~ 见 Lyapunov 分 解 
Lyapunov ~ 见 Lyapunov 分 角 
Stein ~ 内 Stein 分 解 
3ylvester ~ 见 9ylvester 分 解 
十 孟 分 解 
Cholesky ~ 见 Cholesky 分 解 
LU~ 见 LU 分 解 
告 异 值 ~ 见 奇异 值 分 解 
三 角 ~ 见 LU 分 解 
巴 阵 分 析 
学 数 见 范 数 


专业 术语 索引 


有 


行 询 去 见 行 询 式 
迹 见 迹 
还 炮 阵 见 议 炮 孟 
千 天 但 见 奇异 值 
特征 多 项 式 见 特征 多 项 式 
特征 后 量 见 特征 向 旱 
特征 值 见 特征 值 
条 件数 见 条 件数 
秩 见 秩 
扼 阵 微分 万 程 172~174 
算 阵 指数 134~137 139 
卷 积 28 40 45 
均衡 实现 118~120 
均匀 分 布 70 71 96 378 
-0 
开 天 结 构 11 
Kaiman 滤波 情 6 
可 观测 性 65 66 91 116 117 
~ 除 樟 分 解 117 
~ Gram 站 阵 129 
可 观测 标准 型 112~114 116 148 
可 控 性 65 66 91 95 114 116 117 
~ 阶 榜 分 艇 116 117 
~ 指数 115 
~ Gram 知 阵 129 
可 探 标准 型 112~114 148 
可 控 Gram 驳 阵 119 
控制 证 降 阶 405 
控制 系统 工具 箱 118 120 141 
Kronecker 乘积 88 124 126 
扩张 状态 观测 妖 219 
了 
Lambert 中 数 228 232 
Laplace 亚 换 1 14 19 27~32 35 40 53 92 
231 243 244 264 439 440 445 
Laplace 算 本 435 
Laplace 友 变 换 28 29 31 35 53 
Levenberg-Marquardt 算法 359 361 362 
Leverrier-Faddeev 递 推算 法 78 
离散 传递 轴 数 44 46~48 285~288 290 293 
20905 296 299 301 302 315 


472 专业 术语 索引 


人 


离散 化 48 97 98 139~141 186~189 319 模糊 推理 337 344~,349 354~356 
隶属 度 贺 数 340~346 349 350 模糊 PID 控制 器 351~355 
粒子 群 优化 2 15 337 370 378 379 420 模型 降 阶 

Trelea 算法 见 Trelea 算法 次 量 优 降 阶 算法 264~267 
连续 化 48 139~141 293 301 模型 转换 
零 阶 保持 器 46 48 140 270 292 连续 离散 模型 转换 293 
零 炬 阵 66 67 Moore-Penrose 矿 义 逆 又 见 广义 递 
灵敏 度 398 399 - 涉 

补 灵 敏 度 399 逆 和 矩阵 65 80~84 98 117 

混合 灵敏 度 问题 398 399 404 三 义 ~ 见 广 义 逆 和 扼 阵 

灵敏 度 问 题 398 逆 Nyquist 阵列 87 98~100 
LINPACK 3 4 6 9 65 他 
留 数 19 49~52 QOCD 程序 221 271~274 380 
LMI 多 线性 下 阵 不 等 式 Oustaloup 滤波 器 15 435 449~.452 454 455 
LMI 工具 箱 407~414 417~.419 457 
鲁 棒 控 制 工具 箱 2 393 399 401~407 411 8 

414 418 426 PadE 近似 134 204 269 456 

鲁 棒 性 312 459 时 间 延 迟 近似 265 269 

全 棒 稳 定性 399 PID 控制 器 243~245 247 256 257 264 272 

品质 ~ 见 品质 鲁 棒 性 273 
滤波 器 315 435 449~455 457 模糊 ~ 见 模糊 PID 控制 器 

改进 Oustaloup ~ 见 改进 Oustaloup 频 城 响应 5 293 301 

Kaiman ~ 有 见 Kalman 滤波 器 品质 人 鲁 棒 性 279 

QUustaloup ~ 见 Dustaloup 滤波 器 PSO 让 粒子 群 优 化 

前 于 ~ 见 前 置 滤波 器 - 吃 
LU 分 解 66 74 75 102~104 106 奇 点 28 49 50 
Luenberger 标准 型 66 114~116 146 奇异 矩阵 81~84 86 101 106 107 111 112 
LuUenberger 观测 器 6 120 145 178 180~183 400 427 
Lyapunov 不 等 式 408 415 416 奇异 值 3 404 405 
Lyapunov 定理 117 118 人 分解 66 75 77 100 110~112 188 
Lyapunoyv 廊 竹 8 14 66 120 123~129 243 ”前 饥 神 经 网 络 357~360 364 

265 409 前 置 滤波 器 420 422 
Lyapunov 郧 数 118 125 切换 微分 方程 153 174 185 186 
Lyapunov 稳定 性 1 66 165 408 全 局 最 优 221 236 239 240 250 262 337 370 
4 371 373 378 379 

满 秩 窍 阵 75 76 84 85 105 108 115 12 
需 零 矩阵 137 144 入 工 入 能 337 
Minimax 问题 15 221 277 279 Riccati 方程 1 2 8 14 120 128 129 132 133 
Mittag-Leffler 贡 数 446~.449 222 230 401 
模糊 逻辑 15 337~355 391 代数 ~ 232~235 401 410 


模糊 推理 349 微分 ~ 153 193~197 242 


Riemann-Liouville 定义 437 438 
Riots 程序 221 274~277 
RLC 电路 31 72 154 
1 
S- 函 数 210~215 303 314 317 331 353 354 
三 角 分 解 又 见 LU 分 解 
Schur 变换 128 232 
Schur 补 性 质 410 412 
Schur 分 解 126 
神经 网 络 15 337 355~370 
神经 网 络 工 具 箱 378 
神经 网 络 控制 360 365~370 
时 朗 和 未 统 153 198 202 203 285 288~290 
420 
时 间 姓 返 11 33 35 47 54 141 183 199 
203~205 264~266 269 302 314 456 

试 揉 结构 11 
双 精 度 9 10 77 107 110 111 
双 线 性 变换 44 46 48 
Stein 万 程 120 125 126 128 
隋 机 数 

均 习 分 布 ~ 见 均匀 分 布 

伪 ~ 见 伪 随机 数 

正 态 分 布 ~ 见 正 态 分 布 
随机 微分 方程 186~189 208~210 
3SVD 分 解 又 见 奇异 值 分 解 

.2 

椅 解 122 155 
特殊 炬 阵 14 65~72 

伴随 宛 阵 见 伴随 矩阵 

单位 大 阵 秃 单位 矩阵 

对 角 和 矩阵 见 对 角 和 拢 阵 

Hamilton 炖 阵 见 Hamiton 类 阵 

Hankel 算 阵 内 Hankel 矩阵 

Hilbert 矩阵 见 Hilbert 矩阵 

Jordan 和 类 阵 见 Jordan 矩 阵 

零 扰 阵 见 零 扰 阵 

随机 数 丐 阵 见 随机 数 

Vandermonde 矩阵 见 Vandermonde 矩阵 
特征 多 项 式 32 70 77~79 85 106 112 
柠 征 根 2 52 93 94 230 231 


是 


特征 向 量 3 65 84~87 107 109 135 137 
特征 值 3 4 65 75 77 78 84~88 9%8 101 
107~110 114 131 137 194 248 401 
广义 ~ 见 广 义 特征 值 
梯度 23 241 242 255 256 
提前 dg 步 预测 309 310 
条 件数 75 111 
Trelea 算法 378 
图 解法 221~224 229 236 237 250 
Tustin. 亚 损 48 
1 
Vandermonde 上 宛 阵 69~72 78 79 
1 
网 络 控制 153 183 205~207 
微分 又 见 导数 
微分 代数 方程 15 153 162 174 180 一 183 
微分 亡 程 
分 数 阶 ~ 见 分 数 阶 微分 方程 
齐 性 ~ 多 刚性 微分 方程 
丝 机 ~ 多 随机 微分 方程 
微分 代数 方程 见 微分 代数 方程 
延迟 ~ 见 延迟 微分 方程 
隐 式 ~ 见 隐 式微 分 方程 
微分 ~ 跟踪 器 211 一 213 
伪 刻 又 见 广义 逆 
伪 随 机 二 进 制 序列 (PRBS) 299~302 
伪 随 机 数 70 71 188 209 371 
稳定 性 1 2 8 19 65 91 93 94 98 1L7 118 
123 164 165 230 318 398 403 
Lyapunov ~ 由 Lyapunov 稳定 性 
误差 反 向 传播 358 
物理 可 实现 系统 32 
无 穷 积 分 26 281 
无 约束 最 优化 15 221 227 236~248 257 258 
279 323 326 372 375 376 379 
其 测控 伸 324 325 
2 
系统 辨识 129 285 293 297 299~.303 305 
308 313 314 
系统 和 矩阵 195 406 407 418 
线性 规划 15 221 249~.253 377 407 410 415 


专业 术语 索引 


线性 化 135 263 267~270 

线性 矩阵 不 等 式 又 见 LMI 

相 空 间 9 163 164 200 201 216 

相 平 面 165 167 186 

相似 变换 65 85 100 101 112 115 116 118 
194 

小 增 蔡 定理 396 397 

循环 结构 11 12 36 42 96 228 289 291 297 
360 

7A 

站 到 微 分 方程 153 174 183~185 199 
204~207 230~232 

站 传 算法 2 15 240 337 370~381 420 

一 阶 保持 妖 48 

遗 奈 因 椰 303 

隐 芝 数 19~21 24 222 223 

隐 妆 数 导数 24 

隐 式 微分 方程 15 153 174 177~180 182 222 
235 

有 色 有 噪声 285 287 305~307 

和 

Z 变 换 19 44~48 50 54 286~288 290 

Z 反 变 换 44~48 54 290 

增 厂 受 控 对 象 396~398 

增 状态 方程 399 

正定 议 数 66 117 118 

正定 矩阵 66 86 105 106 117 123 124 408 
412 416 

正 交 变换 111 

正 交 和 矩阵 65 100 101 111 188 

正 态 分 布 70 71 188 209 

整数 规划 15 221 258~.263 415 

整数 线性 规划 258~260 

秩 65 75 76 84 91 101 110 111 122 

种 群 370~.375 380 

周期 冰 数 39 

转移 结构 11 371 

状态 反馈 15 65 91 94~96 132 133 194 206 
243 391 400 415~.417 426~.430 

状态 方程 8 55 66 72~74 91 94 96 112 134 
140 171 172 181 186 210 211 268 269 


274 288 318 382 
状态 万 程 实现 
均衡 实现 见 均衡 实现 
可 观测 标准 型 实现 见 可 观测 标准 型 
95j 控 标准 型 实现 见 可 控 标 准 型 
最 小 实 贡 匈 最 小 实现 
状态 空间 9 65 72~74 91~96 130 200 242 
426 
状态 增 广 141 143 397 
状态 转移 和 矩阵 135 139 
和 国 适 应 预报 308 317 
自 校 正 控制 8 15 285 308~317 391 
最 小 方差 ~ 见 最 小 方差 
三 义 最 小 方差 ~ 见 广义 最 小 方差 
极 反 配置 ~ 见 极点 配置 
最 小 二 习 122 129 285 293~297 302 303 
306 314 
最 小 方差 285 308 310~317 
人 自 校 正 310 313~316 
广义 ~ 自 校正 见 广义 最 小 方差 自 校 正 
最 小 实现 56 66 130 131 
最 优化 1 2 7 15 131 236~279 322 323 
325 326 337 370~381 408 410~415 
418~420 
0-1 规划 见 0-1 规划 
二 次 型 规划 见 二 次 型 规划 
非 线 性 规划 见 非 线性 规划 
兹 合 整 数 规划 见 混合 整数 规划 
Minimax 癌 题 见 Minimax 问题 
无 约束 ~ 见 无 约束 最 优化 
线性 规划 见 线性 规划 
整数 规划 见 整数 规划 
最 优 降 阶 见 重 优 降 阶 
最 优 控 制 271~274 
最 优化 工具 箱 238 241 250 253 254 259 260 
263 371 378 
最 优 降 阶 15 263~267 405 435 457 


CC 
口 
5 必 ] 
JJ [] 
(G DO 
< 工 
3 
O 
d < 中 中 
CC 之 D nm 加 
二 < 十 


QU | 中 DO 吕 
已 呈 口 DJ DO 
LIDIDIJn DO 


各 罗 风 加 罗 加 唤 而 中 本 国 


记 记 

记 记 

记 记 

记 ] 让 记 记 

记 记 记 ] 让 记 记 记 

记 DD 方志 记 记 记 

记 DD 记 ] 让 记 记 记 
[DID 记 | 广 记 ] 记 | 记 广 ] 广 之 

记 [DID 户 | 广 记 ] 记 | 记 记 ] 让 记 


四 呈 DDDDDDDD 吕 D 吕 吕 口 口 品 四 呈 
DDDDDDDDIODDDOO DODDO0 呈 中 
DIDDDDDDD<DDDI<DD 忆 器 四 


四 四 D 呈 加 DDDDDD 呈 站 D 口 品 品 口 一 | 吕 吕 加 
DDDDDDDDHF 六 DODDHF 六 D 口 广 口 品 加 

DIDDDDDDD<CDDOO< DD< DID 
四 喇 口 品 口 口 品 加 人 口 口 刀 他 口 口 字 口 口 品 加 


D D D] 吕 
[1 D 区 本 
D 器] 加] D QU 加 
呈 ] 吕 ] DO 吕 ] 加 D WU 
器 吕 ] DIDIDOIDO OO (G 
D 器 ] 吕 ] DIDIDOIDO OO _ 四 
器 器] 加] U DODO DO D 〇 _ 四 
OO 中 口 ] 加 QU DID DO DO D DG D 
< 呈 口 ] 加 下 ET 号 D 中 -| 加 吕 ] 加 
< 中 DODDDUDD 吕 中、~ DO D 吕 加 D 口 ] 加 DO 吕 ] 加 
D 吕 广 中 DODDDDSDDDDU0O DIDDDIDIDOIDOOO DO D] 加 
D DO DO < DOOUOCDDIO_ .一 DIDDIDIDIDOIDO OO 呈 口 ] 加 
吕 口 口 之 DuwwDDL OO 四 DDD 口 吕 DD 口 口 加 


JU 
LOGLDCILDILDI. 一 -一 -一 一 
攻 直 计 医 直 导 林 攻 下 性 革 村 
CDLCICICICIQUOCSOCOLDCDI 一 CI 并 CICICICICICICICICICICICIC 
DIDIDICDIUOCCC 记 LDOOODD 记 | 请] 户 ] 户 ] 户 ] 户 ] 户 ] 户 ] 记 ] 户 |] 记 | 户 ] 呈 ] 廊 |] 广 ] 
DIDIDIDIDIG 王 一 D 世 -DLLELLLDIDINNODDIDIDIDIDIDID 记 ] 己 ] 品 


LiDIDIDIDIDIDIDIDID 记 |] 亡 | 
[DIDDDDDIDIDD 亡 | 广 


呈 加 中 _ DD 吕 吕 二 \_ 中 中 中 中 
呈 加 中 盖 DD 吕 吕 〇 _ 写 中 中 中 中 
中 口中 Nmr 寸 口中 QQm 寸 过 中 CImr 二 册 GD 口 口 口 口 呈 CIm 和 mmoOomnemr 寸 mm 口上 口 Cmn 口 吕 Am 寸 口 口 WNm 加 
TS CE 全 EEiE EEC ISO 人 EU 
D 呈 虽 口 加 CILCILCI AI mmmmmm D 叫 吕 加 CI CI AI mmmmm 证 寸 十 mmm mn MD \D 

史 中 中 中 中 和 人 ND 喇 呈 中 mnD 喇 虽 喇 口 喇 二 中 口 WINCICICANCNmCACNGNCNCAN 二 NACIIOmNCNCICINOCANICICI 放 
吕 中 中 一 | 吓 呈 口 加 CN NI CNI CN NI CN NI 

中 口中 CN 


让 记 | 广 记 


记 
记 记 
记 记 记 记 
记 之 记 记 记 
记 一 尼 广 广 记 ] 记 | 蕊 | 
记 记 记 JW 记 记 记 ] 记 | 记 ] 让 
记 记 记 JU 记 记 户 D 广 方志 
记 广 丑 直 一 记 记 [D 广 记 记 ] 让 
记 记 JU 记 记 ] 吕 记 记 广 ] 广 DD 广 记 记 ] 让 
记 广 ~ 广 世 ] 全 广 广 让 亡 | 记 户 ] 户 ] 亡 | 记 记 ] 让 
记 让 记 广 韦 记 记 ] 过 所 广 CI 一 户 ] 广 | 记 记 ] 让 
记 记 记 ]D 亡 |] 记 广 ] 让 (CC CC 记 ]>D 记 IUD] 记 |] 亡 ] 记 户 ] 户 ] 疡 | 


D 记 | 广 户 记 |] 记 记 |] 二 户 ] 广 | 方志 OLD LODIJ. 一 户 |) 户 |] 亡 ] 户 ] 户 ] 疡 | 
记 D 记 | 广 让 DIDIDIOD 户 | 户 DD 记 DID 一 户 记 DID 所 IIw 志 亡 | 广 ] 广 ] 广 |] 户 ] 广 | 
记 D 记 | 广 站 DIDIDI- DIDIDIDIDIOCDIDIDIDCDIS3 二 ULU 6 D 户 | 广 |]D 亡 ] 户 ] 疡 | 
记 记 记 | 广 四 DDD 妆 四 DDDDD 一 DDDDOD. 一 > UDDD 呈 DO 
世 攻 汪 攻 直 E 三 攻 直 | 医 括 攻 丰 到 所 甘 下 医 汪 和 让 在 再 汪 : 攻 下 :| 革 玫 到 :性 汪 和 基 下 站 可 所 下 区 直 医 下 医 下 革 焉 下 则 下 
记 亡 ] 亡 ] 记 |] 亡 ] 户 |] 记 ] 户 |] 户 ] 户 |] 户 ] 记 | 户 | 户 ] 户 |] 户 ] 户 | 户 ]|D 户 |]D 记 | 之 上 凯 之 -一 户 | 记 亡 | 户 |] 户 |] 户 ] 记 | 
DIEDDIDIDIDIDIDDIDIDIDDDIDDDDDDDDJOOWWC DIDIDIDDODCDODD 


广 ] 让 记 记 记 记 记 
记 ] 记 | 记 记 记 记 记 
DIDDNOA DDN r 寺 有 广 DDN r 寸 由 旬 DDN 二 由 旬 DDN r 寸 瑟 
全 | 
国 中 中 中 | NONCNCANCNAI 0 Oo On CI CI < 过 过 寸 寸 语 mm LO 
广 ] 广 


[| 


(0 
[ 


[ 一 0 有 OnOnNOnnnnmnnnnonmnnnnnr 二 nnnmnnnmonmnn mn 局 


KuttannD0DMATLABDT 


记 记 

记 广 ] 广 记 

记 记 ] 广 记 

记 记 1 广 ] 广 记 
DD 广 户 ] 册 记 ) 记 ] 让 记 记 
户 D 亡 记忆) 广 ] 广 ] 记 记 记 记 


户 D 广 记 ] 二 疡 ] [LDDDD 记 户 ] 广 | 
LDLDIDIDIDI 疡 | [LDDD 记 记 户 ] 广 
DDDDDDCCDDIDDIDIDODODODODOO 
[LDDDDIDDDDDDD) 户 |] 记 | 户 ] 户 ] 广 
[DiDDDDD 户 | 记 | 记 | 记 广 记 ] 户 |] 亡 户 ] 户 ] 广 | 
[LIDDDDDDDDDD 记 ) 户 |] 亡 户 ] 户 ] 广 | 
[LDLDIDIDIDIDDIDIDDDDD 记 | 记 记 ) 户 ] 记 | 
[二 沁 记 二 刁 相 记 下 局 声 ] 记 站 下 
记 ] 让 记 记 记 
方志 记 记 
DDNGNDIDCnr 寸 mm 凤 一 CNrUm 
记 中 中 OOQNCANCNCNCANOOnOnO mm 


咱 十 r 二 ONrrIUUQrUrUQUQYrUQrUrQYrrrd 


[] 记 ] OO) (Y) 0 0 0 mm DC 亡 ]r 语 < 


< 十 
记 


记 

记 

记 

记 记 
记 记 记 
记 记 记 
记 记 记 记 
记 记 记 记 
记 记 记 记 
记 记 记 记 
记 户 记 广 记 
记 户 D 广 广 ] 广 
记 [DID 户 ] 广 广 ] 广 


中 口 口 口 w 口 上 加 
器 口 口 口 _- 吕 3. 加 
加 口 口 口 引 口 <w 囊 
天 凋 面 甬 曾 曾 二 = 

JW 


[] ， 
DIDIDIDCDIDCDICIUVI UV 己 ] 


(Y) < 二 十 II LOD LO 


寸 七 寸 寸 mm 寸 寸 寸 寸 吕 


< < 


[| 上 


< CC LO) LO LO LO 
LO 


中 

呈 加 

吕 加 

呈 六 JW 

中 中 ww 六 
中 国 国 中 OO OO 〇 D 加 
中 呈 加 中 中 D 一 加 
中 中 呈 加 中 中 中 cc 加 
CD  ， 呈 中 呈 加 下 口中 D 号 D 口 ] 加 
DC 加 呈 口 品 中 D DOD DD DD 吕 口 加 
世相 区 本 世 中 DDDDDDD  DDDDD  DD 吕 口 加 
呈 口 ] 加 DDDDIDIDDD DDDDD 吕 吕 D 口 D 吕 加 加 
四 DODID D 和 站 DDDDDDDDDDDDDDDD 吕 加 吕 D 
中 DODD  D< 妃 喇 DDDDDDDDDDDDDDDDDDD 


[ 记 |D 记 ] 记 |] 户 | 王 六] 户 ] 记 | 亡 ) 记 | 广 |) 户 | 方 ) 记 | 记 户 | 记 户 | 记 户 | 记 ) 户 ] 记 | 户 | 广 
记 DIDIDIDIDIDFDDIDIDIDIDIDIDIDIDIDIDIDIDIDIDIDOCDODC 吕 ] 
记 四 DDDDD 妨 DIDDIDDIDIDIDIDIDIDIDDDIDOD DODDOD 
四 品 吕 加 吕 加 吕 加 字 喇 口 口 口 口 品 口 品 品 品 口 品 口中 口 口 口 口 品 加 
LDLDIIDIDIDIDIDIDIDIDIDIDIDIDIDIDIDIDIDIDIDILDI DIDDDIDD 记 | 
牙 匡 下 匡 站 下 本. 攻 下 | 医 相 : 攻 直 医 下 医 相 下 可 区 区 本 攻 | 攻 | 匡 二 ] 匡 | 世相 攻 下 记 直 世 直下 记 直 世相 世 ] 匡 玫 于 了 


记 ] 让 记 记 记 记 记 
记 ] 让 记 记 记 记 记 
DDNODr 计 DDNr 二 已 记 虽 Nm 二 mmDIDONDIDCONOOr 二 号] 


NA MI On OOD) CI 0) < 二 证 LI LDO LO OO 


记 


一 mmmNmnDOnODOODOODmnnOnOSYOmnOnnmmn On 已 


记 ] 让 

方志 

记 记 记 ] 让 
记 记 让 户 户 ] 广 
记 记 [D 户 |] 广 
记 记 [D 亡 |] 广 
D 记 |] 广 让 D 记 |] 广 
[DID 户 ] 广 [ 记 | 户 |] 广 


让 DIDDD 记 |) 记 记 户 ] 广 | 
让 DDD 记 |] 记 | 记 ) 户 ] 广 | 
DDDD 记 | 亡 记 | 户 ] 广 | 
[DIDDDD 广 ) 户 ] 广 | 
王 ]J 王 站 区 汪汪 


广 ] 广 ] [ 
广 ] 广 ] [] 
DDNDIODCN 二 
[L_ 中 呈 | NO 


叫 OO AN 局 斩 名 


户 ] 广 ] ee/ 
OO 


记 


记 
记 
记 记 
记 记 记 记 
记 记 记 记 
记 记 记 记 
记 记 记 d 户 ] 疡 记 ] 让 
记 记 广 二 记 ] 广 | 记 ] 让 
LDLDIDID 亡 | 一 记 记 亡 方志 
LDLDIDID 广 | 世 记 |] 广 ] 记 记 DD 
[LDLDID 记 |] 广 志方 ] 广 ] 广 | 记 ]LDD 
LDLDIDIDILDIGOCIDID DLLDID 


DDDDDDCDDIDDDDOIDCDODDODOO 
四 喇 品 品 D 吕 DOQDD 吕 口 口 品 加 
DIDDDDIDIDIOTDDDIDIDODOO 
DIDDDDDD -DIDDIDIDDOOOI 
DDDIDIDIDIDIODDID DID DID DO 


记 记 记 记 
记 记 记 记 
DNSrVmnDIDONr 寸 D 中 和 Nm 瑟 | 


MI On On) CI On < 十 寸 r 寸 LI LD LO 


OO OO OO 


8 玫 e 且 Le 全 teeesNeeeie 贡 19eeNeNeiE 
 D 方 ] 广 [~ [ [- 
[~ 


中 

中 

aa 

< 中 

_ | 呈 加 

广 中 on 加 

< 中 民品 

之 ES 

中 中 D DF 六 DO 吕 

D 吕 ] 加 器 加] 中 所 中 EE 

中 呈 口 ] 加 中 DO 品 字 口 加 

四 DDDD D DD DDD 品 吕 

站 DD 口 DD D DD 加 品 口 口 吕 四 
DO D 呈 DDDDDD 吕 DD 吕 吕 品 口 DD 四 和 
四 DOD 品 口 口 吕 和 加 口 口 品 加 品 口 口 口 口 吕 加 


本 相左 上 攻 二 小 研 | 
医 到 |, 医 汪 2 EE 芷 芋 攻 攻 站 在 下 外 本 | 攻 下 医 下 和 下 在下 | 有 芷 下 下 下 在 于 下 
[DDDDDD 记 |)DD 户 | 记 DIDDD 记 |) 户 | 记 D 记 | 户 | 记 | 广 
DDDD 记 | 记 ) 记 IDD 记 | 广 |) 记 ] 记 D 记 ] 户 |] 亡 记 ) 户 |] 户 | 亡 ] 广 


记 ] 让 记 记 记 记 
方志 记 记 记 记 
DONODr 坟 mm 斩 广 户 ] 中 NmDDIDONAr 寸 口中 和 二] 


呈 ] 史 中 中 四 四 四 四 CN CAN AI mn nn nn < 二 v 坏 


让 


中 [ 王 广 广 FONTFFFr 声 | 


中 DO 


方志 [LDLDDD 户 ] 广 | 
[D 广 [DID 户 ] 广 | 
户 D 广 [LDLDD 户 ] 广 | 
记 让 DDDDDD 户 亡 记 | 
记 二 直 民 下 本 下 医 相 全 由 正本 | 
记 [DIDDIDDDIDCDIDD 记 | 
DDDD 记 |] 记 ) 记 |) 记 |] 记 | 记 I 户 ] 广 
DDD 记 ] 户 ] 记 |) 记 ) 记 |] 亡 记 户 ] 广 | 


方志 记 记 
记 ] 让 记 记 
DDN DIDCONOrmD 己 ] 


广 ]] 中 四 四 NONONNONNA 


呈 OO oo coco co oo co oo 


一 户 ] 广 ] oo Co Oo 
Oo 


记 


LABDD 
口 口 口 世 已 
中 


四 口 -D 一 口 口 口 口 口 口 加 
四 喇 < 品 字 口 口 品 口 口 口 加 
四 加 > 品 -加 口 口 口 口 口中 
四 中 DDDDD 吕 加 吕 吕 加 吕 加 四 
四 呈 DDDDDDD 吕 加 吕 加 吕 加 四 


[ [ [ 
[ [ [ 
呈 人 NOr 二 moODO 中 人 和 DO 
人 人 攻 


MY on On CO On) On) < 证 LO LO 


oo oo oo 方 ] 广 |]O) G) GO) QI GOI GOI 方 ] 广 |] 廊 


oo oo co co oocor 夺 ooom oo co 局 感 ) 


中 吕 口 口 口 呈 世 品 已 


中 中 

中 中 

aa 中 

< 中 吕 加 

_ | 下 口 口 D 

广 D D 吕 ] 加 

< 中 中 吕 四 
中 之 站 吕 节 口 


让 亡 | 记 户 ] 户 ] 亡 | 忆 | 白 :- 一 
记 DIDIDIDIDIDCICDCIDC 亡 ] 一 全 记 
记 而 本 胃 而 本 四 顺 男 因 辆 本 用 本 机 醒 二 用 本 一 用 本 本 用 本 一 民生 本国 本 出 瑟 | 
记 恒 到 用 硬 国 出 故国 册 而 可 用 而 可 必 而 本 用 硬 本 册 硬 加 册 而 着 放 e 天 (二 生生 | 本 面相 本 硬 
记 LiDIDIDIDIDDIDIDI---WwW>”” 广 | 记 | 


站 DDDDDDIDIDIDIDID> 亡 | 亡 | 户 ] 户 ] 记 | 
四 加 加 呈 虽 加 虽 口 口 口 品 所 口 口 口 口 加 


记 ] 广 记 记 户 D 广 
广 ] 广 记 记 [D 广 
DIDODDONDDONmr 坟 mm DDNm DC 六 | 


[ 呈 | 四 NONONNGNA MI) MO 0 


G) 
[| 


到 OICNOOOOOOOOOO SmOLCILDCIC 


